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2 Grundmodelle der Wahrscheinlichkeitstheorie

Aufgabe 2.1. Lésung: Um im Gitter {0,1,2,...,n}? von (0,0) nach (n,n) zu gelangen, miissen

wir 2n Schritte machen; von diesen gehen n nach rechts und n nach oben, und wir miissen

nur feststellen, wann wir nach rechts bzw. nach oben gehen. Das geht auf (27?) Arten.

Im Konkreten Fall gehen wir erst von (0,0) — (4,4) — das geht auf (i) =70 Arten, und

dann von (4,4) — (8,8) was wiederum auf (Z) Arten geht. Mit dem Laplaceschen Ansatz

,,Zahl der giinstigen Ereignisse“ dividiert durch die ,,Gesamtzahl aller Ereignisse“ ergibt

sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

Lalle Wege (0,0) — (4,4) x alle Wege (4,4) » (8,8)* ()(}) 70x70 038
,alle Wege (0,0) — (8,8)¢ Sy 12870 T

Aufgabe 2.2. Losung: Wir sollten uns kurz einen W-Raum fiir dieses Modell iiberlegen: €2 =
{(i,j,k) 2i,5,k €{1,2,...,6}}, d.h. (4,4,k) gibt an, welche der drei Personen in welchem
Stock den Fahrstuhl verlasst. Insgesamt gibt es 6 x 6 x 6 = 216 verschiedene Moglichkeiten,

wie die Personen den Fahrstuhl verlassen konnen.

(a)

()

Da es sich um ein fest gegebenes Stockwerk handelt, miissen wir die Einzelwahrschein-

. . . o . . l l l _ L
lichkeiten multiplizieren: g x & x ¢ = 575-

Ereignis also aus A = (1,1,1)

Etwas formaler: Hier besteht das giinstige

Da es der 1., 2., 3., 4., 5., oder 6. Stock sein kann, wo alle drei Personen aussteigen,
miissen wir nun die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Stockwerke (haben wir in

a) berechnet) fiir die Stockwerke aufaddieren:

1 1 6 1
—_— e — = —— = —,
216 216 216 36
[ —

6 Stockwerke
Etwas formaler: Hier ist das Ereignis A = {(4,4,7) :i € {1,2,...,6}}.

Wenn alle in verschiedenen Stockwerken aussteigen sollen, dann hat Person 1 genau 6
Moglichkeiten, Person 2 hat noch 5 Moglichkeiten und Person 3 hat 4 Moglichkeiten.
Somit haben wir

6xbx4 5

6x6x6 9
Etwas formaler: Hier ist A= {(i,j,k):i# i+ k,j+k,i,j,ke{1,2,...,6}}.
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Aufgabe 2.3. Losung: Diese Aufgabe 16st man mit der hypergeometrischen Verteilung. Es
3\ 7
(1) G5
10
()

und damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit p; + p2 + p3 (mehr als 3 weifle kann man

gilt

p; = W-keit, genau ¢ weifle Kugeln zu ziehen = H(10, 3,4,17) =

ja nicht ziehen). Das ist eine mithsame Rechnung und wie bei fast allen ,,mindestens...“

Aufgaben sollte man das Gegenereignis betrachten:
mindestens eine weifle Kugel = nicht keine weifle Kugel = nicht nur schwarze Kugeln

Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

M €1 [C) RS - B O
(140) 210 6 6
————
=H(10,3,4,0)

Aufgabe 2.4. Losung: Das ist eine Variation des Urnenmodells aus der vorherigen Aufgabe.

Die Wahrscheinlichkeit p; genau ¢ Aufgaben 16sen zu konnen ist

()
%)

Di = H(12787677’) =

Offenbar ist 7 < 6. Man rechnet sofort nach, dass

420 224 28 672

P5=--7, DP6= 57 = DPatDP5+DP6= —.

P4= 9947 924 924 924 11

Aufgabe 2.5. Losung:
(a) Der zugehorige W-Raum ist Q = {1,...,M}" (Ziehen mit Zuriicklegen) und wir
interessieren uns fiir die folgende Menge

A={(a1,...,an) a; + ar, wenn i # k}.

Offenbar gilt Q2] = M™ wéhrend |A|=M - (M -1)- (M -2)- (M —n+1) ist.

Interpretation: Fiir a; haben wir M Maoglichkeiten, fiir as nur noch (M - 1) (da

ay # az) usw. Somit

P(A):%zM'(M‘l)'(M]—w?n)---.-(M—nH)_

Wir kénnen diese Formel auch folgendermafien schreiben:

M (M-1) (M-2)  (M-n+1) :"—1(1 J\Z)

P(A) = 77 T 1‘[[)

Interpretation: jeder Faktor gibt die Wahrscheinlichkeit an, eine Kugel zu ziehen,

deren Nummer bisher noch nicht vorgekommen ist.
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(b) Wenn wir p =i/M verwenden, d.h. 1 —p=1-14/M, dann erhalten wir

n—1 - n-1 ot
pA) = 1T (1- o) = T e = Bt < eontonione
i=1 i=1

(¢c) Wir haben M = 365 und n = 30. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Kursteilnehmer

an verschiedenen Tagen Geburtstag haben ist also
und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die Gegenwahrscheinlichkeit:

1-P(A)~1-0,3037 = 0,6963.

Beachte: Das scheinbar paradoxe Ergebnis hangt damit zusammen, dass wir nicht

festgelegt haben an welchem Tag im Jahr der Geburtstag sein soll....

Man kann sich auch die Frage stellen, ab wie vielen Kursteilnehmern die Wahrschein-

lichkeit mindestens 0,5 ist. MaW:
D/ <05 «— n(n-1)>730log2 ~ 506

und das ist ab n = 23 erfillt.

Aufgabe 2.6. Losung: Zur Losung verwenden wir wieder die hypergeometrische Verteilung.

Offensichtlich muss s < k gelten. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist:

()
()

H(n+m,n,k,s) =

Aufgabe 2.7. Losung: Wir schreiben n =i; + 10ig + 100i3 + ... mit i € {0,1,2,...,9}. Es gilt

n3 = i3 +30i%iy + -~ = j; + 1052 + 1003 + . . . (*)

d.h. die beiden letzten Ziffern ji, jo der Darstellung von n® hingen nur von i; und iy ab.
Damit liegt das Modell ,,Ziehen mit Zuriicklegen aus der Menge {0, 1,...,9} vor.
e Klar ist, dass i; = j; = 1 gelten mufl. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist 1/10.

e Nun sei j; = 1. Damit auch jp = 1 gilt, muB die Beziehung (n3 - 1)/10 auf ,,1“ enden
— das sieht man durch Umformen von (*). Also muss 3iy auf ,,1“ enden, und das

geschieht nur fiir 49 = 7. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist auch 1/10.

Insgesamt erhalten wir die Wahrscheinlichkeit 1/100 = 1/10 x 1/10, da n® nur dann auf

,,11“ endet, wenn ¢; = 1 und 49 = 7 gilt.
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Aufgabe 2.8. Losung: Wir konnen alle Biicher auf 10! Arten anordnen.

Wir konnen die drei ausgezeichneten Biicher, die nebeneinander stehen sollen, auf 3! Arten

anordnen.

Wir konnen die sieben verbleibenden Biicher, die irgendwie stehen sollen, auf 7! Arten

anordnen.

Wir kénnen den ,,Dreierblock® von nebeneinander stehenden Biichern auf 8 Positionen

stellen (das erste Buch des Blocks kann nur auf Position 1,2,..., 8 stehen).
Insgesamt erhalten wir daher fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit: Sxf’éfﬂ = %

Aufgabe 2.9. Losung: Wir folgen dem Hinweis und zeichnen die definierenden Beziehungen
fiir (z,y) € [0,1]? (das ist zugleich unser W-Raum, auf dem wir das Lebesgue-Maf als
Gleichverteilung betrachten):

Der Bereich x +y < 1 ist grau schraffiert, der Bereich zy < 2/9 ist blau schraffiert. Die
gesuchte Wahrscheinlichkeit entspricht der Fléache, wo sich die beiden Bereiche iiberschneiden

(vgl. Abbildung). Wir schreiben die beiden Grenzfunktionen als
.1 21 .
yg=1-x (fiir die Gerade) und yj= P (fiir die Hyperbel).

Offensichtlich schneidet die Hyperbel die Gerade in den Abszissenpunkten x; = /3, i =1, 2.

Diese Fléache lasst sich folgendermaflen berechnen:

1/3 J 2/3 p 1 J 1/31 p 9 2/31d 11 i
fo Yg x+/1/3 Yn x+f2/3yg x—fo (1-2) x+§/1/3 5x+/2/3( —x)dx

1 2
= 2 4 212~ 48, 74%.
379" ¢
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Aufgabe 2.10. Losung: Wir schreiben z,y € [0,T] fir die Ankunftszeiten. Der W-Raum ist
daher das Quadrat [0,7]? und wir betrachten darauf die Gleichverteilung, d.h. das durch
T-2 normierte Lebesguemaf. Wir interessieren uns fiir die ,,Fliche®, wo |z —y| < t gilt.

Diese ist in der folgenden Abbildung dargestellt:

¢
T'I"“- —_——— :

- T = o -

—

Der gesuchte Bereich (schraffiert dargestellt) liegt zwischen den Geraden x —y = +t bzw.

y =x +t. Damit erhalten wir fiir die Flache

1 1
T2 - 5(T—t)2 - 5(T—t)2 = 2Tt — %

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist daher

2T_2 2
28 fuooof)
T2 T

Aufgabe 2.11. Loésung: Schritt 1: Wir beginnen mit der Situation n = 1 (das ist die ge-

ometrische Verteilung):

P(X =1i) =¢'p wir beobachten erst i € Ny Misserfolge, dann den Erfolg

d.h. X = W -1 aus Beispiel 2.4.f) und wir finden EX = EW -1 = ]l) -1= %. Die Varianz

berechnen wir mit
VX =E(X?) - (EX)?

d.h. wir miissen noch E(X?) finden. Das geht analog zur Rechnung in 2.4.f)

gy . 9 . d o d & ;

E(X?) =Y P(X =i)=p)Y.i’¢'=qp).i—q" = qp— Y.iq
i=1 i=1 0 dq dq iH

——

=EX/p

1 2q q2

=qpi 1 =qp( + )=g+2—.
dg (1 -q)? (1-¢? (A-9?°) p p?
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10

Insgesamt also
VX =EB(X?) - (EX)?=240L L 9,2 _ 1
p p

Schritt 2: Wir bendtigen eine Summationsformel fiir Binomialkoeffizienten

5 (n;k)x’f:(L)M, z € (0,1). (2.1)

k?:O 1_"];

Proof. Der ,iibliche“ Differentiationstrick. Wir differenzieren die geometrische Summen-

formel auf beiden Seiten n-fach:

&, d" & a1 n!
> k= =>—nZwk=—n - nel
= l-x dz™ (= dz"1-z (1-x)

Andererseits haben wir

"S5 id :i ke (k=1)-. . (k—n+1)zk™
dm”ko

k: (k=1)-...-(k—=n+1)z"™

M3 TMg i

k,_°° k+n\ 5
(k+n)-(k+n-1)-...-(k+1)x —kz_;]n!( L )x O

T
=

Schritt 3: Wenn wir ¢ =0,1,2,... Misserfolge vor dem n-ten Erfolg betrachten heifit das,
dass wir ¢ > 0 Misserfolge und n -4 > 0 Erfolge haben, und zum Schluss den n-ten Erfolg
verbuchen. Wir miissen also auf den (n—1) +1 ersten Plitzen die Erfolge und Misserfolge

plazieren und dann am Ende (Platz Nr. n + i) einen Erfolg haben. Das geht auf

7 n—

14 {4 ey
(” , ”) - (” IZ) Arten, damit ist die W-keit P(X = i) = (” , +2)q2pn.
i
Schritt 4: Erwartungswert (direct attack). Nach Definition ist

Eng X i) = Z(n 1+z)l~ p Z(n 1+z) i

Wir beachten nun

() - ()

und daher

n+i- i—1)+1 _ n+k k(2D n 1 q
e e (M e (M)

Schritt 5: Varianz (direct attack). Wir berechnen E(X?). Das geht so:

i +4 - + +i-1\ d ;
E(X2)=p”212(n Z )q =np Z(n - )Zq =np Z(n ' )qd—qq
=1

g\ -1
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" iz(n+i—1) . d _q
) pqui:1 i-1 ! pqd (1-g)m*!
| —
=EX /np"

1 (n+1)q 1 9
=np" + =np'qg— + +1)p"
np q((l_q)n+1 (1_q)n+2) np qpn+1 n(n )p q
2
=ng+n(n+1)q—2.
p p

Insgesamt also

e
VX = E(X2) - (EX)2=nd tn(n+ 1)— —n2q2 o=nL
p p
Schritt 6: Think! Wenn wir die Beobachtung der ersten ¢ Misserfolge darstellen als
X=G1+Ga+--+Gy
wo G}, die Zahl der Misserfolge nach dem (k — 1)ten Erfolg und vor dem kten Erfolg
darstellt, dann haben wir

e die Gy sind alle gleichartig verteilt, d.h. EGy = EGy, VG = VGYy;

e G} entspricht der negativen Binomialverteilung mit n = 1.

Dabher ist
n . n
EX = ZEGk Schgtt Z g _4
k=1 k=1 P
Fiir die Varianz gilt
. n
VX Schrltt 6 Z i Schgtt 1 Z VGk
iz1 P k=1

Wenn wir also begriinden konnten, dass
V(X)=V(G1+--+G ) VG1+ -+ VGy,

gilt, wiaren wir ohne grofie Rechnung schon nach Schritt 1 fertig! Im Allgemeinen ist (?!)
falsch, aber weil die Gy, unabhdingig sind (wir fiihren dieses Konzept in Kapitel 5 ein, vgl.

Satz 5.22), gilt (?!), d.h. wir kénnen die Rechnung wirklich vereinfachen....

Aufgabe 2.12. Lésung: Weil N c N eine Lebesgue-Nullmenge ist, und (0,00) \ N eine Null-

menge fiir das ZéhlmaB Y} 0y, ist, haben wir
p{k}=1 VkeNu{0} und pn((0,t)\N)=X(0,t) Vit>D0.
Daher erhalten wir

1 = 1 1 1 1
d [Tean= +[——- 2%] Ll
/p(x) ve ,;)2%' o ¢ T2 T2 ) T2

Die Verteilungsfunktion ist stetig auf (—o0,0) und auf (n,n + 1) und hat Spriinge bei
n=0,1,2,3,, vgl. die nachfolgende Skizze — auf R ist die Verteilungsfunktion rechtsstetig:

p(—o00,t] = ./-(—007)5] p(z) dz.

11
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Ni-

Aufgabe 2.13. Losung: Wir schreiben im folgenden stets: ¢ =1 —p.

(a) Binomialverteilte ZV.

0 x <0
F(z) = Z,@O (OpF(-p)»* o<a<n
1 r>n

Fiir den Erwartungswert von X gilt:

B = 3 k() (1)

e n(n-1)! (e
2R e L A A
=npl§=(;(n; )pl(l—p)"‘l_l
=np.

Fiir den Erwartungswert von X (X —1) gilt:

E(X(X -1)) = ik(k 1)( )k(l—p)n_k
— i n(n 1)(” 2) 2 k- 2(1_p)n—2—(k—2)

k-2 (n-2-(k-2)"?

=n(n-1)p* ;) (nl_ )p’(l -p)" !

12
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=n(n-1)p*.
Und wir erhalten fur die Varianz

VX =E(X?) - (EX)?=E(X(X -1)) +EX - (EX)? = n(n - 1)p* + np - n*p* = npq.

Einfachere Rechnung: X = X+ --+X,, wobei die X} unabhéngige (siehe Kapitel 5)
Bernoulli-ZV mit jeweils derselben Erfolgswahrscheinlichkeit p sind. Dann gilt

EX,=p, E(X})=p, VX =p-p’=pq — EX =nEX, =np, VX =nVX;=npq

wobei wir fiir die Gleichheit der Varianz die Bienaymé-Identitit verwenden (Satz 5.22).

Geometrisch verteilte ZV. Achtung: Tippfehler in der Aufgabenstellung — n € Njy.

0, <0

F(z)=
T pgt = pl= T —=1-g"1, o<z

Fir den Erwartungswert gilt

o0 o0 d
EX =) npq" =pq ), 24"
n=0 n=1 a4
d & g d ¢ (1 q ) q
=pg—— ) q"=pi———=pq(-+—5|=".
dqn; dgl-gq p ) p
Fiir den Erwartungswert von X (X — 1) gilt:
[ 0o 2 2 oo
E(X(X—l))=zn(n )pq" = pgq Zd_ = d_z
n=0 =9 -1
:pqzd_g_q = d_(_l —_ ): q 3:2_(12
dg?21-q 2 » p2
Und wir erhalten fiir die Varianz
> > s 20 ¢ ¢ ¢ q_q
VX =E(X°)-(EX)"=E(X(X -1))+EX - (EX) = ts - S =pts =
p b D D p D
Poissonverteilte ZV.
0, z<0

F(z)=

lz] —AA*
Yio0€ 9 O<z

Fiir den Erwartungswert gilt:

oo )\)\k
E(X) = Z k€7 F
k=0 :
% )\k:—l
=A)> e
2 o
= e et =\

13
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Fiir den Erwartungswert von X (X —1) gilt

k
E(X(X-1))= Zk(kz 1)e” M—
k=0
0o )\k:—?
_ 12 e—)\
5 G
_ )\26—)\6)\ _ )\2

Und wir erhalten fiir die Varianz
VX =E(X?) - (EX)?=E(X(X-1))+EX - (EX)? = 2+ A= A% = \.

(d) Gamma-verteilte ZV (Achtung: Tippfehler in der Angabe: % - 57%). Die Verteilungs-
funktion ist
z < 0;

das Integral kann nicht weiter ausgerechnet werden, es handelt sich um eine sog.

F(z)=

unvollstdndige Gammafunktion.

Der Erwartungswert ist wegen der Funktionalgleichung der Gammafunktion xI'(z) =
I(x+1):

= Bal}(a) /Oootae_t/ﬁdt
= Balé(a) [000(65)%_5 ds

_ ﬁ foos(a+1)—le—s ds
I'(a) Jo

B B
“T(a) I'(@)

Fiir den Erwartungswert von X? erhalten wir:

E(XQ):ﬁ Fl( )/OootQ.ta‘le‘t/ﬁdt
'«

1 <)
_ ta+1 -t/B dt
ﬁar(a) f c

f (8s)**e™ ds

—T(a+1) = ——al'(a) = af.

ﬁaI‘(a
_ 52 S(a+2)—1e—s s
- T(w) !
9 2
- Ffoz)r(a +2) = F/?oc)o‘(a +1I(@) = a(a +1)6%

Und wir erhalten fur die Varianz

VX =E(X?) - (EX)? = a(a+1)3* - a?8% = af>.

14
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(e) Laplace-verteilte ZV: Die Verteilungsfunktion ist

F(z) = [:(20—)*15“'/0 dt.

Der Erwartungswert ist wegen der Symmetrie der Dichte 0. Beachte, dass das Integral

fR 1t](20) " te 7 gt < oo,
Weil EX =0 gilt, ist VX = E(X?), d.h.

VX:(20)’1/H;t2e"tV"dt

=c7_1f0 2 et gt

0
=o? f s?e 5 ds = 0’T(3) = 207
0

(f) (Tippfehler in der Angabe: p = W /N) hypergeometrisch verteilte ZV: Die Verteilungs-

funktion ist eine Treppenfunktion, die an den Stellen x =0,1,2,..., W wachst.

Wir folgen dem Hinweis und schreiben X = Xj + --- + Xy, wobei X; genau dann
,, 1% ist, wenn die weifle Kugel mit Nummer i gezogen wurde. Jede weifle Kugel hat

dieselbe Wahrscheinlichkeit n/N unter den gezogenen Kugeln zu sein. Daher gilt
n n
EXi:IP’(Xizl):N — EX:WIEX]L:WN:np.

Weiterhin gilt
X=X+ XX =D X+ Y Xi Xy
i

ik 7 i#k

und wir finden

E(XiXk) =P(X;=1,X,=1) = Nng[__ll))
woraus sich
E(X?) =np+W (W - 1)% =np+np(W -1) ((;__11))

ergibt. Schliellich haben wir

VX = E(X?) - (BX)? = np-+ np(W - 1)L H 2

(N-1)
ol nl (N -m)(N W)
_np[l W=Dy WN]_ N(N-1)
N-n
SN

15
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Aufgabe 2.14. Lésung: Die Dichte von X ist fx(z) = (277)‘1/26‘"’”2/2. Mit Hilfe der Taylorreihe

sieht man leicht, dass

z2/2 _ T 1 2N 2\N

et = 3 ——>1+cya® 2en(l+a?)
und daher

€—$2/2 < CN(]. +$2)—N
fiir alle N € N gilt. Weiter ist 22 < 1+22 oder |z| < (1+22)"/2 <1 +22. Somit gilt fiir jedes
keN:
/R|x|ke_x2/2dac < Cn fR(1+:U2)k(1+x2)_Nda:
wiihle N=k+1 Crout /(1 +x2)k(1+x2)—k—1 dr
R

= Crs1 '[R(l+x2)71d:c

und dieser Ausdruck ist endlich (warum?).

Damit existieren die Momente beliebiger Ordnung und wir kénnen damit rechnen. Fiir

ungerade Momente gilt aus Symmetriegriinden:
E(X2k+1) _ (27T)_1/2 /°° x2k+1€—x2/2 dr =0
und fiir gerade Momente gilt

E(X%) =m(2k) = a2ke12 g

1 [°°
V2m J-oo
2 ok —a2)2
= — e dx
V2r fo
t=2?/2 2- 2 = ot dt
= —_— e _—
V2m JO \/I_f
ok oo
- 2 f th=3e7t gt
0

NG

ok % k1)1t gy
= — e )
NZs fo

Der Integralausdruck ist ganau die Eulersche Gamma-Funktion I'(k + %) und mittels der

bekannten Funktionalgleichung 2T'(x) =T'(z + 1) finden wir

k
() = 2 (k=) (6= 94 T

und da I'(1/2) = /7 (warum? — findet man z.B. aus der Kenntnis von [, e /2 dz und

dem oben verwendeten Variablenwechsel), erhalten wir

(2k)!
ok fI

m(2k) = (2k - 1)(2k - 3)--3-1 =

16
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Aufgabe 2.15. Lésung:
(a) Wir zeigen, dass ¥, , p(i, k) = 1 gilt:

> S p(ik) =2 3 ab(1-a)i(1- b)k—ab2<1 a) Z(l %

=0 1=0 k=0

M8

.
Il

o

o

1 1
:abl—(l—a)l—(l—b) =1

Weil in einem diskreten Raum alle Abbildungen messbar sind, sind X,Y (als Pro-

jektionen) trivialerweise ZV.

(b) P(X =14,Y =k) =p(i, k). Die Marginalverteilung von X ist
P(X =i,Y eNg)= Y P(X =4,Y =k) =a(l-a)" > b(1-b)* =a(l -a)’
k=0 k=0

und entsprechend haben wir P(Y = k) = b(1 - b)*, d.h. es handelt sich jeweils um

geometrische Verteilungen.

(c)
P(X =Y) :iP(X:i,Y:i) = iab(1—a)i(1—b)i
=0 =0
B ab B ab
1-(1-a)(1-b) a+b-ab’
Weiter ist

P(X>Y)= Y ab(l-a)(1-b)F
(i,k)eN2 i>k

:abiu-b)’f ;(1—@2‘

4 k(l a)k+1
bZ(l b) o)

:b(1—a)§(1—b)"(1—a)i

1

T T Ty

_b(1-a)

Ca+b-ab

Aufgabe 2.16. Losung: Weil X messbar ist, folgt offenbar aus E(|XP) < co mit Hilfe der
behaupteten Ungleichung, dass E(|X|") < oo fiir alle r < p gilt. Damit ist also X € L
bereits in L" enthalten, d.h. LP c L".

Die behauptete Ungleichung folgt aber unmittelbar aus der Holderschen Ungleichung fiir

die konjugierten Indizes s,t > 1 mit 1/s+ 1/t = 1:

E(X[") = E(X[ -1) < [E(X]*)] " [EQH]Y < [B(X])]"".

17



R.L. Schilling: Wahrscheinlichkeit

Wir wihlen nun s so, dass rs = p gilt, also s = p/r und die Annahme p > r garantiert, dass

s> 1.

Aufgabe 2.17. Losung: ¢(X) ist messbar. Setze A = {X > a}. Nun folgt:

9(@P(A) = g(a) [ B < [ g(X) B < Jg(X) 1B (A)

und

0< fA 9(X) dP < P(A%)g(a) < g(a).
Offensichtlich gilt

E(g(X) = [ 9(X)aP+ [ g(X)dP

und daher folgen die behaupteten Ungleichungen aus

9(a)P(A) <E(9(X)) <g(2)[=P(A) +g(a).

(Allerdings gilt die erste Ungleichung nur wenn |g(X)|e endlich und positiv ist, und die

zweite nur falls g(a) > 0.)

Aufgabe 2.18. Losung: Wir verwenden die Formel
EX = meP(X > 1) dt.
Weil X >0 ist, gilt diese Formel auf [0, +oc0). Offenbar ist
1-F(z)=1-P(X <x) =P(X > x).

(a) Es gilt

dom. Konv., X e L'

0<z(1-F(x))=2P(X >xz) = E(xlx55) SE(XTx553) —

(b) Essei 1-F(x)=e/(xlogx) auf [e,00). Damit ist F(e) =0 und limyo F(z) =1, F
ist stetig und monoton, und damit eine Verteilungsfunktion. Die zugehorige Dichte
ist

fla)=F/(x) = DT

, T ze
(zlogx)?

und wegen der oben angesprochenen Formel fiir den Erwartungswert haben wir

IEX:[OO(l—F(:E))dajzefw do mz:ete[looﬁzoo.

xlogx t

Andererseits gilt

lim z(1 - F(z)) = lim € fim S =0
z—00 z—oo xlogxr z—o0 logx

18



Losungen. Version vom March 29, 2025

¢) Die angegebene Bedingung impliziert, dass 1 — F(z) = P(X > ) < Cez™ ¢ fiir 2 > 1
(c) geg gung imp

gilt. Daher sehen wir mit Hilfe der oben angegebenen Formel fiir EX

1 )
IEX</ 1dx+C’€/ 27 dx < oo.
0 1

Aufgabe 2.19. Losung: Es sei (z;)is = {z : P{z} > 0} und definiere p; := P{x;}, i € J. Die
x; sind offenbar die Sprungstellen (Unstetigkeitsstellen) der Verteilungsfunktion F(z) =
P(-o0,x].

Die Menge M, = {i € J:P{z;} > 1} ist fiir alle n endlich, sonst ergébe sich aus
1=P[®)> Y Plai}> Y+ = oo
ieM ieM T
ein Widerspruch. Daher ist J = U,, M,, hochstens abzahlbar.
Sei Q' = Yy pidz, und definiere Q :=P - Q'.
(a) VA: Q(A) >0 weil P(4) > Q'(A).
(b) @ ist o-additiv, da P, Q" o-additiv sind — also ist @ ein Mafi.
(©) Q(R) =P(R) - Q'(R) <P(R) = 1.
(d) Es gilt Q{x} =0, denn:
o ¢ (2i)ies = Q{z}=P{z}-Q{2}=0-0=0;
o z=xp€(7)ics = Q{z}=P{z}-Q{z}=pr-pr=0.
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3 Elementare Kombinatorik

Aufgabe 3.1. Losung: Fiir ein Pafiwort wahlen wir zunédchst vier Zeichen ohne Zuriicklegen
mit Beriicksichtigung der Reihenfolge aus den 10 + 26 = 36 Ziffern und Kleinbuchstaben.
Dafiir gibt es 36-35-34-33 Moglichkeiten. Diejenigen Worter, die nur aus Ziffern bestehen
(insg. 10-9-8-7) und solche, die nur aus Kleinbuchstaben bestehen (insg. 26-25-24-23) sind
nicht erlaubt, alle anderen so konstruierten Worter sind Pafiworter. Die Anzahl moglicher

PaBlworter ist also

36-35-34-33-26-25-24-23-10-9-8-7=1049880.

Es gibt
36% = 1679616

Moglichkeiten, ein 4-Zeichen-Wort aus 10 Ziffern und 26 Kleinbuchstaben zu wéhlen (bei
dem auch Zeichen mehrfach auftreten diirfen — beachte: hier geht ein, dass erst einmal
zufallig erzeugt wird, und wir nehmen an, dass wir hier mit Zuriicklegen ziehen. Offen-
sichtlich haben wir hier ein ,,schlecht“ gestelltes Problem, da wir eine Zusatzannahme
machen miissen, die nicht klar aus der Angabe hervorgeht). Deshalb ist die Wahrschein-
lichkeit, zuféllig ein Pawort zu erhalten, gleich

Anzahl der Paflworter 1049880

= =0.625.
Anzahl aller moglichen 4-Zeichen-Worter 1679616

Aufgabe 3.2. Losung: Wir wahlen zunédchst 3 Torwarte aus 23 Spielern, dafiir gibt es (233)
Moglichkeiten. Dies multiplizieren wir mir (260) Moglichkeiten, aus den verbleibenden

Spielern 6 Stiirmer zu wahlen, usw. Insgesamt ergeben sich somit

(IE)E)G)G) - s = (or.4

Moglichkeiten, die Spieler einzuteilen.

Aufgabe 3.3. Losung: Wir denken uns die Buchstaben auf nummerierte Kértchen geschrieben:
Ay, Az, A3, Br, Ba, C1,Ca, Dy

Diese Kartchen sind nun alle unterscheibar und es gibt 8! Moglichkeiten, sie anzuordnen.

Nun wollen wir von den Indizes wieder abstrahieren. Dazu betrachten wir das folgende

21



R.L. Schilling: Wahrscheinlichkeit

vereinfachte Beispiel: Aj, As, By, Bo. Von den in diesem Fall méglichen 24 Anordnungen

liefern zum Beispiel die folgenden Mé&glichkeiten
(A1, B1, By, Az) = (A1, B2, B1, Az) = (A2, By, B2, A1) = (A2, B2, By, A1)

das selbe Wort. Es miissen also die moglichen Vertauschungen beim Buchstaben A mit
den méglichen Vertauschungen beim Buchstaben B kombiniert werden. Ubertragen auf
unsere eigentliche Aufgabenstellung ergibt das 6 Moglichkeiten bei A, 2 bei B und C.
Diese miissen noch herausdividiert werden es ergibt sich:

8!

———— =1680.
31212111

Aufgabe 3.4. Losung:

(a) Wir gehen wie iiblich vor: Es gibt 8! Moglichkeiten, die Personen anzuordnen, davon

ist nur eine giinstig. Also ist die Wahrscheinlichkeit: 1/8!.

(b) Dieses Problem ist wesentlich komplexer. Definiere A; = ,,j-te Person sitzt richtig*,

7 =1,..,8. Damit gilt:
Aju---uAg mindestens eine Person sitzt richtig

oder (AjuU---uU Ag)® = ,,alle sitzen falsch*.

1—]P’(A1u---uA8)=1+28:(—1)k > P(Aj, n---n4j,)
k=1

jl:"7jk€{17"’8}
8 1 2119
=1+ Y (-1)F= = ~ 0.3679
,;( ) k! 5760

Beachte::

e Um P(Aj, n---nAj,) zu berechnen, machen wir auch hier wieder einen Laplace
Ansatz: k Personen sind gesetzt, fiir die iibrigen gibt es (8 — k)! Moglichkeiten,
also ist die Wahrscheinlichkeit (8 - k)!/8!.

e Durch die Einschluss—Ausschluss—Formel muss man mnicht mehr sicherstellen,

dass die tibrigen 8 — k Personen falsch sitzen.
e Die Summe }; i cf,.g) hat (2) Summanden.

Aufgabe 3.5. Losung: Fiir r < ¢ gibt es keine Moglichkeit. Daher nehmen wir r > ¢t an. Um

22

sicherzustellen, dass kein Topf leer bleibt, legen wir zuerst in jeden Topf ein Reiskorn.

Dann sind noch 7 := r — ¢ Reiskorner iibrig. Nach dem Késtchenmodell bzw. analog gibt

(7 )-(50)-(0)

Moglichkeiten, diese 7 Reiskorner auf ¢t Topfe zu verteilen.

€S nun
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Aufgabe 3.6. Losung:

(i) Eshandelt sich hier um das Problem Késtchenmodell, ununterscheidbar und Mehrfach-

belegung mit n = 3 und k = 10. Damit

1 -
(0+3 1)=(12)=66.
10 10

(ii) Wir setzen in jeden Kéfig eine Maus. Die verbleibenden 10-3 = 7 Tiere verteilen wir

37

(ii) Wir setzen in jeden Kéfig zwei Méuse. Die verbleibenden 10 — 6 = 4 Tiere verteilen

(1))

wie in Teil (i):

wir wie in Teil (i):

Aufgabe 3.7. Losung: Gewinnzahlen mit lauter gleichen Ziffern werden am seltensten gezogen,
z.B. hat die Zahl 7.777.777 die Wahrscheinlichkeit

7T 6 5 4 3 2 1

P=70769 68 67 66 65 64°

Nummern mit lauter verschiedenen Ziffern werden am h&ufigsten gezogen, z.B. hat die
Nummer 1.234.567 die Wahrscheinlichkeit

70 69 68 67 66 65 64
Somit ist p/P = 7!/77 = 5040/823543 ~ 0.00612.

Aufgabe 3.8. Losung: Fall (i): Wenn wir einen Wiirfel 4 mal werfen, gibt es 6 verschiedene
Ausgéinge. Statt ,,mindestens eine 6“ betrachten wir ,.keine 6%, und das kommt 5% mal

vor. Damit ist die Wahrscheinlichkeit
54 4
1= g =1-(5/6)" » 51.77%
Fall (ii): Wir werfen nun 2 Wiirfel 24 mal. Daher gibt es (6-6)2* verschiedene Ausgiinge.

Statt ,,mindestens eine (6,6)“ betrachten wir ,nie eine (6,6)“, was 35%% mal vorkommt.

Damit ist die Wahrscheinlichkeit

3524
l-oei=1- (35/36)%* ~ 49.14%.

Aufgabe 3.9. Losung:
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R.L. Schilling: Wahrscheinlichkeit

(a)

Die Flaggen denken wir uns in einer festen Reihenfolge neben uns gestapelt. Nun
héngen wir die erste Flagge an einen beliebigen Mast j. Dafiir haben wir n Moglich-
keiten. Fiir die zweite Flagge haben wir n + 1 Moglichkeiten, namlich einen der n -1
noch leeren Masten oder iiber der ersten Flagge oder unter der ersten Flagge. Und

so geht es weiter.

Unabhéangig davon, wo ich die m-te Flagge hinhdnge, habe ich fiir die m + 1-te eine
Moglichkeit mehr als ich fiir die m-te hatte. Es ist hierbei wichtig, sich klar zu
machen, dass es wirklich egal ist, wo die vorherigen Flaggen hangen. Also ergibt sich
als Losung:

n-(n+1l)-...-[n+(r-1)]

Wir verteilen im Késtchenmodell identische (ununterscheidbare) Elemente mit Mehr-

fachbesetzung bzw. ziehen im Urnenmodell ,,mit Zuriicklegen ohne Reihenfolge“. Es

")

In einem solchen Fall benotigt man keine lange Erklarung. Man gibt einfach nur die

gilt

Ubertragung an: Fahnenmasten = Kistchen, Flaggen = Kugeln.

Wir verteilen zunédchst r weile Flaggen wie in Teil (b). AnschlieBend farben wir b

der Flaggen blau ein. Damit ergibt sich die Formel:

("))

Eine interessante Alternativlosung hierzu ist die folgende: Man verteilt erst die
weilen Flaggen (wie in Aufgabenteil (b)) und dann die blauen Flaggen (wieder wie in
(b) nur mit mehr Moglichkeiten, ndmlich zwischen/iiber/unter die weilen Flaggen)

Beide Ansétze liefern dasselbe Ergebnis.

Aufgabe 3.10. L6sung:

24

(a)

(b)

Mit dem Argument von Aufgabe 3.2 sehen wir, dass es

( n )_ n!
ki, ko, ... ky)  kql-kole. .. k!

Moglichkeiten gibt. Alternativ kénnten wir so argumentieren: Wahle aus n Ele-

menten k; aus, dann aus n — k1 Elementen ko usw. Das geht auf
(n) (n—kl) (n—kl—kg) (n—kl—---—kzr_i)
k1 ko ks o ky
Moglichkeiten. Das ergibt dasselbe Resultat (natiirlich!).

Es stehen n Késtchen geordnet nebeneinander. Und wir verteilen auf diese » Kugeln.

Die Anzahl der Kugeln im Késtchen i steht dabei fiir einen Eintrag r; im Vektor
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(r1,72,...,mn) und die Summe der Eintrdge in diesem Vektor ist gerade r. Damit

1)
(£)(£) (£

ergibt sich:

—
INNgE:
B
N —

3
Il

n
= Z Ly Tig*Liy,
B1,eytn=1
= E Ly Ljg * e v v Tgy,
0<k1,....km<n 1<i1,...,in<n

k1+-+km=n (ily---vin)EAkl ,,,,, km

= Z Z a:'flx?'...-ka
0<k1,....km<n 1<i1,..yin<n

k1++km=n (ilv“'vi’n)EAkl AAAAA K
= n k1, .ko km
- (k k ):1:1 To™ - Tm'
0<k1,..,km<n 1y--+yvm

k1+-+km=n

wobei
Ak17~~-,km = {(Zl,,ln) 1<y, 0 Sm,|{j1ij =l}| =kl = 1,...,777,}.
Die letzte Gleichheit folgt wegen

fur alle OSkl,...,k‘mSn,Zkl:n.

n
Aky ko =( )
Aot ki,... km i

Aufgabe 3.11. Lésung: Wir bezeichen das Koordinatensystem mit (x,y,z). Offensichtlich
muf} der Kafer n =4 + k + 1 Schritte machen, wobei er ¢ in z-Richtung, k£ in y-Richtung
und [ in z-Richtung machen muf} (andere Richtungen verbieten sich wegen der Forderung
,,entlang des Gitters auf dem kiirzesten Weg*). Es stellt sich nur die Frage, wann der

Kafer in welche Richtung geht. Wir konnen die verschiedenen Wahlen mit der Formel

(i+k:+l): (i+k+1)!

i, k,l il k-1
ausrechnen.
L] ]
Aufgabe 3.12. Lésung:
° (72‘) — weil sich immer 2 Geraden schneiden miissen;
° (g) — weil je drei Geraden ein Dreieck bestimmen.
] ]
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R.L. Schilling: Wahrscheinlichkeit

Aufgabe 3.13. Losung: Beachte den Tippfehler in der Aufgabenstellung (0,n) - (n,0) und

(k,0) - (0,k).
Um in einem Rechteck von (0, 0) nach (a,b) ohne Umwege zu gelangen, bendtigt man a+b
Schritte, davon a nach rechts und b nach oben. Die Zahl der Wege ist bestimmt durch die
Zahl der Moglichkeiten, an einem Gitterpunkt nach oben bzw. nach rechts zu gehen, also
gibt es

(a;— b) Wege von (0,0) - (a,b).

Wir setzen B; := {alle Wege (0,0) - A4; = (i,k —1) > (n,k)} und bemerken, dass mit der

eben hergeleiteten Formel gilt

= () () O )G o

Da wir auf dem Weg von (0,0) — (n, k) stets einen der Punkte A;, i =0,...,k passieren
miissen (vgl. Skizze), und da die Gesamtzahl der Wege (n;;k) ist, gilt die in der Aufgaben-

stellung angegebene Formel.

(w;fe)
]

i; ( v, (’_;v)

Aufgabe 3.14. Losung: Diese Aufgabe ist dquivalent zur vorangehenden Aufgabe 3.13: (";k )

Aufgabe 3.15. Losung: Wir schreiben A fiir das Ereignis, dass mindestens zwei gezogene

26

Zahlen nebeneinander liegen. Wir berechnen P(A€), d.h. die (Gegen-)Wahrscheinlichkeit,
dass keine der Zahlen benachbart sind. Wir ordnen die Lottokugeln in einer Reihe von
1,2,3 bis 49 an, wobei die 6 gezogenen Kugeln schwarz eingefarbt sind, die 43 nicht gezoge-
nen weifl eingefarbt sind. Weil die 6 schwarzen Kugeln nicht nebeneinander liegen diirfen,
gibt es 44 mogliche Positionen (klar: es miissen mindestens 5 weifle Kugeln zwischen den
schwarzen liegen!) und wir kénnen auf (464) Arten die 6 Positionen besetzen. Da wir 6 aus
49 auf (469) Arten ziehen konnen, erhalten wir

(44) (44)

P(A%) = 55 = P(A°) =1- 55 ~0.4952.
(%) (%)
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Aufgabe 3.16. Losung: Wir zeigen die Behauptung mit Induktion nach n.

Induktionsanfang: n =2 und k =1 (k > 1 ist sinnlos). Wir haben wegen der starken
Additivitat von (W-)Maflen und der sub-Additivitét

«

sogar ,,=
]P)(Al) + IP(AQ) —P(Al N AQ) < ]P)(Al U AQ) < P(Al) + P(AQ) .
—_—

=51 =So =5

Induktionsannahme (IA): Die Bonferroni-Ungleichungen gelten fiir beliebige Vereinigun-

gen von n Mengen.

Induktionsschritt n - n+1: Wir betrachten die Mengen Ay, A, ..., A, und A, ;1 und wir
schreiben fir k=1,2,...

SkZ Z P(AilﬁAiQH"-ﬂAik)
1<i1<ig< <1 <N

Tk = Z P(A” ﬂAZ‘Q ﬂ"-ﬂAik ﬂAn+1)
1<i1<ig9< <1 <N

Ukz Z P(AilﬂAiQF‘l---ﬂAikﬁAn+1).

1<i1<ig<~<ip<n+1

(das sind die Summanden in den Bonferroni-Ungleichungen fiir die Mengen Aj,..., A,
bzw. A1 N Api1,..., An N A1 bzw. Aq,..., Ay, Apy1. Man macht sich leicht klar, dass
folgende Beziehung gilt:

Ug=Sp+Tr1, k=2,3,4,...

Wir verwenden nun die starke Additivitat von W-Maflen und die Induktionsannahme:

p(Ua)-p(Oavan)

i=1
=P (U A,) +P(An+1) - P(U(Az n An+1))
i=1 =1
1A n
< Sl - SQ + Sg — et SQk—l +P(An+1) -P U(Az ﬂAn+1)
i=1

1A
<81 -82+83 =+ 8o 1 +P(Api1) —(Th —To+ T3 — -+ Toi2)
= (S1+P(Ans1)) = (So+T1) + (S3+T2) =+ + (Sop-1 + Tor—2)
=U; - Us +"'+U2k71-

Die untere Abschatzung zeigt man analog.

Aufgabe 3.17. Losung:
(a) Nach Definition gilt

B'nB =NAnNANOA4NNA =NANNANN AN A4 =2
iel k¢l JedJ l¢J iel l¢J k¢l JedJ
N——— ————
=@ da I+J
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(b) Nach Definition gilt

weBy « 3J,|J|=m: weB’
— 3J,|J|=m:wedjie] und we¢Ajjé¢d

<= w genau in m der Mengen Ay,..., A,

(c) Das ist gerade die Einschluss-Ausschluss Formel in der Form (3.9) mit B = A.

(d) Essei Jc{l,...,n}, |J|=mund J¢={i; <ig <+ <ip_p}. Wir wenden Teil ¢) auf

folgende Mengen an:

A=Ay wd By= [ A5
k=1
Wir sehen dann

IP(BJ) :]P)(AJ)— Z P(Azk ﬂAJ)+ Z ]P)(Ajl ﬂAj2 ﬂAJ)+
k=1

1<j1<jesn-m
+o+ (-D)"P(A;, N AN Ay, NAS)

ZP(AJ)— Z P(AK)-F Z P(AK)+--~+(—1)n_mP(AN)
KoJ KoJ
|K|=m+1 |K|=m+2

Indem wir diese Gleichheit iiber |J| = m summieren, erhalten wir

P(Ba)= Y. P(B”)

|J|=m

Y PUN- Y Y P+ Y Y B(Ax) 4+ ((1)" Y P(Ay)
\J=m lJem  KoJ \Jem  KoJ =

|K|=m+1 |K|=m+2
Y PAN- Y Y PUA) Y Y B(Ag) s (() Y B(Ay)
\Jj=m Kizme Jel Kizms2 Je \Jj=m
- Y PU)- Y (mrzl)IP’(AKM > (m7;2)IP’(AK)+---+(—1)”m(;)P(AN)
|J|=m |K|=m+1 |K|=m+2

= Sm - (m K 1)Sm+1 + (m " 2)Sm+1 -+t (_1)nim(n)5n
m m m

Aufgabe 3.18. Losung: Wir bezeichnen die Personen mit 1,2,...,n und wir denken uns die
Miéntel entsprechend durchnummeriert. Wie oben setzen wir N = {1,2,...,n}. Als W-
Raum wihlen wir Q = {w : N - N | w ist eine Bijektion}, &/ = Z(Q) und P ist die
Gleichverteilung auf Q: P{w} =1/nl.

Wir setzen A; := {w € Q | w(i) =i}, d.h. Person ¢ erhélt ihren eigenen Mantel zuriick.
Offensichtlich gilt |4;] = (n —1)!, da wir einen Platz festhalten und die anderen (n —1)

Platze beliebig besetzen kénnen. Wir interessieren uns fiir das Gegenereignis

BO = mAf

i=1
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d.h. niemand erhélt seinen eigenen Mantel zuriick. Wir wollen die Einschluss-Ausschluss

Formel aus Aufgabe 3.17(c) mit A = Q verwenden. Zunéchst bemerken wir, dass

|4l (n-1)!
P(4;)=——=~—-—=
_Ain4l (m-2)t
P(A;nAj) = D Y
A;nA;nA -3)!
IP’(AZ-mAijk)=| ﬂ|QJ’ﬁ k|=(n '3), 1,7,k unterschiedlich
n!

usw. Daher gibt die Einschluss-Ausschluss Formel

1 1 1 L1
B(Bo) =5t =+t (D

(also: limy,—c P(By) = 1/e ~ 0.3679).

Wir wollen noch die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B,, berechnen, dass genau m

Personen den eigenen Mantel erhalten. Mit der Notation aus der vorigen Aufgabe finden

wir .
P(A) = M fiir alle J ¢ N mit |J|=j
n:
also
S; = (T_‘)_(”‘j)! 1
J n! J!

und die verallgemeinerte Einschluss-Ausschluss Formel aus Aufgabe 3.17(d) ergibt

IP’(Bm):%(%—%+%—+---+(—1)"‘mm).

Die erwartete Anzahl von Personen, die ihren eigenen Mantel erhalten ist damit

S OO 11 1 I |

m=0 m=1 (n—m)!
Diese Doppelsumme ist unangenehm auszurechnen, es gibt aber ein einfaches Argument
zur Berechnung der erwartete Anzahl von Personen, die ihren eigenen Mantel erhalten.
Dazu formulieren wir das Problem zunéchst um: Wir denken uns zwei Kartenspiele, deren
Karten mit 1,2,...n bezeichnet seien. Wir mischen die Kartenspiele und decken simultan
die obersten 2 Karten auf. Wenn diese dieselben Nummern tragen, dann entspricht das

einer Person, die ihren eigenen Mantel erhalt.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dieselbe Zahl obenauf liegt ist offensichtlich 1/n. Das
trifft aber auch auf die 2., 3., usw. Position zu, d.h. der Erwartungswert einer Uberein-

stimmung ist n x + = 1.
n
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4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Aufgabe 4.1. Losung: Es gilt

P(AnBnC)P(CnB) PAnBnC(C)
P(A| B P B) = =
AIBAOBCIB) = =550y BB P(B)
Eine analoge Rechnung gilt, wenn wir C durch C° austauschen. Somit

P(A|BHC)P(C|B)+IP’(A|BmCC)[p(Cc|B):]P’(AOBOC)

P(AnBnC)
P(B) P(B)
P(AnBnC)+P(AnBnC®)
) P(B)
P(AnB
_P(4nB) P(A| B).
P(B)
(] ]
Aufgabe 4.2. Losung: Fiir die Gegenbeispiele nehmen wir einen fairen Wiirfel: Q = {1,2,...,6},
P{:} =1/6.
(i) Ist falsch. Sieht man mit A ={6}, B ={4,5,6}. Dann gilt ndmlich
]}»(A|B)=L6}=ﬁ=l’ ]}»(AC|BC)=M=1'
P{4,5,6} 1/2 3 P{1,2,3}
(i) Ist falsch. Sieht man mit A ={6}, B ={4,5,6}. Dann gilt ndmlich
P 1 1 P
pA|B) =20 V61 gy B@)
P{4,5,6} 1/2 3 P{1,2,3}
(iii) Ist wahr. Das folgt aus
P(AnB)+P(A°nB) P(B
P(A| B) +P(A°| B) = DANB) +P(A"0 B) _P(B)
P(B) P(B)
(] ]

Aufgabe 4.3. Losung: Wir haben

P(A|C)>P(B|C) —> P(Ef(g)c) X P(If(g)c) . P(ANC) > B(BC).

Entsprechend haben wir

P(A|C%) >P(B|CY) —> P(ANCS) > P(BnCO),

und indem wir die resultierenden Ungleichungen addieren, erhalten wir P(A) > P(B).
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R.L. Schilling: Wahrscheinlichkeit

Aufgabe 4.4. Losung:

32

(a)

Die Wahrscheinlichkeit, eine rote Kugel zu ziehen ist 6/16. In der Urne sind jetzt
noch 15 Kugeln, davon sind 5 rot und 10 blau, d.h. die Wahrscheinlichkeit nun eine

blaue Kugel zu ziehen ist 10/15. Insgesamt haben wir

6 10 1
— X — = —,
16 15 4

Die Wahrscheinlichkeit ist dieselbe wie in Fall a): i. Der Grund ist intuitiv klar:

Um das Ergebnis ,, R-*-*-*-B“ zu berechnen, haben wir es mit Produkten der Form

6 * * * *

— X — X — X — X —

16 15 14 13 12
zu tun, und wir konnen die Zahler austauschen! Betrachten wir die méglichen Félle,
in denen ,,B“ an fiinfter Stelle steht. Wir kénnen dann, ohne die Wahrscheinlichkeiten
zu andern, folgendermaflen umordnen, damit an der zweiten Stelle stets ,,B“ erscheint

(beachte: die Zahler &ndern sich nicht).

umordnen

RRRRB ——— RB|RRR

umordnen

RRRBB 22", RBIBRR

umordnen

RRBRB 22", RBIRBR

umordnen

RRBBB """, RB|IBBR

RBRRB —2™ . RBIRRB

umordnen

RBRBB —™ , RBIRBB

umordnen

RBBRB —2™ , RB|BRB

umordnen

RBBBB —2™ . RB|BBB

umordnen

Es fallt auf, dass ab dem ,,|“ eine vollstiandige Partitionierung des W-Raums statt-
findet (8 Félle), d.h. die hinteren drei Ausfélle nach dem ,,|* beeinflussen die Wahr-

scheinlichkeit nicht. Damit:

P(RB) =P(R * * * B).

Die Wahrscheinlichkeit drei rote Kugeln nacheinander zu ziehen ist
6 5 4
16 15 14
und die Wahrscheinlichkeit drei blaue Kugeln nacheinander zu ziehen ist
10 9 8
— X — X —.
16 15 14
Diese Wahrscheinlichkeiten miissen wir addieren. Das ergibt

6 5 4 10 9 8 840 1

— X—=X—+—X-—X—= =-—.
16 15 14 16 15 14 3360 4
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Aufgabe 4.5. Losung: Wir fithren folgende Notation ein:

O = {0 wurde empfangen},
I = {1 wurde empfangen},

Go = {0 wurde gesendet},

G1 = {1 wurde gesendet }.

Wir wissen

RGD -5 wmd B(Go)+P(G) <1 — P(Gh) - 5. B(G1) -

Weiterhin wissen wir (die eingerahmten Grofien sind aus der Angabe entnommen, die

iibrigen Groen ergeben sich aus der Tatsache, dass P(O | G;) + P(I | G;) =1 gilt):

3 1
P(O’Go):g IED(O|G1)=

2 2
P(I|Go)=|= P(I|Gy)==.
5 3
Mit Hilfe der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit errechnen wir nun P(O) und
P(I):
5 3 3 1 1
]P)(O) = P(Go)]P)(O | Go) +P(G1)]P)(O | Gl) ==—X—-+=X—==—
8 5 8 3 2
5 2 3 2 1
P(I)=P P(I P P(I =X -+ —-X—=—.
(1) =P(Go)P(I | Go) + P(GUP(T| G1) = 2 x 2+ 5 x = = >

Mithin kénnen wir die gesuchten Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Bayesschen Formel

ausrechnen:

_P(Gy)P(O|Go) _ %3 _3, PGP | Gy) _

P(Go | O) 50) i = _
2

X
P(I) I

Aufgabe 4.6. Losung: Vorbemerkung: Die Aufgabe ist nur sinnvoll, wenn man davon ausgeht,
dass die Polizei ,,zufallig” Temposiinder anhalt und wenn das Fahrverhalten nicht von der
Autofarbe abhangt. Tatsachlich hat ein Rechtsanwalt einen Streckenabschnitt knapp tiber
der Geschwindigkeitsgrenze befahren und folgendes festgestellt: (i) Er wurde von 2062 Autos
iiberholt, (ii) er hat selbst 34 Autos iiberholt, d.h. die Polizei hatte fast jeden Fahrer we-
gen Tempoiiberschreitung stoppen konnen, (iii) der Anteil schwarzer Wagen unter den 2062

Fahrzeugen entsprach mit ca. 15% dem Anteil an der Gesamtpopulation.
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Wir bezeichnen ,,angehalten“ mit A und ,,schwarz“ mit S. Dann ergeben sich aus dem

Text die folgenden beobachteten relativen Haufigkeiten (die wir als Wahrscheinlichkeiten

interpretieren):
12 14
P(S|A)= —; ~0.4618, P(S°|A)=1-P(S|A) = —i ~ 0.5382,
P(S) =0.15, P(S°)=1-P(S)=0.85

Fiir die im Text nicht angegebene Wahrscheinlichkeit P(A) schreiben wir p. Dann gilt:

a1 )= EDEELD
bzw. .
P(A|S9) = P(A4) P(57] A) p-0.633

P(S¢)
Also ist die Wahrscheinlichkeit — unabhéngig von p — deutlich gréfler kontrolliert zu wer-
den, wenn man ein schwarzes Auto fahrt. Die erste Formel liefert dariiberhinaus eine

obere Schranke fiir p.

Aufgabe 4.7. Losung: Wir schreiben S = spricht spanisch, M = Mathematiker/in, A =
Anglist/in und f/m fiir weiblich/mé&nnlich.

(a) Im Text sind folgende (bedingte) Wahrscheinlichkeiten enthalten:

2
P(S|Mmf)-1050—015 P(S | M nm) - 00_020
1
P(S|Anf) - 00_025 P(S|Amm)—3—030
100 O
P(f|M) = = P(m|M) = =
(fIM) = 200 =0.50, (m|M) = 200 =0.50,
10
P(f|A) = = P(m|A) = =0.0244,
(flA) = 410 = 0.9756, (ml4) = 15=00
Und in der gemischten Population Au M gilt:
P(A) = @ - 0.6721, P(M) - % - 0.3279,
500 110
P = =0.8197, P = = 0.1803.
()= 510 (m) =510
(b) Es gilt
IP’(S|f):P(Smf) _ P(SNnfnA)+P(SnfnM) 093
P(f) P(f)
P(S | m) = P(Snm) _ P(SnmnA)+P(SnmnM) _ 0.9000
P(m) P(m)

(c¢) Im vorliegenden Fall ist es einfacher, direkt die gemischte Population zu betrachten:

Von 110 Méannern sprechen 23 Spanisch. Also anteilig: 0.2090.

Von 500 Frauen sprechen 115 Spanisch. Das liefert: 0.23
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(d) Betrachtet man die einzelnen Fachbereiche, so gilt Folgendes: Wé&hlt man zufillig
einen der Méanner aus, so ist die Wahrscheinlichkeit grofler, dass er Spanisch spricht
als eine zufillig ausgewéahlte Frau. Mischt man allerdings die Populationen, so kehrt

sich diese Beziehung gerade um.

Aufgabe 4.8. Losung: Wir schreiben B = FErkrankung ist bakteriell verursacht und V =

Erkrankung ist viral verursacht. ,,Befund“ steht fiir den Befund.

(a) Aus dem Text lassen sich folgende Wahrscheinlichkeiten entnehmen:

P(Befund | B) = . —. 3. T T _ 3087
10 10 10 10 10 100000’

1 9 9 1 1 81
P(Befund | V) = — - — - — . — . — - .
10 10 10 10 10 100000

Weiterhin gilt (nach Meinung des Arztes!) P(B) : P(V) =4:1, dh. P(B) = % und

P(V) = % Setzen wir diese Werte in die Formel von Bayes ein, so erhalten wir:

P(Befund | B) - %

P(B | Befund) =
(B | Befund) ]}D(Befund|B)§+P(Beﬁmd’v)%

=0.9935

Bei einem so deutlichen Ergebnis wird der Arzt wohl dazu raten, dass Mittel zur

anti-bakteriellen Behandlung einzusetzen.

(b) Wir tauschen in der letzten Berechnung die Werte 1/5 und 4/5. Als Ergebnis erhalten
wir 0.9050, also ein deutlich weniger signifikantes Ergbnis als in Aufgabenteil a). Es
ist bemerkenswert, wie die Voreinschatzung des Arztes in diesem Fall die gesuchte

‘Wahrscheinlichkeit beeinflusst.

Aufgabe 4.9. Losung: Wir unterscheiden die beiden Kinder in ihrer Geburtsreihenfolge und
schreiben JJ, JM, MJ und MM wobei J=Junge, M=Madchen bedeutet und an er-
ster Stelle das altere Kind steht. Mit M’  J" bezeichnen wir unsere Beobachtung eines

Madchens bzw. Jungens.
(a) Ergibt sich als Spezialfall von b) mit p = 1/2. Die Losung ist in diesem Fall 1/2.

(b) Man betrachte den folgenden Baum:
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JJ JM rJ HM
\ ‘T/\F q
Yy 3 w3

Es ergibt sich die folgende Losung:

P
/ }1,

P(MM | M)

. P(MM)-P(M' | MM)

" P(MM) -P(M' | MM) + P(MJ)-P(M'| MJ) +P(JM)-P(M' | JM)
1

12

Man beachte dabei insbesondere die Sonderfille p = 0 und p = 1 (entspricht dem
Ziegenproblem!). Wenn man eine solche Formel ausgerechnet hat, ist es oft sinnvoll

zur eigenen Kontrolle Randpunkte oder Spezialfélle zu betrachten.

Aufgabe 4.10. Losung: Es handelt sich hier um eine unvollstindig gestellte Aufgabe, da wir
nicht wissen, wie die in (a) und (b) dargestellten Zusatzinformationen erworben wur-
den (fir (a) wird das durch die vorangehende Aufgabe hiibsch illustriert). Die Stan-
dard,,l6sung“ geht so:

Wir unterscheiden die beiden Kinder in ihrer Geburtsreihenfolge und schreiben JJ, JM,
M J und M M wobei J=Junge, M =Madchen bedeutet und an erster Stelle das altere Kind
steht. Damit ist unser W-Raum gegeben durch {JJ, JM, M J, MM} und das W-Ma$ ist
die Gleichverteilung P(JJ) =P(JM)=P(MJ)=P(MM) = 411'
(a) Diein (a) enthaltene Zusatzinformation reduziert unseren W-Raum auf {J.J, JM, M J}
und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 1/3.

(b) Die in (b) enthaltene Zusatzinformation reduziert unseren W-Raum auf {J.J, JM}
und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 1/2.

Aufgabe 4.11. Lésung: Wir schreiben fiir n=0,1,2,...

D,, = Prof. S. hat n Doktorschiiler
Wy, = Prof. S. hat n weibliche Doktorschiiler (Doktorandinnen)
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M, = Prof. S. hat n ménnliche Doktorschiiler (Doktoranden)

Nach Voraussetzung gilt P(D,,) = p,.

(a) Wir suchen P(Dy | W2). Mit Hilfe der Bayesschen Formel sehen wir

P(D2)P(W3 | D)
P(WW2)

und die Annahme ,,Anteil von Frauen und Mé&nnern unter allen Doktoranden ist

P(Dq | W) =

gleich“ zeigt
B2 | D) = ()2
(Binomialverteilung, jede Promotion ist ein Zufallsexperiment...). Damit kdnnen wir

mit der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit P(W5) ausrechnen

B(Wa) = 3 B(D,)P(Wa | D,)
n=0

:IP’(DO)-0+P(D1)-O+;pn(g)2_”
=2(1- 2p)2( )2‘2”

(1 Qp)z (n—1)272n+

9y S (- 142
16(1 2p)z:: n—1)4

Um diese Reihe auszurechnen, verwenden wir den iiblichen Differentiationstrick

> 2 & d2 1 2
Da" 2= .
nzzzn(n )z dx? Z dr2l-z (1 —x)3
Mithin
P(Ws) = —(1 2p) Zn(n 1)4~("2) = —8(12_72p)

und wir erhalten schlielich

P(Dy)(3)27%  (1-2p)27'22 27 121
8(1-2p) - 8(1-2p) 64 :
27 27

P(Dq | W) =

(b) Wir suchen nun P(Ms | Wa). Mit der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit

erhalten wir

P(MynWy) = 3 P(D,)P(Myn Wy | D) B(Dy)P(Myn Wy | Dy)
n=0

_ (1 _ 2p)2—3(;1)2—4 _ 3(16_4217)

(in (*) sind alle bedingten Wahrscheinlichkeiten sind fiir n # 4 gleich Null!). Das
zeigt schliefflich

P(Myn W) 22220 g

P(Mz | W) = P(W;) 502 " 512

~ 0.1582
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Aufgabe 4.12. Losung: Wir schreiben KK bzw. KW fiir die Miinze mit ,,Kopf/Kopf“ bzw.
fir eine faire Miinze, mit xk bezeichnen wir das Ereignis, dass wir beim k-fachen werfen
nur ,,Kopf“ beobachten. Es gilt

1 -1
P(KK)=~, P(KW)=_""~
n n

sowie

P(k| KK)=1, P(k|KW)=27"

Mit der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir daher

1 -1
P(k) =~ + ok
n n
und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
P(KK&k) P(k| KK)P(KK) 1 ok
P(KK = = = 1 = .
( %) P(k) P(k) %+"T‘12—k 2k +n -1

Aufgabe 4.13. Losung: Offensichtlich mufl n gerade sein, sonst ist die Wahrscheinlichkeit stets
Null. Wir betrachten zundchst das Ereignis, in den ersten k = n/2 Ziehungen stets rot/rot

zu ziehen, und dann weifl/weif. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist offenbar
, n(n-1) (n-2)(n-23) 2:1 n(n-1) (n-2)(n-3) 2-1

(%) Gy ) 6) [6)

)G
wobei im Zahler jeden Bruchs die Zahl der Moglichkeiten steht, aus den (verbliebe-
nen) Kugeln zwei gleichfarbige zu ziehen, und im Nenner steht jeweils die Zahl der
Moglichkeiten, grundsatzlich 2 Kugeln zu ziehen. Wir haben
, nl-nl.27
P =" an)!

und da wir in der urspriinglichen Definition von p’ das Produkt in Zahler permutieren
konnen, sind alle Abfolgen von Paaren gleichfarbiger Kugeln gleich wahrscheinlich (vgl.
die Uberlegung mit der von Beispiel 2.7.c)!), und da gibt es (n%) Falle. Somit ist die
gesuchte Wahrscheinlichkeit

n! n!-n!-2" (n!)3.2n

p:(n/Q)p:(n/Q)!-.(n/Q)! Gl (nf2)- (nj2)!- ()

Eigentlich sollte in der Aufgabenstellung: ,,in jedem Zug zwei verschiedenfarbige Kugeln“
stehen. Das hat dann folgende Losung: Wir schreiben V; fiir das Ereignis, dass bei der
iten Ziehung zwei verschiedenfarbige Kugeln (eine rot, eine weif}) gezogen werden. Es gilt

n2

(%)

P(V1) =

38



Losungen. Version vom March 29, 2025

da wir auf n? Arten eine weiBe und eine rote Kugel ziehen kénnen und da wir auf insgesamt

(22” ) Arten 2 Kugeln ziehen kénnen. Entsprechend sieht man, dass

2
n-—i

P(Viy | VinVan---nV;) = EQ(n—iz)'
2

Die Multiplikationsformel lehrt daher

n-1 2"(71')2
]P)(‘/lﬂVQOﬂVn):P(‘/I)HP(‘/}Fl"/&mn‘/z): (2”')2 :
i=1 '

Aufgabe 4.14. Losung: Wir bezeichen die drei Karten, entsprechend ihrer Seiten mit S.S, SW
und WW und mit S” bzw. W’ bezeichnen wir das von uns beobachtete Ereignis, dass die

obenliegende Seite schwarz bzw. weif} ist. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

. P(SW&S') P(S'| SW)P(SW
s ) FSIAS) _ES 1SS

vgl. hierzu das nachfolgende Baumdiagramm:

Aufgabe 4.15. Losung: Wir schreiben S fiir das Ereignis, dass eine schwarze Kugel gezogen

wird, und wir schreiben U; fiir das Ereignis, dass Urne ¢ ausgewahlt wird.

Hier ist die optimale Strategie: wir legen eine schwarze Kugel in eine Urne 1, alle anderen
s+w —1 Kugeln in die zweite Urne. Das ergibt dann

s—1 1 s-1 s+(w+s-2)
P(S)=1-P(U;) + ——P(U: =—(1+ ): =p.
(5) (1) w+s—1 () 2 w+s—1 2(w+s-1) P
Wir zeigen nun, dass diese Strategie optimal ist. Wir legen k < (w + s)/2 Kugeln in Urne
1; davon seien r schwarz und k —r weifl. Die restlichen Kugeln legen wir in Urne 2, die

dann s —r schwarze und w + r — k weile Kugeln enthélt. Somit erhalten wir

]P’(S):l(£+ s=r ):k:s+7“(w+s—2k)
2\k w+s-k 2k(w + s - k)
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Fiir festes k ist dieser Ausdruck maximal, wenn r moglichst grofl wird: weil r < & und
r < s gilt ist, ergibt die Wahl r = s (wenn es denn erlaubt ist) die Wahrscheinlichkeit
P(S) < % < p. Wenn wir r = k wahlen, dann wird der Ausdruck fiir

w+2s -2k

P - Zres e
(5) 2w+ 2s - 2k

maximal, wenn k moglichst klein ist, d.h. k =1 = r ist tatséchlich die optimale Strategie.

Aufgabe 4.16.

Losung: Wir folgen der Anleitung und schreiben m = k1, n = k» und py, ,, fir die Wahrschein-
lichkeit, dass Kandidat 1 tiber die gesamte Auszdhlung hinweg fiihrt.

Fall 1: m >0 und n = 0. Dann ist p,, 0 = 1, da Kandidat 2 gar keine Stimmen hat. Offen-
sichtlich gilt hier py,, = (m —n)/(m+n).

Fall 2: m =n > 0. Dann ist py, m = pn,n = 0, da Kandidat 1 nicht gewinnt. Offensichtlich gilt
hier py.n = (m—-n)/(m+n).

Fall 3: Wir nehmen an, dass die Formel fiir py,—1, und pm,n-1 gilt. Wenn wir in der
Auszédhlung einen Schritt zuriickgehen (wenn m +n — 1 Stimmen ausgezihlt sind), dann kann
sich pp,, aus zwei Arten ergeben: aus pp,-1,, (wenn Kandidat 1 eine Stimme dazubekommt)

und aus pp, n-1, wenn Kandidat 2 eine Stimme dazubekommt, d.h.

m

Pmmn = Pmn-1 +Pm-1n

m+n m+n

Beachte die Wahrscheinlichkeit, dass Kandidat 1 eine Stimme erhalten hat ist — unabhéngig
von der Auszdhlung — stets m/(n+m); dasselbe gilt fiir Kandidat 2, der die Wahrscheinlichkeit

n/(n+m) hat. Wenn wir nun die Induktionsannahme einsetzen erhalten wir

m
Pmmn = Pmn-1 +Pm-1,n
m+n m+n
m-n+1 n m-1-n m

= . + .
m+n-1 m+n m+n-1 m+n
_(m2—n2)—(m—n)
 (m+n-1)(m+n)

_ (m-n)(m+n)-(m-n)
(m+n-1)(m+n)
_ (m-n)(m+n-1)
(m+n-1)(m+n)

m+n
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5 Unabhangigkeit

Aufgabe 5.1. Losung:

(a) Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist die Summe aller Tabelleneintrége; man sieht leicht,

dass 1 herauskommt.

(b) P(Y ist gerade) =P(Y =2) = 2% + % = 2%

P(X -Y ist ungerade) =P(Y #2)=1- 4+ =2
(c) Es ergibt sich:
B(X +Y =-2) =B({(-1,-1)}) = o
B(X +Y =0) =P({(-1,1), (1L,-D)}) = >
BX+Y = 1) =P({(-1,9))) = 5-
P(X +Y =2) =P({(1,1)}) =

O = O N

P(X+Y =3)=P({(1,2)}) =
P(X +Y =4) =P({(-1,5), (5,-1)}) = -
P(X +Y =6) = P({(1,5), (5,1)}) = %

P(X+Y =7)=P({(5,2)}) =0
P(X +Y =10) =P({(5,5)}) = 0.

Die ZV X und Y sind nicht unabhéngig, denn z.B. ist

0=P(X=5Y=2)#P(X=5)P(X=2)=—-—.

Aufgabe 5.2. Losung:

(a) ,,=“

P(AnB°) =P(A\ B)
- P(A) -P(An B)
= P(A) - P(A)P(B)
- P(A)(1-P(B))
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=P(A)P(B°)

,,<=“ A und B¢ seien unabhingig. Wende nun die vorherige Uberlegung auf diese

Mengen an, um zu sehen, dass A und (B¢)¢ = B unabhéngig sind.

(b) Es gilt

P((AuB)nC)=P((AnC)u(Bn())
=P(AnC)+P(BnC)-P(AnBnC)
=P(A)P(C) + P(B)P(C) - P(A)P(B)P(C)
=P(C)(P(A) +P(B)-P(AnB))
=P(C)P(Au B).

Aufgabe 5.3. Losung: Es gilt
0= P(@) = ]P((Al uUAsu Ag)c)
=P(A{ n A5 n AS%)
= (1-P(A1))(1-P(A2))(1-P(43))
und daher muf mindestens einer der Faktoren Null sein, also gibt es ein i € {1,2,3} :
P(A;) =1.

Aufgabe 5.4. Losung: Es gilt wegen Korollar 5.9

P(X;ey):fIP(X;ty)P(Yedy):fm(Yedy):L

Die Stetigkeit der Verteilung von X garantiert, dass P(X =y) =0 bzw. P(Y #y) =1 fiir
alle y gilt.

Aufgabe 5.5. Losung: Die Richtung ,,=“ ist trivial. Umgekehrt sei {X =1} 1{Y =1}. Dann
gilt

PU{X =1}n{Y =0})=P{X =1} n{Y =1}9)
S PUX =1} {Y =1))
=P{X =1} -P{X =1} n{Y =1})
=P{X =1}) -P{X = 1})P({Y = 1})
-P({X = 1})(1-P{Y =1}))
=P{X =1)P({Y =0})
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und die anderen Produktbeziehungen zeigt man analog:
P{X =0} n{Y =0}) =P{X = 0})P({Y = 0})
und P{X =0}n{Y =1})=P{X =0})P({Y =1}).

Das zeigt die Unabhéngigkeit von o(X) und o(Y).
Losungsalternative: Verwende Aufgabe 5.2.a).

Aufgabe 5.6. Losung:
(a) Fir alle x,y e {-1,1} gilt {X =2,V =y} ={U =2,V = zy}. Weil U 1LV gilt, sehen

WIr

P(X =2,Y =y) =P(U =2)P(V = xy).

Daher ergeben sich vier Falle

P(X=1,Y=1)= P(X=1,Y =-1) =

9

O~ O i

NJ B RNl ]

P(X=-1Y=1)= P(X=-1Y=-1)=

Fiir die Randverteilungen gilt

P(X=1)=P(X=1,Y =-1) +P(X =1,Y = 1) =

P(Y=1)=P(X=1,Y=1)+P(X=-1,Y =1) =

)i A=l e

Wir sehen daher, dass

4 1
IP’(le,Y:I):gth—g:]P’(le)]P’(Y:I),

d.h. X und Y sind nicht unabhangig.

(b) Offensichtlich gilt X2 = U2 und Y2 = V2, d.h. X2 und Y? erben die Unabhingigkeit
von U und V (vgl. Korollar 5.7, Funktionen von unabhéngigen ZV sind unabhéngig).

Aufgabe 5.7. Losung: Existenz der Dichte: OE sei i = 1 gewéhlt (die anderen Rechnungen

gehen ganz analog)
P(Xl EB) :]P)(Xl EB,XQ ER,...,XdER)

:fB,[R“'/Rf(ml’x%'”’xd)dxd'”dmdml

= ]Bfl(xl)dfm
wobei wir fi(y) := [p- [g f(y,@2,...,2q) dzq...dxs setzen. Also haben die X; Dichten,

die wir aus ,,wegintegrieren“ aller anderen Variablen x,,, n # i, in der gemeinsamen Dichte

erhalten.
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Damit folgt aus Satz 5.8:

Xi,...,X4 unabhangig < Px,  x,=Px, ®---®Py,

d
<~ f(l‘h.. . ,{Ed) = Qfl(ﬂjz)

Aufgabe 5.8. Losung: Wir rechnen die Bedingung 5.8.b) nach. Es seien A; ¢ X;(€2) beliebige
Mengen. Da die ZV X diskret ist, sind diese Mengen hochstens abzéhlbar. Daher gilt

P(XleAl,...,XdEAd) Z Z ]P)(Xi:ai,’iZL...,d)

al €A1 adeAd

ooy ﬁIP’(Xi:ai)

a1€A1 adEAd =1

Y P(Xi=a1)x--x >y P(Xq=aq)

ail EAl adGAd

=P(Ay) x---xP(Ay).

Aufgabe 5.9. Losung: Durch ,,Weglassen von Mengen“ kann man die Unabhéngigkeit nicht

zerstoren:
BLEC <~ VBeAB, Cect:P(BnC)=P(B)P(C)
— VBeF, Cc¥:P(BnC)=P(B)P(C) [dagilt: FcB,9c?]

— VFeZ, Ge?:P(FnG)=P(F)P(G)

— F19.

| | |
Aufgabe 5.10. Losung: Es gilt
P(X+Y<z) = f]l(_ooﬁz](ery)IP’(Xedx,Yedy)
unabh.
([ @) POX cde) )PV € )
_ f(/ 1(_oo’z_y](x)]}D(Xedz))IP’(Yedy)
- /P(XSz—y)P(YEdy)
- [ Fz-p)dc).
{ | |
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Aufgabe 5.11. Lésung: Fiir beliebige Borelmengen B c R gilt wegen Tonelli

pev(B) = () (B = [ [ pe+y) f(2)dzv(dy)
- [ [ 15() f@-y)dzv(ay)

- [ ([ =iy de.

also ist h(z) = [ f(z—y)v(dy).

Aufgabe 5.12. Lésung:
(a) Jede endliche Teilmenge H c N ist in einer Menge der Art {1,2,...,n} enthalten.
Daher gilt

VneN:{Aq,...,A,} unabhingig <= VH c N, |H| < oo : {Ay,h € H} unabhingig

L {A,,n € N} unabhéngig.

(b) Vgl. Lemma 5.4.

Aufgabe 5.13. Lésung:

(a) Wir schreiben f und g fiir die Dichten der ZV X und Y; weil X 1Y, hat X +Y die
Dichte (vgl. Satz 5.17)

frg(@) = [ F®g-t)at

= ‘/ﬂéae_at]l(om)(t)ﬁe‘ﬁ(x_t)]l(gjoo)(m - t) dt

0, z<0
afe P fox eB-tqr >0
-ax _ ,—fBx
- aﬁeﬁfzn(oyw)(l«).
(b) X,Y sind unabhéngig und haben jeweils die Dichte f(z) =
X +Y die Dichte

%]1[,171] (x), daher hat

fei@= [ 0 s@-ta
- }1 [ll]l[_l,l](x—t)dt
_ }lA([—l,l]n[a}—l,erl])

(L@l <2
0, |z| > 2
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Der Graph dieser Dichte sieht wie ein Dreieck aus.

Bemerkung: Wenn X die Dichte f(z) hat, dann hat % die Dichte 2f(2z). (Denn:
IP)(% <z) = f_zi ft)dt = [ _2f(2y)dy. ) Damit ist die Dichte von ng gegeben
durch (1 - [z[)T_y 17().

Aufgabe 5.14. Lésung: Wir schreiben B(a,b) = fol t* (1 =t)>"1dt, a,b> 0, fiir die Eulersche
Betafunktion. Es gilt B(a,b) = I'(a)['(b)/T'(a+b) wobei I'(z) = [, e 't*~! dt die Eulersche

Gammafunktion ist.

(a) Definiere S = X +Y, T = %; die ZV T ist sinnvoll definiert, da X +Y > 0 f.s.

(X,Y 20, P(X=0)=0). Sei h:R? - R eine messhare Funktion.

E(h(S,T)) = fRQ h(s,t) dBs7(s,t)
X

:Eh<X+Y,—)
X+Y

X
= h — | dP
/1%2 (x+y7x+y) X,Y(xay)

= ff h($+y a ) il e~ @) a1y b1 g0 dy
2>0,y>0 "z+y/) T(a)T(b)

s=xr+y T =1s
Variablenwechsel: t= xLer = {y=s(1-1)
z>0,y>0 §>0,0<t<1
dx,y)| | 1 s

=—ts—s+ts=-s(+0)

(s, t) |

Funktionaldet.: ‘
1-t -s

)\a+b e . )
=[] oo "D Ty ) 0 sl ds

Also ist die gemeinsame Dichte von S und T gegeben durch

a+b
I'(a)I'(b)
Falls sich diese Dichte als Produkt von zwei Dichten darstellen lasst, folgt dass .S und

fsx(s,t) = et s (1= )" g ooy (8) L0,y (1)

T unabhangig sind und ihre jeweilige Verteilung ist durch die Faktoren bestimmt.
)‘a+b A 1+b
= t)dt = ————e s ""B(a,b)1
fs(s) AfS,T(S’ ) I—\(a)r(b)e S (a’ ) (0700)(8)

ist eine Dichte, wie die folgende Formel zeigt:

_ T(a+b) o0 ~
Afs(s) ds = WB(@,()) /0 'ya+b7%(s) ds =1.
Also gilt
1
B(a,b)

wobei fr(t) auch eine Dichte ist, da [ fr(t)dt =1 (Def. der Betafunktion B(a,b)).

fS,T(Sat) = fS(S) :

ta_l(l - t)b_l]l(oyl)(t) =t fS(S)fT(t)>
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(b) Definiere Z = é Die Definition ist sinnvoll, da Y > 0 f.s. Sei k: R — R eine messbare

Funktion.
Ek(Z) = f k(z)]P’Z(dz)
[[x>o,y>0 %z 1 (@), 1 (y) dzdy

z=Z T =tz
Y
Variablenwechsel: t=vy <> iy=t
z>0,y>0 t>0,2>0
t =z
Funktionaldet.: ‘8($7y)‘ _ =t-2-0=¢
d(z,1) 0 1

Aa+b 3 B\ B
— k a f t(z+1)ta+b 1 dtd
fz>o O rr®® Jio® ‘

B Aa+b - asd)
- /;>0 k(Z)I‘( )F(b) 1()‘(2"‘ 1)) b I'(a+0b)dz

Za—l
- f k(z)B( ) (Lt 2y 0

d.h. X/Y hat die Dichte 5k 7251 (g.00) (2).

Aufgabe 5.15. Losung: Es gilt

P(X/Y <t)=P(X/Y <t,Y >0) +P(X/Y <t,Y <0)
=P(X <tY,Y >0)+P(X >tY,Y <0).

Aufgrund der Unabhéngigkeit gilt (verwende z.B. Korollar 5.9)

P(X <1Y,Y >0) fo P(X < ty) P(Y € dy)

fooo/:zp(Xedx)]P’(Yedy)
[Ow[:ff@)g(y)dxdy
dﬁz /Ooo[; f(zy)g(y)y dzdy

) [; (fooo fFy)9(y)y dy) dz.

Eine ganz dhnliche Rechnung liefert

P(X >tY,Y <0) = [; ([i f(zy)g(y)(—y)dy) dz

und insgesamt folgt, dass gilt

X

<o [T fenelyldy.
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Wenn X, Y standardnormalverteilt sind, gilt
1 00 “2202/2 _42)2 1 oo 2 212 _2/2
—2f|y|eyey dy = _foyeyey dy
T J—00 7T
1 (o)
- = fo ye G2 g

—n2 1 =)
t=y>/2 _[0 o~ (Dt gy

dt=ydy T
1 1
mz2+1

und das ist die Cauchy-Verteilung.

Aufgabe 5.16. Lésung:

(a) Wenn X e L?(PP) ist, dann ist auch X € L'(PP), ¢ = EX existiert und (X —c) € L?(P),
also gilt VX = E((X - ¢)?)|egx < 0o.

Umgekehrt sei VX < oo. Insbesondere erfordert das, dass EX existiert. Dann gilt

fiir ¢ = EX wegen der elementaren Ungleichung (a - b)? < 2a? + 2b2

E(X?) =E((X -c+¢)?) <2E((X - ¢)?) +2¢2 = 2VX +2¢? < oo.

ik

_E iXE)HE S XX ) - 3 E (X)) - 3 (E(X)E (X))
)

CSE(X) -3 (E(X))+ 3 (B (XiXy) - (E(X)E (X))

i=1 i=1 ik
n n

= ZVXZ + Z Cov (Xl,Xk) .
i=1 ik

(c) Offensichtlich gilt auf dem Raum L3(P) Cov(X,Y) = E(XY). Dies ist eine sym-
metrische Bilinearform und E(X?) =0 <= X =0. In diesem Raum ist offensichtlich
VVX die Norm (was sonst nicht der Fall ist, da VX = V(X +¢), d.h. die Normierung
EX =0 ist wichtig).

Aufgabe 5.17. Lésung: ,=>“ EFe& — Fe.%. Da & und .% unabhéngig sind, folgt
P(E)=P(EnE)=P(E)P(E),

also P(E) € {0,1}.
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,,<="“ Seien F e & und F ¢ .%.
1. Fall: P(E)=0 = 0<KP(EnF)<P(E)=0
= 0=P(EnF)=0-P(F)=P(FE)-P(F).
2. Fall: P(F)=1 = P(EnF)=P(F)+P(E)-P(FUE)=P(F)+1-1

= 1-P(F) = P(E) - P(F).
] ]

Aufgabe 5.18. Losung: Weil die ZV X, Y unabhéngig sind, gilt
1=P(X+Y =¢) = /P(X:c—y)IP’(Yedy).

Das zeigt, dass P(X =c¢—1y) < 1 nicht fiir alle y gelten kann. Mithin mu P(X =c-y) =1
fiir ein y gelten, dh. X =¢' fs.und Y =c-¢ fs.

Aufgabe 5.19. Losung: Zunéchst sollten wir uns klarmachen, wie die Funktionen R,, aussehen.

Weil sin 27-periodisch ist, erhalten wir

2

Ry =191y, Rli=]1[0,%)—]l[1,o), Ry=1p 1y~ 1

= 1

D Ty

=

wobei wir die Sprungstellen so abgeandert haben, dass der Wert nicht Null wird sondern
die Funktion rechtsstetig macht. Das ist im Hinblick auf das Lebesgue-Maf (es handelt sich

um endlich viele Punkte) irrelevant. Die Graphen der ersten 4 Rademacher-Funktionen

sind also

14 o ¢ 0 b =  $oeveoes

11 3 4
4 2 4 : : Lo Do
RO Rl R2 R3

Offensichtlich gilt stets P(Ry, = +1) = % und weil die Rademacher-Funktionen ,,selbstahnlich “
sind, folgt auch P(Ry = 1,Rpy1 = %1) = T = P(Ry = 1)P(Rgs1 = +1). Wir sehen
entsprechend

k
P(Ri=1,Ry=1,...,Rp =1, Ry = 1) =27 "L = [T P(R; = 1) - P(Rps1 = £1)
i=1

und dieselbe Uberlegung zeigt auch

k
P(Rl = Tl,RQ =72,y Rk = Tk7Rlc+1 = :I:l) = 27’%1 = HP(RI = 1) . ]P(R]Hl = :I:l)
i=1
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wenn ri,rs,...,r; beliebige Werte £1 annehmen. Das zeigt die Unabhéngigkeit der Familie
(Rk)k- Ein ganz ahnliches Argument finden Sie auf Seite 61 des Lehrbuchs [Schilling-WT].

Die paarweise Unkorreliertheit sieht man so: Es seien m # n. Dann haben wir wegen

2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b)
1 1 1 1 1
f sin(2"7t) sin(2"wt) dt = 5 [ cos(2" = 2™)wt dt - 5 f cos(2" + 2™)mt dt
0 0 0
=0-0
weil 2" + 2" ganzzahlig ist und weil fiir ganze N

sin Nt
N

1 .
sin N«
N«

0.

1
/ cos Nrtdt =
0

0
Man kann sich iibrigens auch iiberlegen, dass Produkte von ungerade vielen [bzw. ger-
ade vielen| Sinusfunktionen als Summe von Sinusfunktionen [bzw. Cosinusfunktionen]

dargestellt werden konnen. Die Argumente sind immer von der Form N7t mit ganzem

N, d.h. es gilt auch
1n A
fo [Tsin(2*@nt)dt =0, k(1) <k(2) <--- < k(n) natiirliche Zahlen
=1

(aber das war nicht Teil der Aufgabe...).

Aufgabe 5.20.

Losung: Wir schreiben X fiir die Zahl der bendtigten Packungen, um einen vollstandigen Satz

von Sammelbildern zu erhalten. Es gilt

EX = Z P(X > k).
k=1
Dem Hinweis folgend sei A; ;, das Ereignis, dass Bild Nr. ¢ nicht in den Packungen 1,2,...,k-1

enthalten ist. Offensichtlich gilt
P(Aig) = (1-p)Ft und P(ApnAjg)=(1-pi—p)"" (i#7)
und P(A;pnAjrnAg)=01-pi—pj- pl)’“1 (, 4,1 unterschiedlich)

usw. Nun gilt

k
X(Ww)zk < welJAix
i=1

und daher erhalten wir mit der Einschluss—Ausschluss Formel
P(X > k) = S1(k) = So(k) + S3(k) =+ + (1) S, (k)

WO

Sm(k) = >, P2 Air) = > (1=piy, —piy == i)
{#1,yeeyim yc{1,...,n} {i1yeeeyim yc{1,...,n}
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(S (k) ist die Summe iiber die Wahrscheinlichkeiten dass genau m Sammelbilder nicht in den

Packungen 1,2,...,k — 1 enthalten waren.) Somit erhalten wir

EX = i i (-1)"™1S, (k)

k=1m=1

= 2 (D)™ Y S(k)
m=1 k=1

= >ty > (1=piy =pi =+ = pi, )"
m=1 k=1{i1,....im c{1,...,n}

= > (™t > > (1=piy =piy == Pin)"
m=1 (it eiim et L,n) k=1

(geometrische Reihe!)

n
= Y (- .
m=1 {i1,simbc{l,..n) Pir T Pip o0+ Dipy
n
= Z (_1)m_lym
m=1

o1






6 Konstruktion von (unabhangigen)

Zufallsvariablen

Aufgabe 6.1. Losung: Es sei F' eine Verteilungsfunktion. Wir schreiben

H(s):=inf{t: F(t) > s}
G(s) :==sup{t: F(t) < s}

und wir miissen zeigen, dass H = G.

Es sei s fest und tg so, dass F(tg) > s. Offensichtlich gilt dann

to>sup{t: F(t) <s} = inf{tg: F(tg) > s} >sup{t: F(t) <s} = H(s) 2 G(s).

Umgekehrt betrachten wir fiir ein s und beliebiges ¢ > 0 den Wert G(s) + e. Nach der
Definition von G(s) gilt dann

F(G(s)+€)>s = H(s)<G(s)+e¢

also H(s) <lime,o(G(s) +€) =G(s).

[ ]}
Aufgabe 6.2. Losung: Es gilt: P(X =z¢) = F(x0) - F(x0—) also
P(X =x9) =0 < F(x0)=F(zo—) (d.h. linksstetig) <= F ist stetig in xo,
da eine Verteilungsfunktion immer rechtsstetig ist.
[ ]}

Aufgabe 6.3. Losung: Das ist einfach eine weitere Spielart der Rademacher-Folge! Vgl. Auf-
gabe 5.19 oder S. 61 in [Schilling-WT].

Aufgabe 6.4. Losung: Es sei B € Z(R) eine Borelmenge. Dann gilt

P(]ZV:XieB) =P([~j {zn:XieB}m{N=n})

i=1 n=0 \i=1

- ;P({;Xi ¢ B} A {N - n})
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Mg 108

P(EXZ-EB)-IP’(N:n)
i=1
= Ml*ﬂ?**ﬂn(B)pn

n=0

Wir verwenden in der letzten Zeile Satz 5.17.

Eine aquivalente Berechnungsmethode basiert auf bedingten Erwartungen und geht so:

]P’(]zV:XieB):

P(Zn:XieB|N:n)-]P’(N:n)
=1

i=1

Mg 108

P(zn:XieB)-IP’(N:n)

n=0 =1

1 * i * e % pn (B) - pr-

Nk

3
il
o

wobei wir verwenden, dass P(A|C) =P(A) fir A 1 C gilt.

Aufgabe 6.5. Losung: Wir berechnen zunéchst die Verteilung von M,,. Es gilt fiir alle >0

P(M, <) = P(X; <z, Xo<,..., X, <2)
wnabhingie po v, <2) P(Xa <) ... - P(X, < 1)

iid (fme_t dt)n.
X1~Exp 0

Indem wir nach z ableiten, sehen wir dass M,, eine W-Dichte hat:

My, ~ far, (2) = 1(0,00) (z)ne™ (1 - e )" dg.

Induktionsanfang n = 1: Es gilt My = X3 = C4.
Induktionsannahme (IAnn): M, ~ C,,.

Induktionsschritt n ~ n + 1: Es gilt auf Grund der Unabhéngigkeit der X;:
Cpi1=Cp+ (n+ 1)71Xn+1 ~Pe, * PXml/(nJrl).

Weil X,,41 ~ X7 ~ Exp(1), folgt sofort, dass X,+1 ~ Exp(n +1) gilt (der Parameter gibt ja

den reziproken Erwartungswert an!). Mithin erhalten wir fir « > 0

fe,.(x) = fo ne Y(1-e¥)" 1 (n+ 1)1 0,00y ( - y)e mDEY) gy
TAnn
= [Ox ne—y(l _ 6—y)n—1(n I 1)6—(n+1)(:c—y) dy

=n(n+1)e "z fox eW(l-e )" dy
=n(n+1)e (D2 _[Ox ev(eV - 1)y

v_1)y|*
—(n+l)z (6 - ) dy
z=0

=n(n+1)e
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= (n+1)(ef - 1)"

=(n+1D)e™(1-e)" = f,,, ().

Weil die ZV X; iid Exp(1) sind, gilt EX; = EX; =1 und VX; = VX5 = 1. Weil M,, ~ C,,, gilt
EM,, = EC, und VM, = VC,,, aber die Momente von C,, sind viel einfacher zu berechnen,

d.h.
e, -5, -E (5 ) - e () - S lex - 52,
i=1 b i=1 t =1t i=1 ¢
VM, =VC, ‘V(Z &) Satz 5.22 ZV(&) _ Z%VXZ _ le
i=1 ¢ i=1 v i=1"? i=1"?

Aufgabe 6.6. Losung:
(a) V = (V4,Vs). Zunichst machen wir uns klar, dass V und X ZV auf dem Produktraum

sind. Da X durch messbare Operationen aus den Komponenten von V hervorgeht,

reicht es, die Messbarkeit von V' zu zeigen. Dazu seien A, B € Z(R). Es gilt
VI AxB) =X A x XY (B)ed xo cod ® .
Definitionsgemaf gilt aulerdem
Vit (A n VY (B) =V (AxR) NV I(RxB) = X' (A) x X"}(B).
Daraus folgt
PoP(Vi (A)nVy{(B)) =PeoP(X '(A)x X 1(B))
~P(X71(4))-P(X"\(B))
=PeP(X '(4)xQ)-PeP(Qx X (B))
=PeP(V; ' (4) PeP(V; ' (B)).
Diese Rechnung zeigt einerseits, dass Vj 1L V5 und andererseits (man wéahle A = R
bzw. B=R), dass V1 ~ X, Vo ~ X
(b) Es gilt fiir jede Borelmenge B c R
PRP(X € B) =P P{(w,w): X(w) - X(v') € B}
=P P{(v ,w): X (&) - X(w) € B}
Umbenennen der Variablen w < w’
=PeP{(v, w):—(X(w)-X(w")) e B}
=PeP{(w,w): - (X(w)-X(w")) e B} Fubini

=P®P(-X ¢ B)

und es folgt X ~ -X.
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(c) Mit Eg bezeichnen wir den Erwartungswert beziiglich des Males Q. Weil V; ~ X,
folgt Ep(|X?) = Epgp(|Vi|P) und wir sehen sofort

Epsp (|XI) = Epgr (V1 - V) < Epgr (277" (VAP + [V2]F))
= 2"Epgp (IV1[) = 27Ep (| XT) .

(d) Es seien Xj, i € I, unabhéngige ZV und mit X, i € I, bezeichnen wir eine Familie

von ZV mit folgenden Eigenschaften:

(X;); L(X]); und X, unabhingig und Vi: X;~X].
Dann zeigt das Blockbildungslemma (Korollar 6.8), dass die ZV ((XI,X{))l und
daher die (X; - X;); unabhéngig sind.

Wir kénnen das auch mit einer direkten Rechnung zeigen. Dazu reicht es, auf Grund
der Definition der Unabhéngigkeit einer Familie, I als endlich anzunehmen. Fur

beliebige Borelmengen A;, B; c R gilt

IP’@]P’(ﬁ{XZ- € A;} x Q{X;Q € Bk})

i

P@P(O{(Xi,X{) € A; x Bi})

7 k
Yiovebh TTp(x; e A4,) [[P(X € Br)
X/ unabh. i L
= HP@P({XZEAZ}X{XJEBJ)
i
= HP@P((XZ,X{)EAlXBl)
i
Das zeigt die Unabhéngigkeit der Vektoren (X;, X/), 7 € I, und als messbare Funk-
tionen sind die X; — X/, i € I, auch wieder unabhéngig.
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7 Charakteristische Funktionen

Aufgabe 7.1. Losung: Bemerkung: Wir bemerken zunéchst eine Eigenschaft dieser Verteilun-

gen: Wenn wir zwei unabhéngige ZV X,Y, die
e normalverteilt (mit jeweils beliebigen Parametern)
e gammaverteilt (mit gleichem zweiten Parameter)
e Binomialverteilt (mit gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit)
e Poissonverteilt (mit beliebigen Parametern)

addieren, kommt wieder derselbe Typ von Verteilung heraus. Daher konnen wir uns
die Parameter der Summe aus der Bedeutung erschliefen: z.B. addieren sich die Er-
wartungswerte und die Varianzen, d.h. die neuen Parameter ;o + m und o2 + s? bei der
Normalverteilung sind klar wenn wir bereits wissen, dass der Grundtyp der Verteilung

erhalten bleibt.

Die Form der charakteristischen Funktionen entnehmen wir den Tabelle auf S. 222ff. des
Buchs [Schilling-WT].

Normalverteilung. Fiir X ~ N(u,0?) gilt Ee®* = exp [z’,u{ - 0252/2]. Wenn Y ~
N(m,s?), dann gilt

Ee€CXHY) - B X EeY = exp [zuf - 0252/2] exp [me - 8252/2]

= exp [i(u+m)¢ - (0° +5°)6%/2]
also X +Y ~ N(p +m, o2 + s2).
Gammaverteilung. Fiir X ~T', g gilt EeX = (1-4i£8)™®. Wenn Y ~ I'4 3, dann gilt
BCEO) 2 BB = (1-i6) (1 i€8) 7 = (1 - i) ()

und es folgt X +Y ~T'y.4 3.
Binomialverteilung. Fiir X ~ B(m,p) gilt Ee*X = (¢+pe’®)™. Wenn X ~ B(n,p), dann
ist

Ee“ (YY) = Be“XEe'®Y = (g +pe’®)™ (qg+pe™)" = (g +pe’®)™™,
d.h. X +Y ~B(m+n,p).
Poissonverteilung. Fiir X ~ Poi()\) gilt Ee®¥ = exp [—)\(1 - eif)]. Wenn Y ~ Poi(u),
dann gilt

Ee(X+Y) - Bt XEei#Y = exp [—A(l - eig)] exp [—,u(l - eig)] = exp [—()\ +u)(1- eig)]
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R.L. Schilling: Wahrscheinlichkeit

und es folgt X +Y ~ Poi(\ + p).

Aufgabe 7.2. Losung: Erwartungswert: Es gilt

1 & 2n >,
E|X T T —
X1 = C 22 2n?2 logn Z:: logn

und diese Reihe divergiert. Das macht man sich am einfachsten mit dem Integralver-

gleichskriterium klar:

© dx
= log(1 ° = o0,
/2 o = los(log )| = oo

S

logn

Charakteristische Funktion: Es gilt

ox(§) = i _ (6z‘n§ +e—m§) _ % i cosné ’

C ~Z2n2logn = n2logn

Wir differenzieren diese Reihe gliedweise

¢,X(§):%i—nsinn§_ 1 & sinné

= n2logn  C “yn2logn
und weil die formal differenzierte Reihe gleichméBig konvergiert (Hinweis!), ist sie auch

die Ableitung von ¢x, vgl. [7], Satz 7.17.

Wir haben also ein Beispiel gefunden, wo E|X| = co (d.h. der Erwartungswert existiert
nicht), aber ¢x ist bei Null diff’bar und es gilt ¢’y (0) = 0 (was dem Hauptwert von EX
entspréche...).

Bemerkung: Das im Hinweis angegebene Konvergenzkriterium fiir die Reihe Y, a,, sin(nx)
mit monoton fallenden Gliedern a,, | geht zurtick auf T.W. Chaundy & A.E. Jollife: The
uniform convergence of a certain class of trigonometrical series. Proceedings of the London

Mathematical Society 15 (1916/17) 215-216.

Aufgabe 7.3. Losung: Fiir eine Cauchyverteilte ZV X gilt Ee*X = ¢l Wenn X,V iid

o8

Cauchy-ZV sind, dann gilt
Fie(X+Y) _ oi€X JiY _ g itX g aicY _ (Eez{X)? _ o2l _ peit(2X)

und somit X +Y ~2X.

Weiter haben wir

v (€,€) = EeiV:(6OT) - geil{(XX)T, (68)7) _ gei26X _ 260 - dx (&)ox(£).

Weil X nicht von sich selbst unabhéngig ist, mul ¢y (£,7) = ¢(x x)(§,n) # dx(§)dx(n)
gelten.
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Aufgabe 7.4. Losung: Wir schreiben A := {|Y|<a} und A° = {|Y|>a}. Es gilt

€7 _ €Y L4 =iV D ye

=e
= (eiﬁy]lA + ]]_Ac) (e_ZEY]IAc + ]lA)

= eiSY]lA + e_igy]lAc

und wenn wir zum Erwartungswert iibergehen und die Definition von A verwenden, er-

halten wir
E¢*? = B[ Iyia) ] +E[e Typa)]
-Y iY —i&(-Y
= B[ ey ] +E [y ]
&Y EY

= E[ Ly +E[e Typa)]

= EeY
und wir sehen, dass Y ~ Z also Z ~ N(0,1) gilt.

Andererseits ist
Y+7-= (Y]1A+Y11Ac)+(Y]lA—Y]lAc) =2Y]1A

und daher hat Y + Z beschréankten Wertevorrat [-2a, 2a], kann also nicht normal sein.

Weil EY = EZ =0, gilt

Cov(Y,Z)=E[YZ]=E[Y(Y1a-Y14)]=E[V?14-Y?1 4]

und es gilt

Cov(Y,Z2) =0 < E[Y?14]=E[Y?14]
= E[Y?14]=E[Y?]-E[Y?14]=1-E[Y?14]
— IE[YQ]IA] = %

Lot ez g, 2 L
— \/% _ay e dy
C R V12 g _ VT

<~— f y-e Y 2\/5_

Wir konnen numerisch nach a auflésen und erhalten ~ 1.5381... %

Bemerkung. Weil P(Y >a,Z >a) =0+ P(Y > a)P(Z > a) sind X und Y unkorreliert

aber nicht unabhangig.

Aufgabe 7.5. Losung:

(a) Weil X 1Y gilt, konnen wir Korollar 5.9 verwenden, und wir erhalten

¢XY(§) _ EeiEXY _ / Eel(ﬁy)X P(Y c dy) _ [ QbX(yf) ]P)(Y c dy)

Tch danke Herrn Dr. Béttcher, TU Dresden, fiir die Berechnung dieser Zahl.
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R.L. Schilling: Wahrscheinlichkeit

(b) Nun seien X,Y,U,V iid standard-normalverteilt. Dann gilt wegen ¢x (&) = e=612
und Y ~ (27)"12e72*/2 nach Teil (a) gilt. ..

. fir XY
EelsXY = Ae_y252(2ﬂ)_1/26_y2/2 dy
2?=(1+€2)y? (27)"1/2 / o~22/2 dx
R 1+&2
_ 1
1+&2

Sir XY + UV, weill XY LUV und XY ~UV

. 1 1 1
(XY +UV) _ i€ XY iUV _ ‘
V1+E2\/1+&2 1+52

Damit hat XY + UV eine zweiseitige Exponentialverteilung mit Varianz 1 und
Mittelwert 0 (vgl. Eintrag Nr. 14, S. 224 in der Verteilungstabelle in [Schilling-WT)).

. fiir [ XY + UV|. Wir verwenden das Resultat aus dem vorigen Teil, wonach
XY +UV ~ e 2l Damit finden wir

RSy +UVI f GERP(XY LUV € do)

f iglal Il g,
T2
f zz{ T dx

0

1

S 1-dg
Damit hat | XY + UV]| eine Exponentialverteilung mit Parameter 1 (vgl. Eintrag
Nr. 13, S. 224 in der Verteilungstabelle in [Schilling-WT1).

Aufgabe 7.6. Losung: Die Richtung ,,=“ folgt sofort aus der Tatsache, dass X 1L A <=
X 114 gilt und Korollar 5.10.

Die Umkehrung ,,<* verwendet Korollar 7.9. Wir miissen zeigen, dass Ee’¢X+mla —

Ee“XEe™ fiir alle £, 7 gilt. Wir beachten, dass
eMA = MY 4+ 1 4o
gilt. Wenn wir die Voraussetzung verwenden, dann sehen wir
EeifX+iT]]lA -F [ele ei’r]]lA]
SE[€X (6714 + 140)]
= e"ME [e“X 14 +E[eX (1-14)]
= e"E [e“NP(A) + E[e“F] - E[e“X]P(A)
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=E[e“Y] (e"P(A) +1-P(A))
=E[e“X|E[e"1a+14,]
=E [e’fx] E [emﬂf“] .

Aufgabe 7.7. Losung: Weil die ZV beschrinkt sind, existieren alle Momente. Daher ist die
Richtung ,,= “ unmittelbar aus Korollar 5.10 abzulesen.
Umgekehrt gelte Yk, 1 € Ny : B(X*Y!) = B(X®)E(Y?!). Indem wir ¥ in eine gleichmiBig
konvergente Potenzreihe entwickeln (hier geht die Beschranktheit der ZV wiederum ein!)

erhalten wir
E [ €i§X+z‘nY] -E [ X einY]

00 Zg ka o (4 lyl
g

=0

k=01=0
of§ G0 g/ o]
i K o U
=K [e’fX] E [einY] .

Die Unabhéangigkeit folgt somit aus Korollar 7.9.

Die zitierte Arbeit von Bisgaard und Sasvari zeigt, dass die Analytizitat der charakteris-
tischen Funktionen fiir die Giiltigkeit der Aussage wesentlich ist. Hier wird diese durch
die Beschranktheit der ZV X,Y gewéhrleistet.

Aufgabe 7.8. Losung: Weil die charakteristische Funktion e 812 beliebig oft differenzierbar
ist, garantiert Satz 7.6.h), g) die Existenz aller Momente.
Es gilt EG?" = 22 e=¢°/ 2| £=0° Wir wollen rekursiv vorgehen:
EG? = EG? = 1. Fiir EG*"*? erhalten wir
EG27+2 - Z-—2n—282n826—§2/2‘§=0

- [(@ - e P

_2n-2[q2n (2 _-€2/2\ _ 42n_-£2/2

=g [8 (f e ) 0"e ] ’E:O

_ 202 [(271)5282%—52/2 N (271)258%—16—52/2 N (Qn)282n—26—§2/2 B 82n6—52/2] ‘
0 1 2 £=0
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R.L. Schilling: Wahrscheinlichkeit

wobei wir die Leibnizsche Produktformel fiir Ableitungen im letzten Schritt verwenden
_ j2n-2 [2(2”)82n—26—52/2 B 82n€—§2/2] ‘
2 £=0

SRS b

= EG*™ +2n(2n - 1)EG*" 2,

Mit Hilfe dieser Rekursionsformel zeigt man sehr schnell die Giiltigkeit der Formel fiir
EG?",

Bemerkung 1: Tatséchlich ist eine direkte Berechung der Momente einfacher:

EGZTL _ 2n€—x2/2 dr

)
= — x
2m JR
) x2n+1€7m2/2 dr
T

1 1
- \/_27r[1‘§2n+1

1 1
1 1 o+l . _—x?/2
=— — ze dx
\/ 21 /l% 2n+1

1 1 2n+2 _—x2/2
= — d
o+ 12 [R T v

1

T+l

also EG?"*2 = (2n + 1)EG*" usw.

EG2n+2

Bemerkung 2: Man konnte auch auf die Idee kommen, ome ¢’ fiir alle & auszurechnen.
Das geht in der Tat und fithrt zu Ausdriicken der Art (-1)"H,(§ )6_52 wobei die H,(§) die
Hermite-Polynome sind. Man erhélt (analog zu den Rechnungen oben) folgende Rekur-

sionsformeln
d
—H,(z) =2nH,_1(x)
dx
Hp1(z) =22H,(x) — 2nH,—1(x)
und es gilt folgende ,,geschlossene* Darstellung:

Hy(z) = 2"2" - 2"—1(’;):5’"‘2 +2m2.1.3. (Z)x"_4 —9n3.1.3. S(Z)x"_ﬁ T

Aufgabe 7.9. Losung: Die Existenz beliebiger exponentieller Momente folgt aus der folgenden
Rechnung (die immer nur positive Integranden hat, d.h. es reicht der Nachweis, dass der
resultierende Ausdruck endlich ist — was offenbar der Fall ist): Fiir alle A e R gilt

1 [ M ga?[2 g M2 L [ (=22 g

R 2m JR

o ™

_ el f o~ O-2)?/2 g0
27 JR
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26)‘2/2i/e_y2/2dy
27 JR

2
_ e/\ /2'

Nun ersetzen wir A durch ¢ = A +iu € C.

ifec"”em2/2dw‘<i[‘e@|ex2/2dx
27 JR 2 JR

_ 1 [ JReCz ~22/2 g
R

T om

=i/6)‘xe_x2/2dx
27 JR

2
=€A/2<oo

und das zeigt, dass wir ¢ x (—i¢) fiir beliebige ¢ € C definieren kénnen und dass diese Funk-
tion eine Fortsetzung der charakteristischen Funktion darstellt, da die charakteristische
Funktion reell-analytisch auf R ist. Die Eindeutigkeit zeigt auch, dass ¢x(-iC) = e$*/2
oder ¢x(¢) = e<*/2 ist, d.h. Holomorphie ist offensichtlich.

Aufgabe 7.10. Losung: ¢x = Re ®x sagt wegen der Eindeutigkeit der charakteristischen Funk-
tion und Satz 7.6.d), dass X ~ e€X. Nun ist aber eX ~ (-€)X = —(eX), d.h. X ist

symmetrisch. Die Umkehrung ist trivial.

Aufgabe 7.11. Losung: Wir haben

031 X Xa(€1 Ear -, €a) = B X0 X (61,880)T) - Bel61 X162 XorsaXe)

(a) Aus unserer Voriiberlegung erhalten wir

¢X1,,,,,Xd(n, 0’ L 70) — Eei(ﬁXlJrO-Xng---JrO-Xd) — EeinXl — ¢X1 (n)

(b) Aus unserer Voriiberlegung erhalten wir

7)) _ Eei(nX1+nXg+~-+nXd) _ Eez’n(X1+X2+~--+Xd) _
b

¢X1,...,Xd (777 Tyeee ¢X1+X2+'"+Xd(77)'

Aufgabe 7.12. Losung: (ohne Verwendung der Umkehrformel fiir die Fourier-Transformation)
Wir konstruieren unabhéngige, normalverteilte ZV Gy ~ N(0,t), k = 1,...,d, die zudem
von X unabhéngig sind; insbesondere ist G := (Gy,...,Gy)" unabhingig von X und (7.5)
zeigt

d d
EH6 1) - TT R ™G = [] e 1312 _ o tiEP/2
k=1 k=1
mit der Euklidischen Norm [¢? = &2 +--- + €2, Fiir alle u € L'(R?, dz) gilt

Eu(X +VIG) (}; E [l; Ju(X +y)e M2 2y~ dy = fR Ju(z)Ee X2 (arpy=dl2 g,
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R.L. Schilling: Wahrscheinlichkeit

Wenn wir die Formel (7.6) fiir z ~ 7, £ ~ X — z verwenden, erhalten wir
1
EU(XJF\/gg) - / u(z)E [ in, X-2) ,~tln|*/2 dndz
(2m)¢

:_(271r)d /R u(2) /R Eeniln X0 it 2 gy g

1 7 z — 2
= W—éd u(Z) Rd ¢X(—7’])e (777 )6 t|'r]| /2 d’[’]dz

Da ¢x beschrankt ist, ist der Integrand dn ® dz-integrierbar, und wir kénnen Fubini

anwenden. Damit sehen wir

Eu(X +ViG) = [ a(n)ox(-n)e ™ 2ay= [ a(€)ox(¢)e ™/ de.
Weil @ integrierbar ist, konnen wir dominierte Konvergenz verwenden und wir erhalten
fiir t — 0 die behauptete Gleichheit.

Ein eleganterer (aber nicht so elementarer) Beweis findet sich in [Schilling-MI], Satz 22.12,
S. 126.

Aufgabe 7.13. Lésung:

(a) Es gilt:
o™t = 9o L gn el Bt
- aaleixlﬁl . _8aneimngn
algal 1181 | o a"fa” iTnén
= (ig)e' ™).
(b) Es gilt:
%] = |27 -2
= [zt
_ |$1|a1 . |$n|a"
< |gj|a1 ..... |:L:|0‘n
- ’x“laH

(¢) Beachte den Tippfehler in der Angabe: (sz)l®l - (s2)®. Es gilt:

slelpe - TN gLy
=(sz1)™ ... (s2p)™
= (sx)*.
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Aufgabe 7.14. Lésung: Vgl. auch [Schilling-MI], Beispiel 16.5, S. 84. Wir folgen dem Hinweis

und erhalten
R i R oo
[ % d€ = [ f et sin & dt d€
o £ 0o Jo

oo R
_ f f et sin¢ dé dt
0 0
oo R .
= f f e % Ime' de dt
0 0
%) R .
_ / Im f et i€ g dt
0 0
S R .
- f Im f e~ (D8 ge gy
0 0
o e—(t—i)ﬁ R
- [ Im[ , ] de dt
0 1—1

0

(o] (i_t)R —
0 1—-1

oo (i_t)R_ —7 —
:[ Im (e 1)(-i-1t) it
0 1+¢2

_ f‘x’ —te " sinR-e M cosR+1
~Jo 1+1¢2
o —te sin R o —eReosR+1
:/ e “sin dt+[ e "' cos it
0 0

1+¢2 1+¢2
_tR

s=tR [[® —se *sin R o e HcosR+1
= f ————ds+ f —  dt
0 R? + 52 0 1+¢2

—> 00 00 1
R [ dt
0 1+1¢2

o0

dt

0

= arctant

Aufgabe 7.15. Lésung:
(a) Es gilt

fTeif(x—a) '_eiﬁ(z—b) g
-T 1€
0 gié(z-a) _ i&(z-b) T ié(z-a) _ ,i&(z-b)
_ [ e . e dé + / e . e de
-T i€ 0 13
-T gié(z=a) _ i&(z-b) T ié(z-a) _ ,i&(z-b)
_ f e . e dé + / e . e de
0 i€ 0 13
T _g-ié(z-a) | o—1§(z-b) T gib(z—a) _ gig(z-b)
/‘ e .+e de + f e . e e
0 i€ 0 1€
T _ T & _
Ly [ ) ey [T NEE D) o
0 £ 0 13

(b) Mit dem Hinweis gilt:

1 T
3 Lo

_ (b—a)T

s

¢it(a=a) _ git(a=b)

1 T
z§ d§<%[T(b—a)d§
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(c¢) Fubini ist wegen (b) anwendbar:

1 T eif(ﬂ?*a) — elg(wfb) 1 T eiiaé. — eiibf .
— dé p(de) = — f € e f € (de) de.
27rf.[T i€ e N e uldz) de

0 firx=a
 [Tsin(a-a)
1 e R — s .
(d) Tl—r>r<>lo 0 ¢ dg lim fT(x a) sm'r] dn = 2 fir 2 > a
T=o0 —% firz<a

Da a < b folgt mit Teil (a) durch Zusammensetzen die Behauptung.

(e)

. 1 T g~iag _ g=ibg
lim —[TTu(f)df

¢ié(z-a) _ ig(z-b)
) Tim —ff 7 d¢ p(dx)

T—o0 27T

(*)
= f |:§]l{a} + ]l(a,b) + 5]1{b}:| d,u

= %u{a} +u(a,b) + %M{b}'

Im mit («) gekennzeichneten Schritt wird dominierte Konvergenz angewendet. Die

Majorante erhélt man mit (a) und der Tatsache, dass die Funktion
* sin&
= —d
fo) = [ ae

eine stetige beschrankte Funktion auf R* ist.
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8 Drei klassische Grenzwertsatze

Aufgabe 8.1. Losung: Wegen der Unabhéingigkeit der zwei Zufallsvariablen gilt:
A" Mk
Pxy((n,k)) =P(X =n,Y =k) =P(X =n)-P(Y =k) = 5 -e - T
n! !
Wir berechnen nun die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,,Mannschaft 1 gewinnt “:
Mk oo \n

o0 o0 B >\ o0
P(X>Y)=) > Pxy((nk))=e ( +p’)k§ ] ‘n=k+1ﬁ

k=0n=k+1
und das Ereignis ,,Mannschaft 2 gewinnt“ ist analog zu behandeln, lediglich p und A

tauschen die Rollen.

Zum Unentschieden:

Ly S e O
POX=Y) = 3o O O

Bemerkung. Dieses sehr simple Modell (evtl. mit einigen kleineren Variationen) wurde
u.a. fiir die Voraussage (mit Hilfe von Simulation) zu den letzten Fufiball-WMs herange-

zogen. Recht effektiv iibrigens...

Aufgabe 8.2. Losung:
(a) Es gilt nach der Regel von I’'Hospital

In(1- -1
lim —n( z) = lim
x—0 €T z=>0]1 -2

=-1.

Da limy, 00 an/n = 0 gilt, folgt
lim nln(l - a_n) = lim a, lim Eln(l - a_n) = —a,
n—>oo n n—>oo n—o0o an n

und damit

. an \" . Qn, —limy o0 @ -a
limIn{l-—)] = limexpinln|(l-—]; =€ n=e ¢
n—so00 n n—00 n

(b) Sei A, :=mnp(n); nach Voraussetzung gilt lim, o A, = A\. Wir wihlen k € Ny so dass

(Z)pk(l o) k!(nni 5! (%)k (1 B %)""“
! k o\
L1k (1_)\ ) ; 1

n>k.

:(n—k)!ﬁﬁ n
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A (1-2) -
lim ——™ =1 und lim 1-=
n— oo (1 _ );ln) n—00 j=1

flir festes k, folgt die Behauptung.
(c) Es gilt

(o) -
Stirling \/ 270 (QR)Q;—ZL%P"Q”
o (Vemm)
) VN2 220 2 2
 (Vam)® etnpn
- —— (4pg)”

Jn

—0,
n—oo

da 4pg=4p(1-p)<1,pe(0,1).

Interpretation: Teil (c) besagt, dass P(S2, =n) - 0, wenn Sa,

»2n X; die Summe

von iid Bernoulli-ZV ist. Nun ist P(S2, = n) sogar maximal (es ist die ,,Mitte“ des

Histogramms), und trotzdem konverigert diese Einzelwahrscheinlichkeit gegen Null.
Der CLT macht nur Aussagen iiber Bereiche P((Sa, — ES2,)/0?/n € (a,b)) und

vermeidet damit Einzelwahrscheinlichkeiten.

Aufgabe 8.3. Losung:

(a) Sz, muf} gerade sein.

(b) Der Betrunkene mufl genau n Schritte nach Norden und n nach Siiden machen. Daher

- (2)(3)"

Die Asymptotik wurde bereits in Aufgabe 8.2 ausgerechnet:

(2n) (1)2" ~ (2n)!
n/)\2 n!n!22n
Stirling \/ 27 (271)(2;—212n
(V) e
V227 220 2n 620
(\/%)2 e2np2n2n
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(c) Beachte, dass VSjgp = 100 ist, d.h. mit dem CLT ist

P(S100 € [-10,10]) = P(S100/v/100 € [-1,1]) » ®(1) - &(-1)
= 20(1) —1=2x0.8413 - 1 = 0.6826.

(d) Wie oben sehen wir

B S100 g a
P(SmOe[—a,a])—P( S a0, /10])

~ ®(a/10) - B(-a/10)
= 28(a/10) - 1 £ 0.95.
Also ®(a/10) =0.975, d.h. a/10 = 29975 = 1.96 und somit a = 19.6.
(e) (Tippfehler in der Angabe: [n—10,n+ 10] - [-10,10]) Analog zu (d) und (e) gilt

P (Sy, € [-a,+a]) = P(j;in €| —a/\/2n, a/\/%])

m(%)-@(-%):m(%)—l%m.

!
Wir erhalten ® (a/\/2n) <0.55, d.h. a/v/2n = 2955 = 0.126 und somit v/2n = a/zy 55,
also n > 3(a/z0.55)? = 3150 (fiir a = 10).

Aufgabe 8.4. Losung: Wir schreiben Y; = 1, wenn die Bank im i-ten Spiel gewinnt (und der
Spieler verliert), sonst schreiben wir Y¥; = —1. Aus Sicht der Bank ergibt sich fiir jedes
einzelne Spiel:

19 18
P(Yi=1)= o

— P(Y;=-1)=—.
37 Yi=-l)=5

Wir wenden den CLT an: Da wir die Formeln fiir den CLT v.a. fiir Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen hergeleitet haben, fiihren wir obige Verteilung auf eine solche zuriick. Das

machen wir folgendermaflen: Sei X;,7 € N Bernoulli-verteilt mit p = 19/37, dann ist
1
X; = 5(YZ +1) Bernoulli-verteilt mit p = 19/37.

Damit ist

n
Sn=Y1+...+Yn=2-ZXj—n
j=1

und

IN—

n
0.5 P(S,, >1000) =P (2 ZXZ- -n2 1000)

i=1

n 1000
P(Z X; > J)
i=1 2

P ( i Xi —E(Xi, Xi) S 500+ 5 - np)
o(Xie1 Xi) NG
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500 + 5 —np
~ P|Z> ———
Vv Pq

wobei Z standardnormalverteilt ist. Da die Dichte dieser Verteilung achsensymmetrisch

und um Null zentriert ist, wird die Wahrscheinlichkeit kleiner als 0.5 , wenn der Ausdruck
500 + 5 —np <0
AUy
ist. D.h. 500 + n(1/2 - 19/37) muss negativ sein und das ist der Fall fir n > 37000.

Aufgabe 8.5. Losung: Es sind n = 200 Maschinen, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit p =

0.95 arbeiten. Wir modellieren dies (wie tiblich) durch eine Folge Bernoulli-verteilter
Zufallsvariablen X;,i € {1,..,200}. Fiir die Summe S,, = X1 +--- + X, ergibt sich: ES,, =
n-p =190 und \/VS,, = 3.08. Mit dem CLT erhalten wir

S, -ES, >180—190)N
308 7 3.08 b

ca. normalvert. -3.246

P(S,, > 180) ~ IP(

Dass sich eine so hohe Wahrscheinlichkeit ergibt liegt daran, dass die Abweichung von
10 - (190 — 180) auflerhalb des Drei-o-Intervalls (also dreimal der Standardabweichung)
liegt. Malen Sie sich das mal auf! Als Faustregel gilt:

Bei der Normalverteilung N(0,1) sind
e ca. 68.27% der Masse im Intervall [pu—o, u+0] (eine Standardabweichung vom Mittel),

e ca. 95.45% der Masse im Intervall [y — 20, u+ 20] (zwei Standardabweichungen vom
Mittel),

e ca. 99.73% der Masse im Intervall [p — 30, u + 30] (drei Standardabweichungen vom
Mittel).

Aufgabe 8.6. Losung: Da es sich um ein seltenes Ereignis handelt wenden wir die Poisson-
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Verteilung an. Kennt man von dieser den Erwartungswert, so kennt man bereits die
gesamte Verteilung. Die Zahldichte der Verteilung héngt nur von A ab und dieses A
ist gerade der Erwartungswert. Um den Erwartungswert zu schitzen berechnen wir die

durchschnittliche Anzahl von Briefen pro Tag, die ohne Adresse aufgegeben wurden:

1017
365

~ 2.786 = A

Sei X die zuféllige Anzahl solcher Briefe an einem beliebigen Tag, dann gilt:

A0
P(X =0)= e % 0.062
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)\1
P(X=1)=
2

P(X =2) = % e~ 0.239

e~ 0.172

Also erhalten wir, indem wir iiber das Gegenereignis argumentieren:
P(X >2) =0.527

und damit sind es circa 365-0.527 = 192 Tage. Das Geburtstagsproblem ist lediglich eine
Umformulierung.
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9 Konvergenz von Zufallsvariablen

Aufgabe 9.1. Losung: Das sieht man sofort aus der Definition, die ja nur die Differenz X, — X
betrachtet:

X, 5 X = Ve : lim P(|X, - X|>¢€) =0
n—>oo
<~ Ve: lim P(|(X,-X)-0/>¢€)=0
n—oo

= (X, -X) 0.

Aufgabe 9.2. Losung:

(a)

Es gilt E(|X,|P) = /ll/n wldw = —log% — oo, d.h. X, kann nicht in L” konvergieren,

da die Konvergenz von E(|X,[P) = | X,[%, eine notwendige Bedingung ist!

Beachten Sie:
1 Xnlze = 1 X | o] < | X5 = Xl Lr

und wenn X, in I” konvergieren wiirde, dann wére X € LP und daher ware die Folge

(IXn] e )n beschrankt — ist sie aber nicht.

Alternative Argumentation: Wenn X,, » X in LP, dann mifite der Grenzwert in
L? liegen. Den Grenzwert kriegen wir aber tiber die Tatsache, dass X, ;) > X f.s.
fiir eine Teilfolge konvergieren muB: da X, (w) gegen w™'/? konvergiert, ist X (w) =
w P der punktweise und der potentielle LP-limes. Letzteres ist nicht moglich, da
fol(wl/p)p dw = oco.

Offensichtlich ist E|X,,; — 0| = 2 - 0 wenn (n,k) - oo (lexikographisch), d.h. der
L'-Limes ist X = 0. Dieser mu mit dem punktweisen Limes (sollte er existieren)
iibereinstimmen, da die L'-Konvergenz die Existenz einer Teilfolge (XD)ic (Xng)nk

garantiert mit X, - X =0.

Allerdings kann X, ;(w) — 0 fiir kein w gelten, da wir offensichtlich

limsup X;, p(w) =1>0= lim’icanmk(w) Ywe[0,1)
n,k n,

haben (wahle fiir den limsup die Teilfolge, wo wir nur die X, ; nehmen, so dass
w € supp X,, 1, liegt und fiir den liminf nehmen wir genau die gegenteilige Bedingung
w ¢ X, - Beachte, dass die Tréger der X, , von links nach rechts durch das Intervall

[0,1) wandern, dann die Intervalllinge verkiirzen und wieder durchwandern etc. etc.)
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(c) Es gilt E[X,| = EX,, = 1, d.h. der L*-Grenzwert X miiite EX = lim, . EX, = 1
erfiillen. Andererseits mu der L'-Grenzwert mit dem stochastischen Limes iiberein-

stimmen, da wir die Markov-Ungleichung haben:

P(|X, - X|>€) <E|X - X,,|/€
und der stochastische Limes ist X = 0. Da EX # [0 = 0, kann keine L!-Konvergenz
vorliegen.

(d) Gleiches Argument wie in (b): die Folge aus (b) konvergiert stochastisch (da sie ja

schon in L! konvergiert), aber nicht fast sicher.
(e) Das ist im Lehrbuch auf Seite 96 hinreichend gut ausgearbeitet.

Aufgabe 9.3. Losung:

(a) Wir verwenden die Stetigkeit von Mafien und finden

P(X+Y)= IP(LkJ{|X—Y| > %})

= lim P(|X -Y1]> )
:I}L%IP(\X—Xan—YV%)
< lim P(|X - X, + X, - Y] > 1)

. 1 1
< Jlim P({1X = Xo| > g} u{[Xn - Y] > 5:})
: 1 1
< lim [B(1X - Xl > 55) + P(1X0 - Y] > ) |
Da X, stochastisch gegen X bzw. Y konvergiert, finden wir fiir alle £ und § > 0 ein

N, so dass (P(|X - X,| > ﬁ) +P(|X, -Y]|> ﬁ) < 6. Also folgt P(X #Y) =0 und
daher X =Y fs.

(b) Es gilt
P(|Xn+ Yy - X -Y|>e) <P(|X, - X|> ) +P(]Y;, - Y[>§) = 0+0.

(¢) ,,=*“ Wahle ¢,0 > 0 fest. Dann gilt

) n,m>N —oo

P(|Xn - Xm|>€) <P(|1 X0 -2 >5)+P(| X - 2| > § 0+0.

daher kénnen wir N = Ny so grofl wihlen, dass fiir alle n,m > N gilt P (| X,, - X;n,| > €) <
J.

,, <= Entweder Beweis durch Widerspruch oder folgende Konstruktion:

Wihle eine Folge (Jx)r mit d; > 0 so, dass Y.7° 0 < oo; rekursiv definieren wir nun
Ng so, dass Ng =0 und

VkeN 3N, > Nioy Ym 2 Ny P(| Xy, — XN, | > 0k) < 0.
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Sei Ay :={|Xn,,, - Xn,| > dr} dann gilt mit Borel-Cantelli
Y P(Ag) <Y 6, <00 = P(limsupy Ay) = 0.

Das heifit insbesondere dass fiir alle w € A := limsup, Ay die Reihe Y[ Xn, , (w) —
Xn, (w)] konvergiert (da absolut konvergent) und daher konvergiert (Xy, ) und wir
setzen Z(w) :=lim Xy, (w) fir alle w € A und auflerhalb (Nullmenge) beliebig. Die
Behauptung folgt nun mit

P(|Xn - Z]>€) <P (|Xn - Xn,| > §) + P (|1 X, - Z]> §) > 0.

Aufgabe 9.4. Losung: Fiir die f.s. Konvergenz ist die Aussage bekannt, da ein Vektor genau
dann konvergiert, wenn alle seine Koordinaten konvergieren. Wer den Beweis vergessen
haben sollte, kann sich den sehr dhnlichen Beweis in L? ansehen: X, := (X,(Ll), ... ,X,(Ld) )

und o.E. sei X =0.

Fiir einen Vektor ist die LP-norm folgendermafien definiert:

[Xalio = [ 1XaldP

wobei | X,| irgendeine Vektornorm in R? bezeichnet — iiblicherweise nimmt man die ¢2-
Norm (also die Euklidische Norm). Weil aber in R? alle Normen #quivalent sind, kénnen

wir 0.E. auch die £;-Norm |z|; = |zM)] +--- +[z(D], 2 = (2M)),... 2(?) nehmen. Dann gilt
d , d
| Xnlze <D NX e < 3 1 Xnl e = | X 10
i=1 i=1

wo wir die offensichtliche Abschiitzung |z|; = [z + -+ + [(D| < |x|; + -+ + |z|1 verwendet
haben. Das zeigt dass auch in L ein Vektor genau dann konvergiert, wenn die Koordinaten

konvergieren.

Wir kommen nun zur P-Konvergenz. Der eben gefiihrte Beweis funktioniert auch hier,
wenn wir bereits wissen, dass die P-Konvergenz von einer Metrik kommt. Das zeigen wir

aber erst in Aufgabe 9.5. Also gehen wir ganz elementar vor.

=% Seiie{l,...,d}. Dann

. . d
P(XW - X5 ) <P \J SIXD - xOPs |0
=1

d : '
P Z’Xff) ~XO2>e SP(\/E max | XD - x| >6)
=1

ie{1,...,n}

d
<P ]X,S”—X(i)bi)—m.
(i:l Vid
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wobei wir Aufgabe 9.3(b) verwenden bzw. wie im Beweis dieser Aussage argumentieren.

Aufgabe 9.5. Losung: f(x) = <& ist stetig, monoton wachsend auf R* und beschrinkt.

1+x
(a)=(b): X, Lx = Xn-X L0 = Xn-X 20 und da f stetig und beschrénkt
ist, folgt mit der Definition der schwachen Konvergenz: E (M) - E(0) =0.

1+ Xn-X]|
(b)=(c):

Xp,-X|n1l Xpn—-X
E(X,- X[ n1) <28 K= XIAL Y op( =Xl )
1+|X,-X|al 1+ X, - X|

wobei die erste Ungleichung gilt, da der Nenner < 2 ist. Die zweite gilt, da f monoton ist.

(c)=(a): O.E. sei € € (0,1]. Dann finden wir mit der Markov-Ungleichung

n—>00

1
P(|Xn - X|>€) = P(1A| X, - X| > €) < ~E(LA X - X]) 222 0.
€

Wir zeigen nun, dass p eine Metrik ist:

p(X,X)=0,p(X,)Y)=0=>X =Y fs. und p(X,Y) = p(V, X).

AX.Y) - E X-Y] \ g X-Z+|Z-Y]
’ 1+ X-Y|) \1+|X-2Z|+|Z-X|

o X2\ (12
1+]X - Z| 1417 - X|
=p(X,2)+p(Z,Y).

Hier wurde erst die Monotonie von f benutzt, und dann der Nenner jeweils nach unten

abgeschatzt.

Aufgabe 9.6. Losung: Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis. (a)<>(b):

1 = P(lim,, X,, = X)
=P(Ve>03IN: Vn2N: | X, - X|<e¢)
=P(Vk IN: Vn>N: |X,-X|<})
= lim P(3N: ¥n > N: X - X[ < 1)

Und diese Aussage ist dquivalent zu
0=lim P(VN: 3n>N: X0 - X[ > 1)
= lgi_gloIP’(limsupnﬂXn - X|> 1.
Die Mengen sind monoton wachsend

< Vk: P(limsup,{|X, - X|>1})=0
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< Ve>0: P(limsup,{|X, - X|>¢€})=0.

(b)<(c): Wenn |X,(w) — X(w)| > € fiir unendlich viele n gilt, dann mufl der grofite
Teilfolgenlimes (also der limsup) der Beziehung limsup,, | X, (w) - X(w)| > € geniigen.

Weil wir alle € > 0 betrachten, kénnen wir 0.E. €/2 betrachten.

Die Umkehrung zeigt man analog: wenn der limsup grofler ale € ist, dann gibt es eine
Teilfolge, so dass fiir diese Teilfolgenglieder | X,,s — X| > € gilt, und davon gibt es unendlich

viele...

(b)<(d): Das folgt unmittelbar aus der Def. des limes superior fiir Mengen und der

MafBstetigkeit:

P(]X,, - X| > eunendlich oft) = P(limsup,,{| X, - X| > €})
= P(0k Unsi {|Xn - X[ > €})
- lim P(Uye {1, - X > €))

=limP({sup |X,, - X| > €}).
k nzk

Aufgabe 9.7. Losung: ,,=“ Aus X, Ex folgt, dass auch jede Teilfolge (einer Teilfolge) X,/
gegen X in Wahrscheinlichkeit konvergiert. Wir konnen die Aussage sogar verschérfen:

es gibt eine Teilfolge (X)), die f.s. konvergiert, vgl. Korollar 9.10.

,,<=*“ Wir setzen nun voraus, dass jede Teilfolge (X/,), eine Teil-Teilfolge (X'),, enthilt,
die alle gegen denselben Grenzwert X in Wahrscheinlichkeit konvergieren. Angenommen,
X, konvergiert nicht gegen X in Wahrscheinlichkeit. Dann koénnen wir eine Teilfolge

(X,)n finden und ein € > 0, so dass
vn : P(|X, - X|>¢€) > e
Aber diese Teilfolge kann keine Teil-Teilfolge haben, die in Wahrscheinlichkeit oder f.s.

gegen X konvergiert.

Wenn wir das Teilfolgenprinzip auf die ZV 14, mit P(A,) — 0 anwenden, dann sehen wir,

dass 14, nicht punktweise konvergieren muf}, aber eine Teilfolge 1 Angi) konvergiert f.s.

Aufgabe 9.8. Losung:
(a), (b) Fiir die charakteristische Funktion von (X,,Y},,) gilt

d)(Xn,Yn) (f; 77) — Eeian+i’l7Xn XnéLYn EeianEeinYn N ]EeigX]EeinY.

n—00

Diese Rechnung zeigt, dass lim,, ¢(x,, v, ) punktweise existiert und dass der Grenzwert
selbst eine charakteristische Funktion ist, namlich die einer ZV (X', Y’)"T mit den

Komponenten X'~ X, Y’ ~Y.
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In diesem Sinne gilt: (X,,Y,)" 4 (X,Y) " und X 1 Y.
Weiter gilt:

Eeianﬂ'an — Ee’i(£+77)Xn Ee’i(£+17)X — EeifX-H'T]X

n—oo

also (X, X,)T 5 (X, X)T.

(c) Wir wissen bereits, dass lim, Ef(X,,Y;,) = Ef(X,Y) fiir alle f € Cy(R?) gilt. Wenn
u € Cp(R), dann ist f(z,y) := u(z +vy) in Cp(R?), d.h. aus (b) folgt sofort, dass
limy, w(X, + Yy) = w(X +Y) gilt, und daher X, +Y, % X +Y.

Aufgabe 9.9. Losung: EsgelteY =cf.s., alsoY ~ é. fiir eine Konstante ¢ € R. Aus Lemma 9.12
wissen wir, dass in diesem Fall Y, Ly aquivalent ist zu Y, L ¥, Daher kann die

Zusatzfrage mit ,,ja“ beantwortet werden.

Wir werden zeigen, dass (X,,Y),) LA (Xn,c) gilt, wobei wir nichts iiber die gemeinsame
Verteilung des Zufallsvektors (X,,, Y, ) voraussetzen (d.h. die Abhéngigkeitsstruktur nicht

nédher spezifizieren. Weil die Abbildungen = — z + y und z — x - y stetig sind, folgt dann

aus
lim Bf(X,,Y,) =Ef(X,c) VfeCy(RxR)
sofort
lim Eg(X,Y,) =Eg(Xc) VgeCy(R)
und

lim EA(X, +Y,) =Eh(X +¢) VheCy(R).

n—>o0

Um die d-Konvergenz des Vektors (X,,,Y,,) zu zeigen, verwenden wir den Satz von Lévy
(Satz 9.18) und wihlen f(z,y) = e'(€=*m).

‘Eﬂ i (EXn+nYn) _ g i(6X+1c)

< ‘IE ei(anmYn) _E ei(ﬁXnH]c)

+ ‘Eei(éXnJrnC) _ Rei€X+ne)

<E ei(£Xn+77Yn) _ Eei(anJrnc)

I |Eei(£Xn+nc) _ Eei(§X+nc)

<E |emYn _ e”’C] + ’Eeian B Eeigx‘ .

Der zweite Ausdruck konvergiert offensichtlich gegen Null, weil X,, L x gilt (Satz 9.18).
Fiir den ersten Ausdruck gilt — fiir festes n € R — auf Grund der gleichmafligen Stetigkeit

von g + ¥ mit geeigneten € >0 und = 6(¢) > 0

E | — el = (| — ¢ 14y, _ +E [l — el 1y _ e
v | =E[]e™ | Lv—cpsy] + E [ | L v,—cicsy]
<2E [y, o0y ] + E[el gy, —ciesy ]
<S2P(|Y, —¢| > ) +¢

P-Konvergenz, da d,¢ fest
e — 0.
n—>00 €l0
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Bemerkung. Fiir Teil (a) ist ein direkter Beweis unangenehm. Teil (b) kann folgender-

mafBen direkt bewiesen werden:

Fiir festes € e R gilt

Eeié(Xn+Yn) _ giX _ (EeiS(X“Y") _ EeisX”) + (]EeifX" _ }EeisX)

—>0 wg. d-Konvergenz
n—00

Der erste Ausdruck kann wie im Beweis des Satzes von Slutsky (Satz 9.21) mittels gleich-

mafiger Stetigkeit behandelt werden: fiir jedes € > 0 und geeignetes d = d(e, &) gilt

}Eeif(xn‘*'yn) _ }Eezfxn < E

o6 Xn ( oi€Yn _ 1)‘

=E

eYn _ 1|

<e+P(|Y,]>0)

wobei die P-Konvergenz in der vorletzten Zeile eingeht.

Aufgabe 9.10. Losung: Es seien &, 7 € R; dann sind f(z) = %* und g(y) = ¥ Funktionen in
Cyp. Daher gilt

E () ()} _ goiex giny
=Ef(X)g(Y)

Tim Ef(X,)g(Y)

i€ Xn inY

lim Ee
lim Eei«fi)’ ()

n—oo

und somit (X,,Y) “, (X,Y).

Nun gelte X = ¢(Y) fiir eine Borel messbare Funktion ¢. Fiir f € Cp sei g = f o ¢.
Offensichtlich ist f o ¢ beschrankt und Borel messbar, also

Ef(Xn)f(X) =Ef(Xn)f(¢(Y))
=Ef(Xn)g(Y)
— Ef(X)g(Y)
=Ef(X)f(X)
=Ef*(X).
Weil feC, = f?eCy und weil g = 1 trivialerweise eine beschrinkte Borel-Funktion

ist, haben wir
Ef2(Xn) — Ef2()§ ).
n— 00
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Mithin ist

E(|f(X) - fF(Xn)?) = Ef3(Xn) - 2Ef(X,) f(X) + Ef*(X)
—— Ef*(X) - 2Ef(X)f(X) + Ef*(X) =0,

2
und wir erhalten, dass f(X,) LN f(X).

Es sei € >0 und fiir R > 0 definieren wir f(z) := —Rvz A R. Offenbar ist f € Cj und daher

P(|X, - X|>¢€)
<P(X, - X|>¢, |[X|<R, | Xp|<R)+P(|X|>R)+P(|X,| > R)
=P(lf(Xn) - f(X)[> €, [X|< R, [Xp| < R) + P(IX] > R) + P(|f(Xn)| > R)
<P([f(Xn) = fF(X)[ > €) +P(IX| > R) + P(|f(Xn)[ > R)
<P(If(Xn) = f(X)] > €) + P(IX]| > R) + P(|f(X)| > R/2) + P(|f (X0n) - f(X)] > R/2)

hier geht ein, dass {|f(X,)| > R} c {|f(X)| > R/2} u {|f(Xy) - f(X)| > R/2} — verwende
die Dreiecksungleichung: |f(X,)| < |f(X)|+]f(X) - f(X,)]

<B(If(X0) - FCO)| > €) + PX| > RJ2) + B(X| > Rj2) + B(f(X,)) - F(X)| > R[2)
= B(If(X0) - F(O)| > €) + 2P(IX| > R/2) + B(f(X,)) - F(X)| > R/2)

< (l + %)Eﬂ F(X) = F(Xn)?) + 2P(1X] > R/2)

€,R fest und f=freC) X ist f.s. R-wertig

0.

oP(|X| > R/2)

n—oo

Aufgabe 9.11. Losung: Wir iiberlegen uns zunéchst, dass die Folgen (uy, ), und (oy,)y kon-
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vergieren. Auf Grund der Voraussetzung wissen wir, dass

lim Ee’Xn = lim e#néeont’/2 dx(§) existiert (9.1)

n—oo n—oo

Wenn wir den Logarithmus bilden, gilt fiir eine geeignete Folge (ky)n c Z

. 1
lim log Ee®*" = lim (iunf - 5(%52 + 27rknz') existiert.
n—o00

n—oo

Weil Imaginir- und Realteile separat konvergieren, folgt 302 = lim,, 0o 02 > 0. Im Hinblick
auf (9.1) folgt dann aber auch lim,,_, eHn = 6%52‘72¢X(§). Es gilt

/6 eiehn ¢ = 1 (e““" - 1) (9.2)
0 ifin '
und indem wir den Grenzwert mit Hilfe von dominierter Konvergenz bilden, folgt
€ 1,2¢2 . € e .. 1 ie . 2
f dx(&)e2? s dg| =lim f et d¢| < liminf —— (|e*#|+1). = liminf —.
0 n 1J0 n il no |l
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Wire (4 )n unbeschriankt, dann ergébe sich ein Widerspruch zur Stetigkeit von ¢x(§)
bei £ =0 und ¢x(0) = 1. Mit dominierter Konvergenz sehen wir wiederum mit Hilfe von
(9.2), dass die Limiten

1 :
lim / e®“Hr d¢ und  lim (e 1)
n Jo n

existieren. Folglich existiert auch lim,, 1/(iu, ) oder lim,, y1,,. Weil die Folge (i, ), beschrankt
ist, gilt lim,, gy, = p € R.

Es sei f € Cp. Dann ist

1 (x_un)2)dx

Bf(Xa)= [ 1) — e (=50

und nach Variablenwechsel geméf y = (z — py,) /0y, finden wir

Ef(Xn) = fRf(ycrn + fin) \/%exp (- y—z) dy.

Weil p,, » p und o, — o, folgt mit dominierter Konvergenz (f ist stetig und beschrankt!!)

. ) 1 2
hTILnEf(Xn) = [Rllﬁf(yUanMn) —%exp(—%)dy
1 2

=fﬂ%f(y0+u)me><p(—%)dy-

Somit ist der schwache Grenzwert der X, eine N (u,o)-verteilte ZV. Fiir o = 0 liegt eine

ausgeartete GauB-ZV vor (die ist f.s. konstant mit Wert ).

Umkehrung: Es seien X,, ~ N(pn,02) ZV und es gelte o, - o und ju, — p. Dann
existiert eine ZV X ~N(u,0?) und X, LX.

Beweis: Fiir die charakteristischen Funktionen gilt wegen unserer Annahmen
dx. (€) = pitn=3006% _ jifu-50°€%

Die r.S. ist aber die charakteristische Funktion einer ZV X ~ N(y,0?) und geméi8 Satz 9.18
folgt X,, - X in Verteilung.

Aufgabe 9.12. Lésung: Die Aufgabe wird interessanter, wenn wir statt Y;, die ZV n, =1-Y,
betrachten, die B(1 — 1/n)-verteilt ist.

OE seien die X, standardnormalverteilt. Die Folge X,, konvergiert (trivialerweise) schwach
gegen eine N(0,1)-ZV X und die 7, konvergieren schwach gegen n ~ d;. Es ist ndmlich
fir f e Cy:

Bf(m) = [ ) d((1- 1)+ 20) = (1= 1)) + 2 10) » £(1) = [ fw)dsi.
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R.L. Schilling: Wahrscheinlichkeit

Da der limes trivial ist liegt bereits Konvergenz in Wahrscheinlichkeit vor - vgl. Lemma 9.12.
. . d .. -
Es liegt daher die Vermutung nahe, dass X, -7, — X -1. Das priifen wir jetzt nach. Dazu

sei g € (. Dann
‘ f 9(Xnny) dP - f g(X)dIP‘
= nlin dP—/ n dP‘
/Q(X ) 9(Xn)

- Xt d}P’—/ X,) - X, dIP"
Jpoamyae= [ o= [ g(xa)

- XnndIP’—[ Xnn—f X, dIP”
Jpoumya= [ o)~ [ o)

= X, dP — X,)dP
f{nn=0}9< ") [{Wo}m )
< Xonn) — g( X)) dP

/{nn:O} 19(Xn11) = (X))

n—oo

<2[gleoP(1 = 0) —— 0.

Hier verwenden wir in der ersten Gleichheit, dass X ~ N(0,1) ~ X,, ist, dass in der
zweiten Gleichheit Q = {n, =1} u{n, = 0} (bis auf eine Nullmenge) gilt, und dass 7, — 0
in Wahrscheinlichkeit, was P(n,, = 0) — 0 impliziert.

Fazit: lim, X,n, existiert und ist X ~ N(0,1), d.h. (standard-)normalverteilt. Anderer-
seits konvergiert lim, X,Y,, gegen Z = 0.

Hinweis. Man vergleiche diese Aussage mit Aufgabe 9.9...

L ] |
Aufgabe 9.13. Lésung:
e Satz 9.18 kann man wie in Aufgabe 1, S. 158, von [Schilling-MI] zeigen.
e Satz 9.14 folgt aus dem Portmanteau-Theorem, Satz 25.3 in [Schilling-MI].
[ ]

Aufgabe 9.14. Losung: Weil die X; iid N(0,1)-ZV sind, ist die Summe S, = X7 +---+ X, ~
N(0,n) und daher X,, = n"1S, ~ N(0,n/n?).

e Mit Hilfe der Chebyshev—Markov Ungleichung erhalten wir

. X, 1
P(|Xn|>e)<v( ) — 0.

2 ne2 nooo

Das zeigt stochastische Konvergenz.

e Fiir X ~ N(0,0?) gilt, dass

X _ _ T L
Ee —fexp{:c 202}d:ﬁm
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~ (z - 0?)? 1 o?
_/exp{— 552 }dmmexp{g}

-exp{‘ﬁ}
= 5 .

Nun kénnen wir die Markovsche Ungleichung anwenden:

P(|Xu| > €) = 2P (X, > )
=2P (aX, > ae), a>0,
= 2P (exp{aX,} > ™)
< 2exp{-ae}Eexp{aX,}

2
o}
=2expy— —Q€E;.
Die Wahl « = ne minimiert den Exponenten und es folgt

n€2

P(‘an > 6) < Zexp{—7} .
Mit €, = 2+/(logn)/n ergibt sich

- 1
Y P(I Xy >en) <2 )] ﬁ<oo,
neN neN
und die fast sichere Konvergenz folgt mit Hilfe von Lemma 9.9 (schnelle stochastische

Konvergenz).
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10 Unabhangigkeit und Konvergenz

Aufgabe 10.1. Losung:

(a) weliminf A, < we |J[) A4

—

——

<

n=1i>n

es existiert ein ng € N, so dass w € ﬂ A;

1>ng

es existiert ein ng € N, so dass fiir alle i 2 ng : w € A;

w liegt in schliefflich allen A,,.

(b) welimsup A, < we )4

<

—

—

n=11i>n

fiir alle n e N:we [ 4,

>n

fiir alle n € N existiert ein ¢, >n:we A4;,

w liegt in unendlich vielen A,,.

(c) Die Behauptung folgt unmittelbar aus Teil (b):

limsup 1y, (w) =1 <= 14,(w) =1 fiir unendlich viele n e N <= " 14, (w) = co.

n—oo

(d) Es gilt

n=1

w e {limsup [X,| > €} < limsup|X,(w)|>¢€

—

—

—

—

inf
n

sup [ X; (w)| > €

2N

Vn :sup |Xi(w)] > €

22N

Vndip 2n:|X;, (w)]>e€

w e M UJ{IXi| > €} = limsup{|X,,| > €}

n izn n

’ daraus folgt die erste Inklusion‘

= we [ U{Xi| > €} = limsup{|X,,| > €}

—
<~

n i2n

Vn:we | J{|Xi| > €}

2N

Vndip2n:|X; (w)|>e€

Vn :sup | X;(w)| > e

inf
n

zn

sup | X;(w)| > €

zn
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< limsup|X,(w)|>¢€
n
<= we{limsup|X,|>¢€}
n

und das zeigt dann die zweite Inklusion. Wenn wir den Beweis genau ansehen, dann

haben wir sogar gezeigt, dass

{limsup | X0 > e} c limsup {|X,| > €} c limsup {|X,,| > €} = {hmsup | X0 > e}
n—oo n—oo n—o00 n—o00
und die Inklusionen ,,c“ sind in der Regel strikt.

Alternative: Weil A ¢ B <= 1,4 < 1pg gilt, ist die Behauptung offensichtlich

aquivalent zu

]l{limsupnﬁm | X n|>€} < ]llimsupnﬁoo{|Xn|>e} < ]]-limsupnﬂoo{|Xn|>e} = ]]-{limsupnﬁw [ Xn|>€}-

Wir beachten nun, dass Ljjy sup, 4,, = limsup,, 14, (siche unten, vgl. auch [Schilling-MI],

Kapitel 2, Aufgabe 9) und daher ist die Behauptung auch dquivalent zu

Ltimsup,, ..oy [Xn|>ey SHMSUP Ly, ey <lmsupTyx, e = Ltimsup,, o [Xol>e)
n—oo n—oo

oder zu
1(c .00 (limsup |Xn|) <limsup 1 ooy (| Xn|)
n—oo n—oo

<limsup T o) (1Xnl) = 1ie,o0) (limsup |Xn|) .
n— oo n—oo

Die erste Ungleichung gilt auf Grund der Definition des limsup fiir Funktionen

(vgl. Appendix, Kommentar nach Lemma A.2), die zweite Ungleichung ist triv-

ial, die Gleichheit an dritter Stelle folgt aus der Oberhalbstetigkeit der Funktion
Y+ 100y (y), vgl. Lemma A.1 und Satz A.3.

Wir zeigen schliefflich noch, dass 1y, sup, A, = limsup,, 14, gilt:

limsuply, (w) =1 < 14, (w) =1 fiir unendlich viele n € N

n—oo

<= w € A, fir unendlich viele n e N

<= welimsup A,
n

— ]]-limsupnAn(w) =1L

Aufgabe 10.2. Losung: Wir schreiben X, fiir den Ausgang des nten Miinzwurfs, 1 bedeutet
Zahl (Erfolg) und 0 Wappen (Misserfolg), wir schreiben P(X, = 1) = p, P(X,, = 0) =
q =1-p. Weil die Miinzwiirfe unabhéngig sind, ist die Folge der Ereignisse (Ag)x (vel.
Aufgabenstellung) unabhéngig:

Ak € U(XQk,X2k+1, e ,X2k+1_1).
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Die Wahrscheinlichkeit von Ay erhalten wir mit der Binomialverteilung; wir haben es mit

2% Wiirfen in der Ay definierenden Wurfserie zu tun:

2k 2k: ok
P(Ak)=2( )p”(l—p) o
n=k \ T
k-1 k
2
-5 e
n=0 \ 1
k-1 k .
251 P
“L-aen” (%)
(1-p) nz:%n!(Qk—n)! 1-p
max. k Faktoren
:1_(1_p)2kkz:12k'(2k—1)‘(2k—2)'...'(2k—n+1)( P )”
n=0 n! 1-p
k-1 n
>1-(1-p)% (2)* l(L)
n:On! l—p
kg e 1 p \"
>1-(1-p)¥okk _(_
n;)n! -p
_ 28 ok-k p
=1-(1-p)° 2 exp( )
I-p

Weil limyo0(1 — p)2 2% = 0, gilt limy_e P(Ag) = 1, also ist ¥2°, P(Az) = oo und die
schwierige Richtung des Borel-Cantelli Lemmas zeigt die Behauptung.

Aufgabe 10.3. Lésung: ,,<“: Wir nehmen an, dass ein derartiges C' > 0 existiert. Aus (der

einfachen Richtung von) Borel-Cantelli folgt dann
P(lim sup{X,, > C}) =P (X,, > C fiir unendlich viele n) =0
n

d.h.
P (lim inf{X,, < C}) =P (X,, <C fiir schliefilich alle n) =1,

und die Behauptung folgt aus der Inklusion
liminf{X, <C} c {sup X,, < oo}
n n
(diese gilt, da w € liminf,{X,, < C} <= IN=N(w) : Vn 2 N : X, (w) < C und da

MaX, <y (w) Xn(w) < c(w) < oo....).

= (Indirekt). Angenommen fiir alle C' > 0 ware ., P(X,, > C) = co. Da die X,

unabhéngig sind, gilt nach (der schwierigen Richtung von) Borel-Cantelli, dass

bl

vC >0 : P(limsup{Xn > C}) =1
und damit

]P’( () limsup{X,, > C’}) =1

CeN n
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Nunmehr
we () limsup{X, >C}
CeN n
<= VCeN,VneN, Jizn: X;(w)>C
= VCeN :supX,(w)>C
= sup X, (w) = o0
und daher

P(suan = oo) =1 < ]P’(suan < oo) =0.

Aufgabe 10.4. Losung: Die Richtung ,,=“ folgt wie die einfache Richtung des Borel-Cantelli
Lemmas (Satz 10.1.a)):

P(A,, fiir unendlich viele n) = > 1,4, = oo fast sicher
n=1

= 1p Z]lAn = Z]lAnt =oolp fast sicher, (0- 00 =0)

n=1 n=1
und die Behauptung folgt, indem wir den Erwartungswert bilden und P(B) > 0 beachten.

Fiir die Umkehrung ,,<=“ ist es wichtig, dass die Reihe fiir alle B € o/, P(B) > 0, divergiert,
da wir ja keinerlei Unabhéngigkeit annehmen. Angenommen, die Reihe divergiert und es

gilt P(limsup,, A,) < 1. Wegen der MaBstetigkeit existiert ein k € N, so dass

P(Ud) <1

nzk

Daher gilt fiir B := (Upsk Ax)¢, dass P(B) > 0 und

) k-1
Y P(A,nB)< Y P(A,nB) <
n=1 n=1

im Widerspruch zu unserer Annahme.

Alternative: Wir haben
0= P(A,nB)=EY 14,0

n=1 n=1
und damit muss Yo ;14,5 = IpYor; 14, = oo auf einer Menge C von strikt posi-
tivem Mafl gelten. Wir setzen N = {};2; 14, <oo}. Wenn P(N) > 0 ist, wéhlen
wir B = N und finden einen Widerspruch, d.h. es muss P(N) = 0 gelten. Daher ist
P(A,, n B fiir unendlich viele n) =1 fiir alle B mit P(B) > 0, also insbesondere fiir B = (.

Aufgabe 10.5. Lésung:
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Nach Voraussetzung ist {X < 2} € €, d.h. die Verteilungsfunktion Fx(z) = P(X <
x) € {0, 1} hat genau einen Sprung, z.B. bei ¢ € R. Das zeigt X ~ §. oder P(X =¢) = 1.

Es gilt f1(B) e Z(R) VB € Z(R) und damit
o(f(X)) =o({XH(f1(B))| Be A(R)})

co({X7(B) | Be B(R)})
=o(X).

Somit ist A € o(f(X)) auch in o(X) und damit von sich selbst unabhdngig:
P(A)=P(AnA)=P(A)? — P(A){0,1}.

Mithin ist o(f(X)) trivial und, nach Teil 1, f(X) = const.

Im allgemeinen braucht in diesem Fall X nicht konstant sein! Dazu betrachten wir
eine Bernoulli-ZV X mit Werten +1: X ~ %61 + %5_1 und f(z) := |z|. Offensichtlich
ist f(X)~dp(1) =01, d.h. trivial und somit unabhéngig von X.

Aufgabe 10.6. Lésung:

Ay = {limsup,, X;, < oo} =N, {lim SUD;, 5 Xn < oo} ist terminal.

Ag = {lim sup,, Sn—" < oo} =MNm {lim SUDpsm S";Sm < oo} ist terminal.
Ag = {lim,, S,, existiert und ist < ¢, ce R} ist terminal.
= {lim,, S,, existiert und ist endlich}
= () {limpzm (Sn — S ) existiert und ist endlich}
m
T2 %
Ay ist nicht terminal, Beispiel: ([0,1),B([0,1),)\), X1(x) =
0 sonst

und fiir n>1: X, =0. Nun sei ce (0,1).

Ay = [07%) ¢{2,[0,1)} = Th,n> 1.

As ist terminal siehe Beispiel 10.8.

Ag ist nicht terminal, wir kénnen das vorletzte Beispiel (fiir A4) modifizieren: Ag =

[0,3)¢{2,[0,1)} = F,,n>1.

{limsup,, X,, < z} = Ny, {limsup,,5,, Xn < z} ist terminal fiir alle  und damit ist
Y7 Z.-messbar.

{limsup,, S, < x} ist nicht terminal fiir alle z (analog zu A4) Daher ist Y nicht

Two-messbar.
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Aufgabe 10.7. Losung: P(S,=0) =

n ungerade
n

(n)pﬁq% n gerade

n
2

Mit Hilfe der Stirlingschen Formel erhilt man:

1
2n)nn an oo p=q=3
Z(n p"q ; ="

n >n ﬁvk sonst fiir 0 <v < 1 und somit < oo

Beachte hierbei, dass die Funktion = — z(1-x) auf dem Intervall [0, 1] ein Maximum bei

x:%hat, d.h. pq<%vvennpq'E %

Aufgabe 10.8. Lésung: Es gilt: P(7), < 00) = P(7T} < 00)". Beweis:

90

P(T,, < 00) =P(inf{m > T),-1 : Sy, = 0} < 00, T},_1 < 00)

= EP(Tn_l =l,inf{m >1:5,, =0} < c0)
=0

™8

P(T,-1 =1,inf{m>1:5,, -5, =0} <o0)

~
Il
[e=]

™8

P(Tn_l = l,inf{k >0: Sk+l - Sl = 0} < oo)

~
I
o

™8

P(Tn,l = Z)P(inf{k? >0: S -5 = 0} < OO)

Iy
=

™8

P(T,_1 = )P(T} < )

~
I
o

P(Tn_l < OO)P(Tl < 00)
= P(Tl < Oo)n

Weiter ist {S,, =0 u.0.} = {T}, < o0 ¥Yn} =N,{T,, < oo} und daher gilt:
P(S, =0 u.0.) = lim P(7} < 00)" = 1.
Das zeigt die Richtung (i)=>(ii).

Es gilt E(X52011s,-0y) = ZnzoP(Sn = 0) wegen Tonellis Satz (Positivitit des Inte-

granden).
Die Gleichheit Y77 P(S, = 0) = X720 P(T < co) sieht man so: sowohl ¥, 115, -o1(w) als
auch Y, ]l{Tk«x,}(w) zéhlen die ,,Nulldurchgiange“ des zu w gehoérenden Pfades

So(w), S1(w), S2(w), S3(w), ...
— und daher miissen diese ZV und auch ihre Erwartungswerte iibereinstimmen. Die letzte
Gleichheit ist die geometrische Reihe.

Wenn (ii) gilt, dann ist die linke Seite der im Hinweis angegebenen (und eben hergeleiteten)

Gleichheit = oo, und damit gilt (iii). Es folgt (ii)=-(iii).
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Wenn (i) nicht gilt ist die rechte Seite der im Hinweis angegebenen (und eben hergeleiteten)

Gleichheit endlich und daher kann (ii) nicht gelten. Das zeigt (durch Kontraposition)
(i)=(ii).
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11 Summen von unabhangigen Zufallsvariablen

Aufgabe 11.1. Losung: Wir verwenden Etemadis Ungleichung (11.1) mit x = 3¢ und dann die
Markov-Ungleichung. Beachte, dass VX, = E(X?2) gilt. Wir konnen also auch Bienaymés
Identitiit verwenden und sehen, dass E(S7) = VS, < VS,,. Daher ergibt sich

Etemadi
P| max [Sk| > = < 3 max P (|Sk| > x/3)
1<k<n 1<k<n
Markov E(Sg)
< 3 max
I<ksn 22/9
zent:riert 97 max w
I<k<n a2
Bienaymé VSn
= 27 .
LL‘2

Aufgabe 11.2. Lo6sung;:

(a) Wir zeigen erst, dass X,, ~ Y} fiir alle n gilt. Nach Konstruktion haben wir

P(X,=1)=P(Yp=1,Y; =1) +P(Yy = -1,¥; = -1)
YL poyy = D)P(Y; = 1) + P(Yy = ~1)P(Y; = -1)

11
22 2 2 2
und genauso sehen wir, dass P(X; = -1) = 1/2 gilt.

Nun sei angenommen, dass X1,..., X, wie Yy verteilt sind. Dann gilt

SP(Xy =1, Y1 = 1) + P(X,, = =1, Y1 = ~1)

XY p X = )PV = 1) + P(Xy, = ~1)P(Ypi1 = -1)
11 11 1

= — ¢ — + —_ . —_ = —
22722 2

und genauso sehen wir, dass P(X,,+1 = —-1) = 1/2 gilt.

Kommen wir zur Unabhéngigkeit. Dazu sei x,, € {-1,1}. Wir haben

]P)(Xl =:L‘1,...,Xn=$n)
:]P(Yn:xn/fn—lw--vyé :$2/$1,§/1 :901/1,3/0: 1)
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+P(Yn = l’n/a}n_l,... ,YQ = .%'Q/le,Yl = .’L'l/(—l),Yg = —1)

iid (%)HP(YO “1)+ (%)RP(YO =-1)

1\"
()
= ]P)(Xl = xl) P(XQ = $2) taan P(Xn = J}n)

Daraus folgt sofort, dass die Folge X1, ..., X, unabhéingig ist.
(b) Fiir allen e Ngilt Yy = X,041/(Y1-Ya-...-Y},), also ist Y beziiglich (%, 7, ) messbar,

also

o(Yy) c rllla(@, Tn).

(c) Es gilt

P(Yo=yo, X1 =21,..., Xpn=2n) =P(Yo =v0, Y1 = 1/Y0,-- -, Y = Tn/Tp41)
=P(Yo=yo) P(Yi=z1/y0) ... - P(Yn = 2p/Tn-1)
1\l
-(3)
=P(Yo :yo)'ﬁP(Xz‘ =;)

und daraus folgt, dass Yy 1L o(X1,...,Xy), d.h. Yy 1 73 und daher auch Yy 1N, Z,.
Nach Konstruktion gilt auch Yy 1L 2 und somit Yy 1o (%, Ny Tn)-

Die Inklusion
(.07 o @) — o(v.07)eNe @)

gilt immer. Angenommen N, o0 (%,7,) c o(%#,N, Z,), dann hitten wir auch
o(Yo) c o (#,Nn Ty). Da aber Yyl o (% ,N, ) ist, wiirde P(Yy = 1) € {0,1}

folgen, was offensichtlich falsch ist.

Aufgabe 11.3. Losung: Das ist Satz 9.18 mit Y = 0.

Aufgabe 11.4. Lésung: ,,=“: das ist gerade Satz 9.7.
=Sy 4 S impliziert, dass fiir m <n, S, - Sy, 4 0 gilt (hier geht wesentlich ein, dass
wir auf einem einzigen W-Raum arbeiten). In der Tat finden wir, dass S,, und S,, — Sy,
unabhéngig sind, d.h. es ist

EeiSn = R ei€(Sn=Sm) [ i€Sm

Wenn wir m,n — oo streben lassen, finden wir Ee#(Sn=5m) W%, 1. Nach Aufgabe 11.3

folgt damit S,, — Sy, 4 0 und da der Limes trivial ist, folgt nach Lemma 9.12 S,, - .5,, L 0.

94



Losungen. Version vom March 29, 2025

Mit Aufgabe 9.3(c) folgern wir, dass (S,), eine P-Cauchy-Folge ist, und als solche ist sie

auch P-konvergent.
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12 Das starke Gesetz der groBBen Zahlen

Aufgabe 12.1. Lésung: Wir wihlen R > 0 und definieren X? := X; A R. Die ZV X[ sind nach
wie vor iid, E|X¥| < oo und daher gilt nach dem SLLN, dass mit S := Y%, X2 die Folge

n1SE » EXJ f.s. konvergiert. Weiter

Sk 8
XF<X; = SP<S, =— EXT = lim = <liminf =2,
n—oo n, n—-oo n

Mit Hilfe des Satzes von Beppo Levi sehen wir supp.oE[(X{)*] = E[X]] = o, also
E[X?] = E[(XF)*] - E[(X{)"] - oo, woraus wir liminf, e n 1S, = oo (und damit
lim,, 0o 1S, = co folgern.

Aufgabe 12.2. Lésung: Weil E(X?) < oo == [E|X}| < oo, folgt die f.s. Konvergenz direkt aus
dem SLLN. Die L?-Konvergenz folgt aus der Bemerkung, dass fiir zentrierte ZV Z gilt
VZ = E(Z?); insbesondere gilt

1 & id o, [ 1 <
V(=YX -EX, | ¥ V|- Y (X -EX)
i L
iid 1 &
S Y V(X -EX)
i=1
id 1 &
= ZV(X1 -EX;)
i=1
1
= —-VX; —0.
n

n—oo

Aufgabe 12.3. Lésung: Wir schreiben S, := X1 + X5 + -+ X,,. Aus der Definition erhalten

WIr ) 9
B(s) =3 <

“logi  logn

()] oo

n logn n—oeo

und somit

d.h. S,/n - 0 im Quadratmittel (in L?), also auch in Wahrscheinlichkeit (wegen der
Markovschen Ungleichung).

Andererseits wissen wir, dass Y ;o9 P(|X;| > ¢) = 1 gilt, also wegen der ,,schwierigen Rich-
tung“ des Borel-Cantelli Lemmas gilt | X;| > ¢ unendlich oft. Also gilt auch |S,, — Sp-1| > n

fiir unendlich viele n und daraus schliefen wir, dass S,,/n nicht f.s. konvergieren kann.
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Aufgabe 12.4. Losung: Das SLLN besagt, dass T, (w)/n — p fir alle w € Q" aus einer Menge
Q' mit Mafl P(Q2') = 1. Auf Grund der Definition der ZV N; wissen wir, dass
TN, <t <TnN;11
und daher erhalten wir
TNt <L< TNt+1 .Nt+1
Nt\Nt\Nt+1 Nt '
Weil fiir jedes n die ZV T), < oo ist, folgt Ny(w) 1 oo fiir alle w € Q" wo P(Q") = 1. Somit
gilt auf der Menge Qg := Q' n Q" (diese hat Maf 1!)

T
lim Ne(w) und lim M =1, w € Q.

oo Ny(w) e Ny(w)

Die letzten beiden Formeln zeigen nun die Behauptung, dass ¢/ Ny - u f.s.

Aufgabe 12.5. Lésung:
(a) Nach dem SLLN gilt % Y1 X; - pund % >Y1Y; - v fs. Wenn wir die beiden auftre-

tenden Nullmengen vereinigen (was wieder eine Nullmenge ist), erhalten wir

SIX  aXiXi gs o

1Y, lyry wee w0

(b) Wir betrachten die Folge Y; = (X; —p)2. Diese ZV sind iid, da die X; iid sind. Weiter
gilt EY; = E((X; - )?) = VX, = 02, d.h. das SLLN gibt direkt die Behauptung.

Aufgabe 12.6. Losung:

(a) Weil die Mengen C] nur von X, abhingen und die X, iid sind, sind die C], un-
abhangig. Wir wollen die schwierige Richtung des Borel-Cantelli Lemmas verwen-

den. Es gilt

2119’(02) = ZlP(IXnI >nr)

iid

g

P(|X1| > nr)
1

P(r X1 > n)

018 5

1

n
*) 1
zr E|X1|+1=OO,

—~

d.h. Borel-Cantelli zeigt P(limsup,, C},) = 1 fiir beliebige 7 > 0. Im Schritt () haben

wir die folgende Identitdt bzw. Abschétzung verwendet:

E|X| = fo }P’(|X|>t)dt=2f P(|X]>t)dt
n=0“"
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e n+1 )
<> [T R(XIzn)dE =14 Y POX] 3 ).
n=0“"

n=1

(b) Wenn w € Q, :=limsup,, Cy,, dann gibt es eine Folge (ng); mit
1
—|Xp, (W) 27 YweQ,.
ng

Angenommen, limsup,, - L 3% X, (w)| < ¢ < 00. Dann folgt insbesondere

X | _|ZP X ETXG Z’f’“X Z’f’“ 1XZ
h ng ng ng
) Z’f’“X,- . ’;k 1)<,~ ng -1
ng — 1 ng

Wir bilden nun den limes superior und erhalten r < 2¢. Weil aber r beliebig ist, fithrt
das zum Widerspruch. Also divergiert die Reihe fiir alle w € N,.eny C), = Qoo und die
Behauptung folgt, da P(Q) = 1.

Aufgabe 12.7. Losung: Wegen des SLLN wissen wir, dass fiir alle w e Q', P(Q') =1 gilt:
lim X1(w) + Xo(w) +-+ X (w)

n—oo n

Also gibt es ein N = N(w), so dass

=,LL=]EX1>O.

VweQ IN(w) ¥ns N(w) : X1(w) + Xo(w) ++-+ Xp(w) 5

Vo=

= YweQ IN(w) Yn>NW): X1(w)+ Xo(w) +- + Xp(w) %
= Ywe : liminf [X;(w) + Xo(w) + -+ + X, (w)] = 00

Aufgabe 12.8. Lésung:
(a) Es gelte | X, (w)| < c< oo (gm. in n,w) und n25,2 - 0 f.s. Offensichtlich gilt

Vn € Ny 3!/{,’”22[\/_J€N0-/€ ’I’L<(/{? +1)

Mithin
Su_Si) |Sn_ Sal | Sn Ok
n k2 n k2| |kZ2 k2
1 1
< o k‘2 nc+—(n k2)e
n
()
— 0.

Wir folgern daraus, dass S,/n — 0 f.s., weil die Teilfolge Sj2 /k2 von S,2/n? nach

Voraussetzung f.s. gegen 0 konvergiert.
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(b) Nach Teil (a) reicht es zu zeigen, dass S,,2/n? — 0 f.s. Nun gilt (vgl. auch Aufgabe 9.6)
Sp2

lim 22 =0 f.s. < hmsups——()fs

n—oco M2 nooo M2

<~ Ve>0: P(n_2|Sn2| >0uo.)=0
< Ve>0:P (limsup {n_2|5n2| > 0}) =0
n—o00
und das konnen wir mit Hilfe des Borel-Cantelli Lemmas iiberpriifen: wir zeigen,

dass

Ve>0 : ZP(@>6)<OO.

n=1 n2

Zunachst verwenden wir die Chebyshev—Markov Ungleichung

|S,,2] 1 Sp2 2 1 9
PS> o)< 22| (B) |- st

Weiter gilt

2

Tl2 n
S%L,=3"X2+2 Y XX, = E[SL]=YE[X}]+2 3 E[XiX)] .

1=1 1<i<k<n? i=1 1<i<kgn? ~———
=0 iid, EX;=0
Aufgrund der Beschranktheit der ZV erhalten wir schliellich
E [Sig] <n2c?
und damit
> (15,2 ® 1 5 = n’c c & 1
P < E(S%:) < — —
| |

Aufgabe 12.9. Losung: Diese Aufgabe geht auf einen Satz von Marcinkiewicz und Zygmund
[6] zuriick und ist sehr schwer. Unsere Losung lehnt sich an die Darstellung von Loeve [5,
Band 1, S. 251ff] an.

Im folgenden seien cy, b, strikt positive Folgen b,, 1 co, Z (en) .= 7 1 zj<c,} bezeichnen die
abgeschnittenen ZV, und g, : [0,00) = [0,00), g,(0) = 0 ist eine Folge von wachsenden
reellen Funktionen. Weiterhin sei angenommen, dass g, differenzierbar ist (absolut-stetig
reicht aus) und dass

kx?  auf [0,¢,)

gn(fb') 2
k' auf [ep, 00)

gilt. Die ZV (X,), seien unabhéngig.
i) (vgl. Drei-Reihen Satz 11.6 oder die Abschneidetechnik im SLLN von Kolmogorov auf
S. 128, Zeile 11 von unten gezdhlt). Wenn die Reihe Y., P(|X,| > ¢,) < oo konvergiert,
dann konvergiert YN (Xn - EX}LC")) genau dann fast sicher, wenn YN | ( xen) EX(C"))

f.s. konvergiert.
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Beweis. Zusammen mit dem Borel-Cantelli Lemma (einfache Richtung) zeigt die
Bedingung, dass P(X,, # xS u.0.) =0, d.h. fiir fast alle w finden wir N(w) € N, so
dass Yp-n(w) (X,gc”)(w) —IEX,(LC")) = YneN(w) (Xn(w) - EXT(LC")). Damit haben die

beiden Folgen f.s. dasselbe Konvergenzverhalten. O

ii) (vgl. Korollar 11.3). Wenn die beiden Reihen Y., P(|Xy| > ¢,) < 00 und ¥, ]Egn(|XT(LC”)|) <
oo konvergieren, dann konvergiert nyzl (Xn - EX,(LC")) fast sicher.

Beweis. Wegen i) reicht es zu zeigen, dass die Folge Eﬁf:l (XT(LC") - IEX}LC”)) f.s. kon-

vergiert. Das folgt aber aus

)/Hx
SV < REHE) T Ly R () <o
K n
mit dem Argument aus Korollar 11.3. O

iii) Wenn die Reihe Y, Eg, (| X,|) < oo konvergiert, dann konvergiert 25:1 (Xn - EX;LC"))

fast sicher.

Beweis. Es gilt wegen gn[c,, o) > K’

SR(Xl > 00) € Y — =B (%) < T Ega (X)) < 0

n

sowie wegen der Monotonie von gy,
2 Egn (X)) < 3 Ega(IXal).
n n
d.h. die Behauptung folgt aus ii). O

iv) Wenn die Reihe ¥, [ g5(2)P(|X,| > )dx < oo konvergiert, dann konvergiert
Zn=1 (Xn —IEXéC" ) fast sicher.

Beweis. Es gilt wegen der Formel 1.8.k) auf Seite 5
SE(XD =Y [T a@P(X > a)de <Y [T g @P(XE)]> @) do

sowie

S P(1Xn| 2 cn) = Y P(IX)] 2 ¢0) Z

n n ’T'L

Egn(!X(C")D = ZEQnﬂXr(f")D <00
und wir kénnen, wie schon in iii), Teil ii) anwenden. O

v) Wenn die Reihe ¥, Egn(|Xn|/bn) konvergiert, dann konvergieren die Folgen
YN bt (Xn —EXS’"C”)) und by} ¥y (X EX(b"c”)) fast sicher. Wenn zudem
gn(z) 2 K"z auf [0,c,] gilt, dann konnen wir in den Folgen EX,Sb”C") durch 0 erset-

Zen.
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Beweis. Wegen Kroneckers Lemma (Lemma 12.7) reicht es aus, die Konvergenz der
erstgenannten Folge zu untersuchen; das folgt aber unmittelbar aus iii), angewendet
auf X, /by,.

Wir zeigen noch den Zusatz: Mit den an g, gestellten Bedingungen und der Mono-

tonie von g, haben wir

(ann)

1 xmed N ( X, )
E —S'E <— S Eg, (|52 < oo
Z K// ; g”( by, Kl ; Gn b, o0
Das zeigt, dass wir in der Folge den Term EX,(Lb”C") weglassen konnen. O
vi) Wenn die Reihe ¥, [ gn(2)P(|X,] > byx) dz konvergiert, dann konvergieren die

Folgen N, b1 (Xn —EXS?"C”)) und by} N (X IEX(b"C")) fast sicher. Wenn
zudem g () > K" x auf [cp, 00) gilt, dann kénnen wir in den Folgen EX ) durch

EX,, ersetzen (sofern der Erwartungswert existiert).

Beweis. Wegen Kroneckers Lemma (Lemma 12.7) reicht es aus, die Konvergenz der
erstgenannten Folge zu untersuchen; das folgt aber unmittelbar aus iv), angewendet
auf X,,/by,.

Wir zeigen noch den Zusatz: Mit den an g, gestellten Bedingungen und der Mono-

tonie von g, haben wir

(bnen)
1 X,-X
i _Ex (bacn) n = Xn
;@XEQ EX )S;E .
(bnen)
1 X, - X
e e

< Do |3

1) < oo

Das zeigt, dass wir in der Folge den Term IEXS)"C”) durch EX,, ersetzen konnen

TL

(sofern der Erwartungswert existiert). O

vii) Nun seien die ZV X, iid und es gelte E(|X,|P) = E(]X1[") < oo fiir ein p € (0,1). Wir

wihlen nun in v) g(z) = z, ¢, = 1, b, = n/P. Dann gilt
Y [ RNl > by do = Y [ RO > 0 ) do
" | S B(Xal > n'a) do
u /01 S P(IXy| > n'Px) dx
- folgpqxﬂp/an) dz

1 V4
< J/‘ X,
0 xP
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1
=E(|X1|P)f0 2P dz < oo

Daher zeigt v), dass die Folge

X1+ Xo+--+ XN p<l, £s. 0
N1/p N-oo

viii) Nun seien die ZV X, iid und es gelte E(|X,|P) = E(|X1|?) < oo fiir ein p € [1,2). Wir

wéhlen in vi) g(z) = %xz, ¢n =1, by =n'/P. Dann gilt
Cn 1
S [ G @PX > ba)de = 5 [ B (Xl 2 0tr) da
1
- [ SR> ) do
[ SRl i) da
1
- fo © S B(X1[PJa? > n) dx
1 P
< / mE& dz
0 P
1
“E(X417) fo 2177 d < oo

Daher zeigt vi), dass die Folge

Xi+Xo+--+ Xy - NEX| 1<p<2, fs. 0
Nl/p N—oo

Bemerkung 1. Es gilt, wie im Kolmogorovschen SLLN die Umkehrung: Fir iid ZV
X, pe(0,2) emistiert E(|X1|P), wenn der f.s. Grenzwert lim,, n='/P ¥ | (X; —az) fiir eine
geeignete Folge (a;); existiert. Fiir den Beweis verweisen wir auf Loéve [5, S. 255].
Bemerkung 2. Feller [3] hat gezeigt, dass im Fall von iid ZV (X,,), mit E|X;| = co und
einer Folge (b,), so dass b,/n wichst folgende Aussage gilt:

=0 wenn Y,P(|X1|>0b,) <o

limsup b, | X1 + Xo + -+ X,| =
n =00 wenn Y, P(|X1]|>0b,)=00.
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13 Der Zentrale Grenzwertsatz

Aufgabe 13.1. Losung: Aufgrund der Konvexitat von x — e* gelten die elementaren Ungle-
ichungen

(1+z)<e® und (1-z)<e™ VzeR.
Somit also auch (1+z) <e” und (1+2)(1-z)e” < (1+2z) und
(*) (1-2%)e" < (1+1z)<e” VzeR.
Weiter gilt folgende Variante der Bernoulli-Ungleichung
(%) (1-2)">21-nz Viz| < 1.

[Das sieht man induktiv. n =1 ist klar, der Induktionsschritt ist durch

(1-z)""'=(1-2)1-2)">1-z)(1-nzx)
=1-z-nz+na’

>l-z-nzx=1-(n+1)z

gegeben.J

Setze nun = = a,/n in (*), potenziere und verwende (xx) fiir alle n € N, die |a,/n| < 1

erfiillen. Dann

CL2 n an \™
< (1 - —") enanin ¢ (1 + —") < el = ot
mn

Da a, —> a, gilt auch a2 /n 22%, 0 und die Behauptung folgt.

Alternative Losung 1: Da a, e, a, gilt fiir geeignete Zahlen 6,6’ und grofe n

0'a<ay,<6ba -
! n n n
(1+9_a) <(1+a—") <(1+0—a) =
n n n
0'a . . an " . (7% " Oa
e’ *<liminf(1+ — ) <limsup|{l+—] <e€’% =
n n n n

und da wir in der letzten Zeile 6,0’ — 1 streben lassen konnen, erhalten wir das behauptete

Resultat.
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Alternative Losung 2: Betrachte
an\" any\ n
1og(1——n) —nlog(l——n)—an—an .

Da lim, a,, = a gilt lim,, a,,/n = 0 und wir kénnen fiir den zweiten Faktor in der Rechnung

oben mit de I’'Hospital (Form “8”) argumentieren:
log(1 - -1/(1-
T G Gl B
z—0,2>0 x z—0,2>0 1
und daher
log(1-—=
n
lim log (1 - a_n) =lima,, - lim M =a-(-1)

n n n n —
n

und die Behauptung folgt, indem wir die (bekanntermaflen stetige!) Exponentialfunktion

auf beiden Seiten anwenden.

Aufgabe 13.2. Losung: Wir rechnen riickwiirts, was die Kenntnis von F~! voraussetzt und
daher nicht fair ist. Der direkte Beweis verwendet den Residuenkalkiil aus der Funktio-

nentheorie oder unsere Rechnung in Beispiel 7.5. Es ist

— f elelem w8 ge = — (/ e S e de + / e S ettt d§)
21 J-oo 2m \Jo 0

_1( 1 . 1 )
o \l+iz 1-ix

1 2

" 2m (1+iz)(1 - i)
11

Trl+a?

Aufgabe 13.3. Losung: Indirekter Beweis: Wir nehmen an, dass V.X; = co gilt.
Schritt 1: Wir nehmen zunéchst an, dass alle ZV symmetrisch sind. Dann gilt
Xy = X1 <) + XnT (1 pey ~ XnT (150 jce) = XnT (1o} = X

(hier werden nur die linken und rechten Ausldufer der Verteilung vertauscht — und die
sind symmetrisch! Vgl. hierzu auch Aufgabe 7.4.) Wir schreiben X, := X, 1 x, |<c} und
X5 = Xnlyx,|>cy Daher erhalten wir fir beliebige ¢ € R

P(Xp2t) =P(Xep+ XE21) 2P(Xep 2 t, XE 20)
P(X, > t) = P(Xepn— XE21) > P(X,p 2, XE <0)

Weil die Ausdriicke auf der linken Seite gleich sind, erhalten wir durch Addition der beiden
Abschétzungen

IP(X, >t) =P(X, >t) + P(X, > 1)
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>P(Xen2t, X, 20)+P(Xep 2t, X, <0)
=I( cn/t)

Daher gilt fiir t = ky/n und beliebiges x > 0

n 1 (& 1
IP(ZXimﬁ)zilP’(ZXc,i>nﬁ)>§ (*)
i=1 i=1

weil wir auf der r.S. den CLT auf die ZV X.; anwenden kénnen und weil aii = E(Xfl) 0

E(X?) = oo:
< Zn Xcz K )
P Xei 2 ﬁ\/ﬁ) N ]P’( > —
(’le Oc z\/_
n>>1

/ —x2/2 dx
V21 Jefoc

Oc,i—>00 1 ) 1
geivee, L (% -t g, L

csoo /21 Jo 2’
Weil wir den Grenzwert x — oo in (*) bilden konnen, ist das ein Widerspruch zur

d
angenommenen Konvergenz von n /2 Y% X; 5 S, d.h. es muf E(X?) = VX < oo gelten.

Schritt 2: Nun seien die X; nicht als symmetrisch angenommen. Wir betrachten statt

der X; die Symmetrisierungen X; — X, ((X); ist eine iid Kopie der Folge (X;);) und weil
VX; <o — V(X; —Xz/) =2VX, < o0
konnen wir die oben gemachte Schlussfolgerung auf X; — X/ anwenden.

Aufgabe 13.4. L6sung:

(a) Wir wahlen € > 0,6 >0,k >0 und ny € N so gro}, dass P(|Ng/ng — 1| > 0) < € gilt. Es
SN, Sny

ist
7 )
oMy 0'\/_
= P ([Sn, = Snil 2 ov/ng)

< IP’(|SNk—Snk| 2 KO/, |Nk—nk| Sénk)+IF’(|Nk—nk|>5nk)
< P (|Sn, = Sn,| = Ko/ng, [Nk —ng| <ong) +¢€
iid
S P(|Sinv . (> , | Ng — <0 +
s, E US> ro/mi, [N —nil <o) + e
iid
< P(‘S|Nk—nk|‘ > ﬁax/nk) +€

< IP’( max |5 > ,%U\/nk)+e

I<ong+1

Kolmogorov VS[5nkJ+1

<

Kk2o2ny,

2
iid (long] +1)o
- ~ 2 2 '€
R20“N
ong +1 0 )

< +e€ —+e—> — — 0.

/1271]c ng—>00 /@2 e—0 /{2 0—0
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(b) Wir variieren den Beweis von (a) etwas. Mit den Bezeichnungen von (a) haben wir
Sne  Sny

IP’( 2/4:)
O+\/MN O\/Nk
= P (|Sn, — Sn,| 2 kov/nk)

]P(|SNk - Snkl 2 KO+\/Ng, |Nk —nk| < (5nk) +P(|Nk —nk| > (57‘%)
P(’SNk _Snkl 2 KO~\/Ng, |Nk —nk] < (5nk) +€

P max S; = Sp, | 2 ko/ng, [N —ni| <dng | +e
(1—5)nk—1<l<(1+(5)nk+1| nel 2 | <

IN IN

IN

IN

max S;— Sn.| 2 kong | +€
((15)nk1<l$(1+5)nk+1| il 2

i ]P’( max ‘S”,nk“ z HO'\/'I”Lk) +e€

—6nk—1<ls5nk +1

= ]P’( max |5 > /fa\/nk) +e

I<ong+1

Kolmogorov VS[dnk ]+1
—_—

<

K202ny,

2
iid (|ong] +1)o
= gt
RZ0“N
5nk +1

< Zie—2 0

K2ny, ng—>oo 2 0 K2 §-0

(c) Wir kénnen das CLT auf die Folge Z; anwenden und erhalten Zj La-~ N(0,1).
Weil Yy, - Z;, =z, 0, kénnen wir Slutsky verwenden und erhalten Yy, = (Y —Zk )+ Zg 4,
G.

Aufgabe 13.5. Losung: Wir schreiben ¢ = ¢x, fiir die charakteristische Funktion der X,, und

wir nehmen o =1 an. Es gilt

bz, = Eei%k - |ei6Sn, IV Ne _ i EeiESn/ﬁP(Nk =n).

n=0

Nach Voraussetzung gilt Eei5n/Vi 6_52/2, d.h.
Ve>0 3M=M(e)eN ¥n>M(e) : [EeS Vi €2 <.
Mit diesen Beziehungen erhalten wir

|¢Zk(f) - 6752/2‘

< i |Eei55”/ﬁ - 6_52/2| P(N, =n)
n=0

M )
=3 |Eei55"/ﬁ - 6_52/2| P(Ny=n)+ >, |Eei§5”/\/ﬁ - 6_52/2| P(Ni =n)
n=0 n=M+1

M oo
<2Y P(Np=n)+ Y [EH5NVT_ €L |B(N, = n)
n=0 n=M+1
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M )
<2Y P(Ngy=n)+e » P(Ny=n)
n=0 n=M+1

<S2P(Np < M) +e€

——€e— 0.

k—o0 €l0
Das zeigt, dass Zj % N(0,0?), m.a.W. dass Z/o = N(0,1)
[ ]
Aufgabe 13.6. Losung: Fiir festes x € R sehen wir
Ny —t Ny—-p 't ( ¢ \/7)
P > |=P|——=27|=P|N: > - +2z P(T,, ) <t)
( a*t/p ) ( Vort/u? T e
wobei wir n(t) = [ﬁ + 1/ Z—?J setzen. Weiterhin gilt
T, n(t) t- t
P(T, ) <t) =P n(t) = #n( ) pn(t)
ov/n(t) a\/n(t
und
4t a’t 3
vty V)
t 2 2
Ay e e N V-
—xo\/t B -z B
o’t g2 7o
a\/t+ac\/7 \/1+x\/t—
Nun koénnen wir den CLT auf 7;, anwenden und erhalten
. MNt -t [ —m2/2 f —m2/2
lim P 2
t=oo ( o’t/u ) V2 J-oo T
[ ]

Aufgabe 13.7. Lésung: Weil E(X?) = E(X?) = VX = 02 < oo gilt, geniigt die Folge (X?);

dem SLLN, d.h. wir erhalten

n

X
IR e

3IH

f.s. wg. SLLN " f.s. £s. wg. SLLN SLLN
2 0_2 Z 2 A e RS

1& 1
=3 X — |2
n=1 n;x
Der CLT zeigt andererseits, dass
X+ Xo+-+ X
1P A 2, G N(0,07)
\/ﬁ n—oo0

und mit dem Satz von Slutsky (in der Form von Aufgabe 9.9(a)) folgt daher

1 X ic1 Xi
1=1 i=1 —NN(Ol)

i= 7 =
/n 2_
ilei \/ﬁ \/ 21 2 e
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Aufgabe 13.8. L6sung:

(a) Es gilt

1 1 1 1 2
VX—z—+( )2 +122 (1 )+(—1)2—(1—,—)=2—,—
12 2 12 12

und wegen der Unabhéangigkeit ist dann V.S,, = .1, (2 - Z%) und daher

—VS D

nZ lz n—oo

weil bekanntlich die Reihe Y52, 72 konvergiert.

(b) Wir betrachten die gestutzten ZV X/ := (-1) v X; A 1. Offensichtlich sind die X
iid und es gilt P(X] = +1) = 1, d.h. wir konnen auf die ZV X/ und deren Summe
Sy, ==Y X/ den CLT anwenden: EX/ =0, VX! = 1 und daher

S, d
—_—
\/ﬁ n—o00

Nun ist aber — &hnlich wie beim Drei-Reihen Satz (Satz 11.6) — das Konvergenzver-

G ~N(0,1).

halten der gestutzten Folge das der nicht gestutzten Folge. Wir haben namlich

1 n 2
—ES -S| < EX X!| = i-1)= 0
weil bekanntlich Z’f% ~ logn (Integralvergleichskriterium!) ist. Somit gilt insbeson-
dere

Sp,-S" P

n___

\/ﬁ n—o00

(die Konvergenz gilt sogar in L', aber das brauchen wir nicht) und wir erhalten mit
dem Satz von Slutsky (Satz 9.21), dass

0

Vi e

G+0=G~N(0,1).

(c) Die Aussage widerspricht nicht dem CLT, da die Lindeberg-Bedingung nicht erfiillt
ist: 52 = 2n —2/n und daher gilt fiir ¢ > 0 und hinreichend grofie n (so, dass es,, > 1

ist):

n n2

n
1
_2 -
E(X21 5 #0.
Z ( {1X; |>687L}) Sn ; I — 2/TL IN2-92 nooo 2

Aufgabe 13.9. Losung: (Beachten Sie den Fehler in der Angabe: statt Y72 V.S, = co muf es
Yo, VX, = oo heiflen). Wir rechnen die klassische Lindeberg-Bedingung (L) nach. Fir
festes € > 0 und X; ~ v; gilt

(d) = f (d
Z v V( 1’) {|z|>esn N[ CC]x V( «T)

n i=1 Jlxl>esn n i=1
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1

52 .
n endliche Summe
wegen s, — 0o

2
z°v;(dx
»/{|x|>esn}ﬁ[—C,C’] ( )

1
< VX; —— 0
Sh endliche n—oo
Summe

weil nach Voraussetzung s2 — co. Damit kénnen wir den CLT anwenden.

Aufgabe 13.10. Lésung: Esgilt s2 =VXo+---+ VX, =1+2+--+202=2n"1 1
e Die Lindeberg-Bedingung (L) gilt nicht: wir verwenden den Variablenwechsel y =

x/%

1 27952
Qe:c/Qdex _

— T
3721 1;2 oV 21 Jesi £

e ﬁTﬁ

3l\3|ww 3M|?rw

2 e}
2 2r s sk /o

7 é =~ ffyeyﬂdy
= \/%_W/E;y2ey2/2dy~l
e Die Feller-Bedingung (F) gilt nicht:
lim max —Z =lima2 —th_2 = L #0.

noIksns2 omos2 0 n 2711 2

e Die asymptotische Vernachlissigbarkeit (A) gilt nicht: wir verwenden den Vari-

ablenwechsel y = x /oy

oo 2 2
ea:/2akd:1:

21}1};1["(|Xk| > €S,) = max

1<k<n O'k\/

= max

e V12 gy
1<k<n \/271' [sn/ak

e Y 2/2 dz

- \/ T Jesnfon
2 00 2
~ e V2 dy
N/ 2 _/eﬂ

und dieser Ausdruck konvergiert nicht gegen Null, wenn n — oo.

111






14 Bedingte Erwartungen

Aufgabe 14.1. Loésung: Wir zeigen, dass die o(F}, ..., F,)-messbaren ZV alle von der Gestalt

Yiv1 cilp, sind. Dazu setzen wir
Y={F,u---uF, 1<ij<ig<---<ip<n, 1 <k<n}u{g}.

Offensichtlich ist X eine o-Algebra und es gilt {F,...,F,} c X co(Fy,...,F,), d.h. es gilt
Y =o(F,...,F,). Weil eine X-messbare Funktion der Beziehung {X > A} € ¥ geniigen
muB, folgt, dass X eine Treppenfunktion sein mufl mit Treppenstufen aus 3. Da die F' € X
disjunkte Vereinigungen der Fi,..., F), sind, kénnen wir X also in der Form )}, ¢;1p,

darstellen.

Damit ist die r.S. von (14.7) ¥-messbar und die Behauptung folgt genauso wie in Beispiel 14.10

mit Hilfe von Lemma 14.9.

Aufgabe 14.2. Losung: Wir schreiben 3 := o(Fj,i € N) und X9 =o(FyU---U F,,,n e N). Es
gilt
Flu---uF,eX] = Y9Cdy

und, wegen der Disjunktheit,

FiZ(Fluu'UFi)\(FlLJ"-UFi_l)EEQ > Zl CEQ.

[ 1]
Aufgabe 14.3. Lésung: Verwenden Sie die Formel (14.7). Es gilt
2" i/2"
a7 — n . .
E(X | 7)(w) = 212 f(i_l)m X(@)dwLir ().
[ 1]

Aufgabe 14.4. Losung: Es gilt

1 _(@-m)?+(y-m)? 1 _E@m? 1 (y=

fry(y)=ge T = e T e = (@) (),

wobei fx und fy jeweils Dichten von N(m,1)-verteilten Zufallsvariablen sind. Da die
gemeinsame Dichte das Produkt einzelner Dichten ist, sind X und Y unabhangig. Mit
der Formel aus Definition 14.16 gilt

Fay ) = PXAB) L o
Y ) Vo ‘
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R.L. Schilling: Wahrscheinlichkeit

Da X und Y unabhéngig sind, gilt mit Satz 14.12: E(X[Y) = E(X) = m (denn X ~
N(m,1)) also a =m und b =0.

Bemerkung: Allgemein gilt: Wenn E(Y|X =m) ~ N(m,0?) und X ~ N(mq, %) (0,7 >
0), dann
E(X|Y) = meo” Ty
02472 g24727

+

[ ]}
Aufgabe 14.5. Losung: Wir wissen

fxy(z,y)

Ixy(@|y) = ——=— = fxv(z,y)=fxy(@|y) fr(y)
fy(y)

und

fx(x) = [ fxy(z,y)dy.

Damit haben wir fyx(y|z) = fxf’igiy) falls fx(y) # 0 und = 0 sonst.

Formal entspricht das der Bayesschen Formel: fx y entspricht P(An B), fx)y entspricht
P(A| B) und fx, fy entsprechen P(A) bzw. P(B).

Aufgabe 14.6. Losung: Zur Erinnerung: Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.o7,P) gilt
fiir eine Zufallsvariable Y : Q - R, B € Z(R),g: R - R messbar und beschrénkt:

E(5(V)9(V)) = E(Lpyemyg()) = [ o(V)dP= [ g(t)B(Y <),

Entsprechend der Definition der bedingten Erwartung (Def. 14.3) geniigt es zu zeigen,
dass

E(Lp(X1)7"(X1)) =E(Lp(X1)h(X1,..., X)) VBeZA(R).
Das folgt aus
E(15(X1)7"(X1))
- [B A8 P(X € diy)

:fBEh(tl,XQ,...,Xn)P(Xledtl)

- fB f h(t1,ta, ... tn) P(Xa € dts) ... P(X,, € din)P(X1 € di)
|[Fubini. Beachte, dass h messbar und beschrankt ist, und die
|gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen das Produkt der einzelnen
|Verteilungen ist, da die X; unabhéngig sind.

- f L (t)h(tr, o, o tn) P(X1 € di)P(Xo € dts) ... P(X,0 € dt)

=E(1p(X1)h(X1, Xo,..., X5)).
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Aufgabe 14.7. Losung: Offensichtlich gilt
X+Y=EX+Y | X+Y)=EX | X+Y)+E(Y | X +Y).

Daher reicht es aus, E(X | X +Y) = E(Y | X +Y) zu zeigen. Nach der Definition der
bedingten Erwartung ist das dquivalent zu
f X dP = YdP VB e B(R)
X+YeB X+YeB
— fX]lB(X+Y)dIP’: /Y]lB(X+Y)d]P> VB ¢ B(R)

— f/a:]lB(x+y)IP’(Xedx,Yedy) - fy]lB(a:+y)]P(Xeda:,Yedy) VB e B(R)
und die letzte Gleichheit gilt, weil die ZV X,Y iid sind:

/f xlp(z+y)P(X edz,Y edy) = ff zlp(z+y)P(X edz)P(Y €dy)
2y ff ylp(y +2)P(X € dy)P(Y € dz)

umbenennen

Xy f/y]lB(er:z)IP’(Y e dy)P(X e dz)

umbenennen, iid

Fubini f ylp(y +2)P(X € de)P(Y € dy)

_ f/y]lB(y+x)IP’(Xed:c,Yedy).

| | |
Aufgabe 14.8. Losung: Es gilt
E[(X-Y)?] "% E[E((X-Y)*|X)]
= E[E(X?|X)-2E(XY | X)+E(Y?|X)]
= E[X?-2XE(Y | X)+E(Y?| X)]
A E[X%-2X - X + X2
= 0.
Daher folgt X =Y f.s.
| | |

Aufgabe 14.9. Lésung: Wir definieren Y := E(X | .#). Wenn X € L?, dann ist alles sehr

einfach: Zunéchst bemerken wir, dass
X ~E(X|Z) = E(X?) =E(Y?)
und daher gilt dann

E[(X-Y)?] = E(X?)-2E(XY)+E(Y?)

tower E(XQ) -2E(E(XY | Z)) + E(Yz)
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pull out E(XQ) - 2E(YE(X | %)) +E(Y2)

= E(X?)-2E(Y?) +E(Y?)
= E(X?)-E(Y?) =0,
was dann X =Y f.s. zeigt.

Nun sei X € L'. Dann ist
X, =(-n)vXAneL? und Y,:=(-n)vY An=(-n)VvE(X|.%)AnelL’

Nach dem eben Bewiesenen gilt X, ~Y, &Y, =E(X, | ¥) =— X, =Y, fs. = X =Y

fs., weil X, - X, Y, » Y fs. (und in L' wg. dominierter Konvergenz).

Wir miissen nur Y, = E(X,, | #) zeigen, da die Abschneideoperation die Verteilungsgle-
ichheit erhalt.

i) Y, ist .Z-messbar, da Y, := (-n) VY An und Y % -messbar ist.
ii) Mit der bedingten Jensen-Ungleichung fiir die konkave Funktion z — n A x erhalten
wir
E(XAn|ZF)<KEX|F)Aan=Y An.
iii) Wenn wir in ii) den Erwartungswert bilden, sehen wir

E(X An) <EY an) 2 E(X An),

also kann in der Ungleichung in ii) nur auf einer Nullmenge ,<* gelten, d.h. wir
haben

E(XAn|Z)=Y An.
iv) Analog erhalten wir dann noch

E((-n)vXAn|ZF)=(-n)VvY an.

Aufgabe 14.10. Losung: Es gilt

E[1iyeX] RES [E(Liyeq X |Y)]

Messbarkeit

E[Liy«E(X |Y)]

E[LiyeqY]-

Voraussetzg.

Wir erhalten damit

0=E[(X -Y)lye| =E[(X -Y)(L{xsepniyee) + Lixeen(vee))]
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und damit (beachten Sie fiir Ungleichung die Menge in den Indikatorfunktionen!)

0<SE[(X =Y xsanvea] = E[(X = Y)xcpnivea] -

Alle Rechnungen bis hierher gelten auch, wenn wir X und Y vertauschen, daher erhalten

wir auch
0<E[(Y - X)Lyseynixea] = ~E[(Y = X)Lixenven ] -
Und daher folgt zunéchst
E[(X = Y)ix<pniyee] = 0
mithin
0<E[(X =Y)(Lixsepniveey] =0 und O<E[(Y = X)(Liysejnix<es] = 0.
Also ist entweder X =Y fast sicher oder es gilt

PH{X >c}n{Y <c})=P{Y >c}n{X <c})=0.

Aber auch hieraus folgt X =Y fast sicher, denn

OSIP’{X#Y}=P((U({Y$q}m{X>q}))u(U({XSq}m{Y>q})))<O.

q<Q q<Q

Aufgabe 14.11. Losung: Wir schreiben %, := o(X1, Xo,...,X,). Es gilt

1 1
E(X,)=n-—-(n-1)-——=1-1=0.
n n-1

Weiter ist

o(Xn) =0 ((0,5]. G 7] G 1l) wnd Fu=o ((0.5], iz ] (50315 (5. 1D)-

In Hinblick auf Beispiel 14.10 haben wir

E(Xps1 | Zn) = Y E (Xnsr | (3, ﬁ])ﬂ(; L
k=2 k> k-1

Nun wissen wir aufgrund der Definition von X,

E(Xn+1]l(07%]) ) E(Xn+1) B

P((0.5])  P((0.7])

also gilt insgesamt E(X,41 | %) = 0.
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Aufgabe 14.12. Losung: Fir F e % gilt

Def. 0 wenn F' abzahlbar 1
fE(1d|§)d)\ c fwdw: ) :fFEdw. (14.1)

5 wenn F¢ abzahlbar

Weil w — % offensichtlich .#-messbar ist, folgt E(id | %) = %

[T
Aufgabe 14.13. Losung: Es gilt
P(|X|>a|ZF)<P(X?>d® | F)
=E(Lix2502) [ F)
5 Zonn17)
<E(X2].7).
(T

Aufgabe 14.14. Losung: Wir schreiben Y := X und X := X; + Xo. Wir wissen aus Korol-
lar 14.18, dass P(Y e dy | X = x) die Dichte

Jyx(y,x)
fx ()

hat. Der Nenner lasst sich wegen der Unabhéngigkeit sofort aus X1+Xs ~ N(pu1+p2, J%-ﬁ-o‘%)

fY|X:x(y) =

ablesen:

) N S _M]
fx (@) = fxiex,(2) = 2n(02 + 02) eXp[ 200t +03) |

Um die gemeinsame Verteilung von (Y, X') zu bestimmen, betrachten wir fiir eine beschrankte
messbare Funktion f:R? - R den Ausdruck

[ f(y, m)fy,x(y, 7)dyda = Ef (Y, X) = Ef (X1, X1 + X2)

(w1 -m)? —u) (w2 = p2)*

Cr— )2
- ]ffy,:v)exp[ (y - Nl) ]exp[_(y 2U§H2) ]

Daher erhalten wir

frx(y,x) L e [_(y_ﬂl)Q]eXp [_(y—x—uz)z]exp[(x i —u2)2]
fx(x)  Vor-ao 207 203 2(of +03)

2+2

b [ M)’ e ) (o)
—g102 202 202 2(0? +02) .

/ 2
O'1+O'2
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Wir zeigen nun, dass der Ausdruck in den geschweiften Klammern gerade (y — pz)%/0?2
ist. Dazu verwenden wir die in der Aufgabe angegebenen Ausdriicke fiir p, und o, und

erhalten

(Y- 11a)® (y—ul = +02 (- m —M))Q

o2 - oto3
o2+02
_ _ _ 0'2 (x _ )20'%4‘0'%
Yy— U1 %+ 2 M1 K2 0_10_%
o2 2 2
+ 0 o1 1
= (y-m)” 2 -2(y - ) 2(96 py = p2) + (z - ul—uz)ﬁ >
03 05 01 +0505

und wir splitten nun mit Hilfe der Identitit —2ab = (a — b)? - a® - b? den mittleren Term
auf; a =y — 1 und b =x — 1 — pe. Damit
o?+02 1 ) . ( o? 1 1

1
2 2

= - - — | (- - +(y-—z+ —
(y Ml) ( 0'10'% O'% 0'%+O'% O'% O'%)( 1 MQ) (y ,UZ) O'%

2
o 1
=(y-m)’ =25 - (@ - )’ 5——= + (z-y-p2)’—
0103 01 +t0;3 05

Aufgabe 14.15. Losung: Die Mengen der o-Algebra o(X) sind von der Form {X € A} wo
A e Z(R). Wir miissen daher zeigen

fFP(VeB|X)dIP>=fFIP>(WeB|X)dP VF eo(X), B e B(R)
— /F]IB(V)dIP’:fF]lB(W)dIP’ VF e o(X),B e B(R)
— f]lA(X)]lB(V)d]P’:f]lA(X)]lB(W)dIP’ VA, B ¢ B(R)

— (V. X) ~ (W, X).

Aufgabe 14.16. Lésung:
(a) Mit Hilfe des Satzes von Tonelli erhalten wir
P(Ax B) = /AK(a:,B) Pi(da) = fA foe-f” dt Py (dz) = AxB v\ x Py(dt, dz)

wobei A das Lebesguemaf auf (0, oo) bezeichnet. Offensichtlich ist P(T') := [ ze ' Ax
Py (dt,dz) ein Maf auf ((0, )2, %((0,00)?)), das eindeutig durch die Rechtecke der
Form A x B € 8(0,00) x (0, 00) bestimmt ist.

Weiter ist

P((0, 0)?) = /(;oo(foooxe"”tdt)Pl(dx) _ fowml(dx) -1
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(b) Die Rechnung in Teil (a) zeigt auch das folgende, wenn wir die Variablen in Koordi-

natenrichtung 1 mit ¢ und in Koordinatenrichtung 2 mit x bezeichnen:

P(X1X2€A)=/]1A(X1X2)dP1=]fﬂA(tm)xe_xtdtP1(dx)

:[([ ]lA(ta:)xe_mtdt) Py (dz)
:f(f ]lA(u)e_“du)Pl(da:)

:flPl(dx)[Ae_“duzfqe_”du.

Aufgabe 14.17. Losung: Da X 1Y, gilt fiir alle B € Z(RY)
E[h(X.V)15(1)] = [ EAX,1)La(y) P(Y € dy)
- [BEh(X,y)IP’(Y ¢ dy).
Wegen Satz 14.23 gilt auch
E[h(X.)1p(V)] = [, [ hla.) Ny do)Lp)B(Y € dy)

- [ ( [ h(a:,y)N(y,dx)) P(Y e dy),

=E(h(X,Y)|Y=y) vgl. (14.15)

und wir finden die Behauptung folgt (weil B eine beliebige messbare Menge ist).
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15 Charakteristische Funktionen —

Anwendungen

Aufgabe 15.1. Losung:
(a) Esist 1-Re@(2¢) =E(1 - cos(2£X)). Mit den iiblichen Additionstheoremen gilt

1 - cos(26x) = 2sin’(Ex)
_2(1 - cos?(¢x))
= 2(1 + cos(§x))(1 - cos(&x))
<4(1 - cos(§x)),

und wenn wir diese Ungleichung gegen P(X € dx) integrieren, folgt die Behauptung.

(b) Wenn 1 die charakteristische Funktion von X ist, dann ist [¢)(£)[* die charakter-
istische Funktion der Symmetrisierung X — X', d.h. wir konnen Teil a) direkt fiir

Re ¢ (&) = |1(€)[? verwenden.

Aufgabe 15.2. Lésung: Wir présentieren drei Losungen, die aber alle folgenden Variablenwech-

sel nutzen:

1 3 n=£T 1
(&)= [Tomdn =" [ oer)dr.
£ Jo 0
Losung 1: Wir schreiben ¢(€) = Ee®X und U ~ U[0,1], U 1L X. Dann gilt
. . 1 .
EeiUX - f Eei€"X P(U € du) = f Eei X dy,
0

also ist x die charakteristische Funktion der ZV U X.

Losung 2: Wir verwenden die Tatsache, dass x(0) = 1 gilt und dass x positiv definit ist.
Um das zu zeigen, wahlen wir n e N, &1,...,§, € Rund c1,...,¢, € C. Dann ist

n

n 1
>ox(&-&)eice = ), fo ¢((&i = &k)T) dT Cicy,

i,k=1 ik=1

=/01( > ¢((fz’—€k)7)ci5k) dr
i F=1

2y

= Al( i gb(&T—fkT)CiEk) dr 20,

i,k=1
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da ¢ positiv definit ist. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von Bochner, Satz 15.12.

Losung 3: Wir schreiben das Integral fol @(&7) dr als Riemann-Summe

V@) = > Lo(knte)
k=1 T

und wir bemerken, dass Konvexkombinationen von charakteristischen Funktionen wieder
charakteristische Funktionen sind (siehe unten) und dass punktweise Limiten von charak-
teristischen Funktionen mit einem stetigen Grenzwert wieder charakteristische Funktionen

sind (Stetigkeitssatz von Lévy, Satz 15.2).

Nun zu den Konvexkombinationen: ¢(£),1(&) seien charakteristische Funktionen. Dann
ist () := %(ﬁ(f )+ %w(f ) wieder eine charakteristische Funktion. Das sieht man entweder

iiber positive Definitheit, oder mit folgender Bemerkung:
P(€) =Ee*X, (&) =EeY, Z:=eX+(1-¢€)Y, e~B(}),eLX,Y.
Dann gilt wegen der Unabhéngigkeit
B < P(e = DECS + B(e = 0)B = 26(6) + S0(O)

also ist 0(€) eine charakteristische Funktion.

Aufgabe 15.3. Losung: Wenn X = ¢, dann ist ¢(¢) = €’ und die Behauptung ist klar.
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Umgekehrt wissen wir aus Satz 7.6.h)/g), dass
EX = -i¢/(0), E(X?)=-¢"(0), und V(X)=E(X?)-(EX)?=-¢"(0)+(¢'(0))"
Durch Ableiten von e/ sehen wir

¢'(€) = f'(&)e!® = ¢'(0) = 1'(0)
¢"(€) = (f"(&) + (f'(€)?) e/ = ¢"(0) = £(0) + (f'(0))>.

Mithin haben wir
VX =-f"(0) - (f'(0))*+ (f'(0))* = = f"(0),

dh. f7(0) =0 = VX =0 = X =EX fs. Weil f(&) = [£]P fiir p > 2 zweimal
differenzierbar ist und f”(0) = f'(0) = 0 ist, folgt, dass eine ZV konstant sein muss und
wegen f/(0) =0 auch X = 0 gelten muss. Dann wére aber ¢ = 1. Somit kann el keine

charakteristische Funktion sein.
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Aufgabe 15.4. Losung: ,,=“: folgt direkt aus der Definition der d-Konvergenz, da & = e¢(x) :=
¢’ eine (komplexwertige) Cj-Funktion ist. Beachte, dass eine komplexe Funktion genau
dann stetig und beschrénkt ist, wenn das auf den Real- und Imaginérteil zutrifft. (Warum
7). Damit

n—>o00

Xn (&) = Eee(Xy,) — Eee(0) = 1
fiir alle € € R.

,,<="“: Nun sei x,,(£) = 1 in einer Nullumgebung, z.B. [-§, ] angenommen. Wir schreiben

Xp ~ fp. Die truncation inequality (Satz 7.11) zeigt dann

([~ 12 <= [0 Rexa(€)) de

und die rechte Seite konvergiert fiir n — oo gegen Null. Damit folgt, dass die (juy,), straff
sind. Nach Satz 15.1 gibt es also ein W-Maf} 1 und eine Teilfolge p,, ;) so dass p,(j) N 7
oder X, ;) % X. Nach Voraussetzung ist fi|[_s5) = 1, d-h. nach Korollar 15.5 ist || = 1
und nach Satz 15.3 ist der Limes X = ¢ degeneriert und somit von der Form fi(¢) = .
Da aber fi|j_5s5) = 1, gilt sogar 2 =1 und X = 0. Nun greift aber der Satz von Lévy
(Satz 15.2) und zeigt, dass nicht nur eine Teilfolge, sondern die gesamte Folge gegen X =0

konvergiert.

Aufgabe 15.5. Losung: Die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert d-Konvergenz und

somit

[ Befee v ies, 7=, g ies
k=1

d.h. 12, Ee*X* konvergiert und ist die char. Funktion einer ZV.

Umgekehrt: die FT von S, ist B’ = T, Ee’“X¥. Da nach Voraussetzung

[TES™ == h(&)
k=1

und da h(§) # 0 auf U, schliefilen wir, dass

n
. iEXy _
ml}gloc HE@ k=1 VEel.
’ k=m

Hier geht h(&) # 0 in U ein. Nun greift Aufgabe 15.4 und zeigt, dass S, — Sp-1 =
Xn++ X 4 0. Da der limes trivial ist, haben wir es sofort mit P-Konvergenz zu
tun. Somit ist (S, ), eine P-Cauchy-Folge und als solche (vgl. Aufgabe 9.3(c)) auch P-

konvergent.

Aufgabe 15.6. Losung: Wir zeigen, dass die charakteristische Funktion der ZV (X - \)/V/A

punktweise gegen e/2 konvergiert.
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Dazu bendtigen wir zunéchst die charakteristische Funktion einer Poisson-ZV X ~ Poi()),

vgl. z.B. den Anhang, 222, Eintrag A.6.9:
Ee’X = exp (—/\(1 - eig)) .
Mithin
log EelS(X-N/VA _ log (e_’f\/xIEei(f/\/X)X)
~ log ( i€V e—A(1_eiE/ﬂ))

log (e‘A(l_eis/ﬁ”f/ﬁ))

eIV _1 g/ \/X
/A '

Wir verwenden nun die Substitution p = 1/ VA und wenden zweimal den Satz von L’Hospital

an:
lim log EeSXVIVA _ iy € 712160
A—o00 110 M2
= lim i€t —ig
pn—0 21
= llm @ = _g
p=0 2 2

Aufgabe 15.7. Losung: Weil X und Y diskret sind, sind X () und Y () hochstens abzéhlbar
und daher ist auch die Wertemenge von Z := X +Y,

Z2(Q)={z+y:ze X(Q),Y eY(Q)}

hochstens abzahlbar, d.h. Z ist auch diskret.

Wir schreiben X (§2) = (&), P(X =¢&;) = a; und Y(Q) = (n)k, P(Y = nx) = b. Fiir die

charakteristischen Funktionen gilt dann
ox(t) =D a;e™  und gy (t) = ) e’
J k
und nach dem Faltungssatz gilt
dz(t) = dxiv(t) = dx(t) Py (t) = Z ;ajbkeit(iﬁnk)
J

Daraus sehen wir, dass die Spriinge (also die Wahrscheinlichkeiten) der Faltung der Ver-

teilungsfunktionen A(F  G)(z) die Form ¥ ., - a;by haben.

Aufgabe 15.8. Lésung:
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(a) Wir schreiben p fiir das von F induzierte Ma8, d.h. X ~ p. Damit gilt u{z} = AF(z).

Dem Hinweis folgend verwenden wir Fubini und erhalten

T T . )
= [ eto@de= o [ e [t uary e

(e s

sinT(t —x)
= dt .
p{x} + o) T(-1) p(dt)
sin T (t—x)
T(t-x)

C : : sinu 1
dominierter Konvergenz (mit der Majorante ** < 1€ L (u)).

6(©F = ([ e uta))( [ utan).

Wenn wir diese charakteristische Funktion (die zur symmetrisierten ZV X - X', X, X'

Weil fur ¢ # = der Limes limp_ o = 0, folgt die Behauptung mit Hilfe von

(b) Es gilt

iid, gehort) in (a) mit « = 0 einsetzen, erhalten wir direkt aus (a)

dim [ (P de = AGF* F)(O) = pox 0 = [l () = 3 (ufr))?.

xeD
(c) Es gelte lim7_,c0 57 f_TT |6(€)|d§ = 0. Dann finden wir wegen Teil (a)
|AF(z)| = [F(z) - F(z-)]

lim — ¥ it d
dim = [ () 5\

< lim ifT|e*“”£ $(€)| de
T—oo 2T J-T

1 T
~lim [ 16(6)] de
=0,

also hat die Verteilungsfunktion keine Spriinge.

Nun sei F' als stetig angenommen. Dann sehen wir mit der Cauchy—Schwarz Unglei-

chung und wegen Teil (b)

1/2 1/2
% [;F 9(O)1de < (% [;F |‘Z’(5)|2d§) Tow (Z |F(x) - F(x—)|2) - 0.

zeR

(d) Wir zerlegen F = F°+ F? und entsprechend ¢ = ¢, + ¢4. Wir kénnen dann noch
normieren ¢./¢.(0) und ¢4/64(0), so dass wir es wieder mit charakteristischen Funk-

tionen zu tun haben. Es gilt

o= [ 0@l = o [] [ ear()| ac
:%f; feixngC(w)+feix£dFd(w)
_ % [T [ e AFC(z) + [Z eingF(:E):H d¢

T xeD

dg
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TEAF ()| dE - @ AFe(z)| d
a7 [ | S et ar@) ae- g [ | [ ear ) e
_ 1 i€ _ - ¢C(£)
- [ 2 AR de 60 [ ¢c(o>‘d5
wegen (c) 1

lim — WEAF(z)| d€ - 0.
T—o0 Tl—I>Iolo 2T x%e (ZL‘) 5

Die umgekehrte Abschéatzung geht ganz dhnlich, wir verwenden nur die ,,normale*

Dreiecksungleichung.
(e) limp_ o (27)71 [_TT |p(&)IPd§ =0 < F ist stetig. Die Richtung ,,=“ folgt mit Hilfe

von (a) und der Jensenschen Ungleichung:

T . p
AP = | Jim (1) [ e oe)

T .
<lim 1) [ e (o)) de

T
= lim 20)" [ Jo()P d

=0

also ist F' stetig. Umgekehrt sei F stetig. Dann haben wir wegen |¢] < 1

T . T .
tim (27)" [ e o) de < Jim 21) [ | o(6)] de =0,

T—o0

Wir schreiben nun |¢[7, , = 2T)7! [ 16(€)|P dé. Weil das eine Norm ist, haben wir,

mit der Notation vom Beweis von (c)

l¢

1p < |@dlrp + |y vnd o =l @elp

ITp 2

Nun wissen wir aber, dass |¢¢|7, = 0 fiir T — oo, also haben wir

1
im L [ s@pde= im o [ joorde = im - [ m%% AR ()| de
(Lévy’s Formel (b) ergibt sich nun daraus fiir p = 2 mit Plancherel.)
L] ]

Aufgabe 15.9. Losung: Wir schreiben X ~ u. Die Verteilung p kann folgendermaflen zerlegt

werden:

[t = Phac + Qhtsc + THd, P+q+7=1,
und g ist der absolutstetige Anteil, ug. ist der singuldr-stetige Anteil und pg ist der
diskrete Anteil. Die Wahl von p,q,r normiert jedes dieser Mafle zu einem W-MaB. In
Aufgabe 2.19 wird die Zerlegung p = . + 7q gezeigt, wobei pie = plige + qiise gilt. Um i,
zu zerlegen benétigt man die Lebesgue-Zerlegung, vgl. [Schilling-MI|, Aufgabe 2, Seite 103.

Es sei F(z) = p(-o0,z] die rechtsstetige Verteilungsfunktion, diese kann man zerlegen

in F' = F,. + Fs. + Fy, wobei das den absolutstetigen Anteil, den singuldr-stetigen Anteil
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und den Sprunganteil bezeichnet. Die Mafle pigc, s und pg korrespondieren zu dieser

Aufteilung und der Tréager von pg ist {x : AF(x) #0}.
Wir kommen nun zur Losung der Aufgabe:

(a) Mit fi bezeichnen wir die charakteristische Funktion des Mafles p. Dann gilt

(] < plHac(O] + iz ()] + 7 [Fa(€)]

und

= limsup|f(§)] < phrén sup |fiac(§)| + ¢ hrén sup |fzsc ()] + 7 hr;l sup |fa(§)|

£—o0
=p-0+qlir£nsup|/I;3(§)|+T-1
<p:0+qg-l+r-1=q+r.
Das zeigt, dass ¢ +r = 1, also p = 0, d.h. p hat nur einen singuldren (diskret und

singulér-stetig) Anteil.

(b) Wir zeigen, dass der Ausdruck aus Aufgabe 15.8(b) nach Null konvergiert. Daraus
folgt, dass g = 0, d.h. u hat nur einen singulér stetigen und absolutstetigen Anteil.

Mit einem einfachen Variablenwechsel sehen wir

1 ! ! d¢ = li Lr T
ngoﬁ[T¢(€) f_TEEoifl ¢(T€)de
(genauer: Wir verwenden die limsup-Version von Fatou, die anwendbar ist, da wir

eine integrierbare Majorante haben: |p(T¢)|* < 1; vgl. [Schilling-MI], Aufgabe 4,
S. 46).

dom. Konv 1

[ 11msup¢(T§)d§ 0.

Aufgabe 15.10. Lésung:

(a) Wir konnen in den Tafeln auf Seite 224, Eintrage 4 und 5, die entsprechenden charak-

teristischen Funktionen ablesen. Alternativ geben wir hier eine direkte Rechnung an.
pai) = [ ep(a)da
1 ra ;
=— f (a - |z]) ™ dx
a -a

= % /Oa(a - ) cos(z€) dz (Integrand ist gerade)
= % [(a - w)sm(:vg) :|0 T3 [Oa % dz (Partielle Int.)
a sm(:cf)
a2 0 £

_2 [_cos(xﬁ) ]a
a2 e |,

252 ——(1-cos(a&))
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2
=a2—§251n2%£ (1 -cosa = 2sin? %)

Das zeigt, dass, bis auf eine Konstante g die charakteristische Funktion von p ist.
Daher kénnen wir die Inversionsformel fiir Dichten (Satz 7.10) anwenden, um die

charakteristische Funktion von ¢ zu berechnen:

1 2 ;
p(x)=— [ sin? @ e~ g
2T

a2£2 2
1 2 ;
= — [ sin? ag e d¢ (Integrand ist gerade)
aJ ma&? 2

<= ooy

und das zeigt dann

10 = ap(e) = “Ela o).

a
Wir ndhern uns dem Problem zunéchst heuristisch. Die Idee ist, die periodische
Funktion f durch ihre Fourierreihe darzustellen (Achtung: die Konvergenz der Fouri-
erreihe gegen f ist zundchst gar nicht klar, dazu mufl man mehr arbeiten, aber den-

noch...) da die Fourierreihe automatisch die richtige Periodizitét hat:

a— |z]

]l[—a,a](x) ~ Z pne—i(ﬂ/a)nx’

n=—oo
mit den Fourierkoeffizienten
1 aq—|x| ;
Pn = — f | | ez(Tr/a)nx dr.
2a J-a a

Die Form der Fourierkoeffizienten ldsst sich schnell aus dem Integral

fa el(r/a)(k=m)z g, — Ok n2a

a

herleiten. Nach Teil (a) gilt aber
1 ¢a- ; 1 ; 2sin? I
o /' a |.%‘| e—z(ﬂ-/a)nl‘ dz = 5 fp(x)e—z(w/a)nx dr = 2 > 0.

2¢ J-a a m2n?

Weil sinnz = 0, sehen wir, dass

1 0 q 2
= — = un =
Po % D2k D2k-1 72(2k —1)?
und die bekannte Summenformel
) 1 7_‘_2 oo
_—— = — > = ]_‘
l<:z=:1 (2k - 1)2 8 n:z—:oopn

Damit wird die einzig mogliche ZV X, die zu f korrespondiert beschrieben durch
P(X=0)=1und P(X =+(2k-1)/a) =2(2k-1)"%, keN.

Dafl Ee®X — das ist ja gerade die oben angegebene Fourierreihe — absolut konvergiert
ist klar, dass sie f(&) darstellt benotigt weitere Argumente, z.B. dass Fourierreihen

periodischer stetiger Funktionen mit positiven Fourierkoeffizienten konvergieren, [4,
Theorem 1, S. 628].



Losungen. Version vom March 29, 2025

(c) Weil f eine charakteristische Funktion ist, die mit ¢ auf [-a, a] iibereinstimmt, und

weil ¢ in [-a, a] getragen ist, gilt offensichtlich: fq = ¢q.
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16 Die multivariate Normalverteilung

Aufgabe 16.1. Losung: Es ist ziemlich aufwendig Px,y als Faltung Px » Py direkt zu berech-
nen. Der Weg iiber die Fouriertransformation / char. Funktion ist viel einfacher.
Eeils: (X+Y)) _ (i X €Y )
= EeX ety
- oiE:mx)=3(Cx&,€) i€, my)-5(CvE,€)

— i€ (mx,my)) -5 {(Cx +Cy )&, €)

und fast dieselbe Rechnung zeigt

Eei«fvn)v (va)) — EG“& X>+Z'<T]7 Y)
= ReHé X)Rei(n Y)
= & mx)=5(Cx,€) yi(n, my)=5(Cyn,m)

- 67’<(£7n)7 (mX7mY))_%(C,(§777)7 (57"7))

WO Cl — CX 0 € R2dx2d.
0 Cy

Die Dichten berechnen sich dann mit der Formel (16.2) von Satz 16.2.

Aufgabe 16.2. Losung: Wenn die ZV unabhéingig und quadrat-integrierbar sind, dann ist
auch die Kovarianz Null. Nun zur Umkehrung: Wir schreiben X = (Xi,...,X,,) und
Y = (Y1,...,Y,) und nehmen an, dass (X,Y) ~ N(u,T') und Cov(X;,Y) = 0. Weiter sei
r=EX und y = EY. Fiir die charakteristische Funktion gilt

B(€,¢) = Be!&XHGY) - ilealilCul gy (€,0).

()

mit den Kovarianzmatrizen C' und D von X und Y. Es folgt (vgl. die Form der charakter-

Weil X, Y unkorreliert sind, gilt

istischen Funktion einer Normalverteilung, Satz 16.2), dass die charakteristische Funktion

¢ faktorisiert

$(&m) = eCTHEI Gy Ly (6,0 = CITHEN gy ()b (Odx (©) v (C)
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und wir folgern daraus, dass X 1Y (Satz von Kac).

Aufgabe 16.3. Losung: Fiir die Existenz der Momente verweisen wir auf Beispiel 2.9.d) und

132

die Definition 16.1 bzw. 16.3.

Wir iiberlegen uns, dass auch die ersten und gemischten zweiten Momente konvergieren.
Daraus folgt dann, dass

mx, > mx und CXn g CX

wobel my fir den Mittelwertvektor und Cy die Covarianzmatrix des Vektors Y steht.
Wir schreiben YV = (Y(1),...,Y(d)) fir die Koordinaten. Mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung folgt

E|X,,(j) - X ()] < VE(Xa(7) - X ()P
< \/zEaXnm - X(5)P)

= VE(IXn - XP?) > 0.

Weiterhin ist
<X () Xn (k) = Xn () X (B)] + | X0 (1) X (k) - X (7) X (F)]
= [Xn (DI Xn (k) = X ()| + X0 () - XG)IIX (R)]
und erneute Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung zeigt
EIXo () Xn (k) - X ()X (k)]
<SVE(Xu(DP)WVE(Xn (k) = X (B)12) + VE(Xa(5) - X(P)VE(X (F)P)
<(VE(X.()P) + VE(X (0)P))VE(X, - XP).

Der zweite Faktor konvergiert gegen Null wenn n — oo, der erste Faktor ist aber gleich-

méfig in n beschrankt, da fiir groe n > N, gilt:

VE(Xn()P) = [Xn(5) ]2
<[Xn () = X G2+ 1X G2
<[ Xn = X2 + [ X2

et [ X
Damit folgt also
EX,(j)Xn(k) > EX(5)X (k) und Cov(X,(j),Xn(k)) - Cov(X(5),X(k)).
Weiter folgt aber daraus, dass

b, (€) = eilmxn:O-3(Cxa6:8) , pilmx . 6)-3(OxE.8),
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Da X,, - X in L?(P) auch Xn; » X fast sicher fiir eine Teilfolge impliziert, folgt mit
dominierter Konvergenz

6x,,(€) = B > Ee*Y
und wir schliefen daraus, dass

bx () = eifmx8)-3(OxE.8),

Aufgabe 16.4. Losung: Beweis von Z 1 Y: Setze EY =m, C = Cov(Z,Y), und VZ = 02. Da
(}Z,) GauB, gilt fiir € € R, neR?

B eiZ+inY _ () ()3 (G)C().

0

2
Da Cov(Z,Y) =0, folgt C = 7
0 Cov(Y)

) und damit
. . . 1 242, 1 . .
EezﬁZﬂnY = Mmt50 & +5nCn _ Eez{ZE 6“7Y.

Daraus folgt Z 1Y

Aufgabe 16.5. Losung: Es gilt pX ~ N(0,p?), \/(1-p%)Z ~N(0,1 - p?) und weil X 1 Z gilt
Y = pX +/1-p2Z =N(0,p> +1 - p?) = N(0,1).
Die gemeinsame Verteilung von (X,Y’) charakterisieren wir zunéchst mit der charakter-

istischen Funktion. Es gilt
Rei€X gy _ ]Eei(EX+p77X+M7]Z)
_E [ei(&pn)xeimﬂ]
= e~ (&+om)? 2~ (1=p*)n? /2
= 3 (E+208n+0?)

_AHOG0)

und im Hinblick auf Satz 16.2 gilt (X,Y) ~ N(0,C) mit der Kovarianzmatrix C' = (/1)’1’)

Die inverse Matrix ist C~* = (1 - p?)7! (_lp e ) und wieder mit Satz 16.2 erhalten wir

Fry (2,y) = =010
2

1

- (2®-2pzy+y?)
= —1 e 2V1-0? .
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Fiir die Verteilungen fxy_, (%) = fxpy (2ly) und fy|x-»(y) = fy|x (y|z) verwenden wir die
Formel fiir die bedingte Dichte (Def. 14.16). Wir erhalten

fxy(2,y)
Iy (y)
(27) (1 - p?) 26 (" 20myry?)200%)
) (2m) 12 P2
= (gﬂ)—1/2(1 _ p2)_1/26_(”52‘2!’9"’%/’21/2)/2(1—p2)

fX\Y(33\y) =

= (27.[-)—1/2(1 _ p2)—1/2€_(x_py)2/2(1_p2)

also ist X|y-, ~ N(py, 1 - p?).

Achtung: wir konnen offensichtlich nicht folgendermafien rechnen:
1 1 Y= 1 1
Y=pX+/1-p2Z = X =-Y-/1-p27 =% X=-y--/1-p2Z
PP pop

woraus Y ~ N(y/p, (1-p?)/p?) folgen wiirde. Dieses Argument kénnte man mit Satz 14.12.c)
rechtfertigen — nur ist dieser Satz nicht anwendbar, da die Komponenten von X, d.h. die
ZV Y und Z nicht unabhangig sind.

Andererseits konnen wir wirklich Satz 14.12 auf Y|x., anwenden:
Y =pX +\/1-p%Z X Y =px+\/1-p2Z7 X:L§Y~N(px,1—p2).
Weitere Anmerkungen: X 1Y < p=0.

Aufgabe 16.6. Losung: Weil wir uns nur fiir die Unabhéngigkeit interessieren, konnen wir o.E.
annehmen, dass die Mittelwerte alle Null sind. Somit gilt, dass (X,Y’) Normalverteilt ist
gemiB N(0,02C) wobei C = (/1) 7 ) Um die Unabhéngigkeit zu zeigen, verwenden wir den
Satz von Kac (Korollar 7.9) sowie Satz 16.2:

Eel&X+n(Y=pX) _ g ei(€=pn) X+inY
g AT ()
_ 6_02/2.((&7]971)’ (/1) ?)(ﬁfnpn))
= 6702/2-((5_:77)’ (p€+n(§1—92))>

— e 02,0 (1-p)/2

Damit haben wir gezeigt, dass X ~ N(0,02), Y = pX ~ N(0,0%(1 - p?)) und X LY - pX
gilt.
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Aufgabe 16.7. Lésung: (Beachten Sie den Tippfehler in der Aufgabenstellung: Es mufl A\? =
(1-p?)oi/o3 heifen.) Wir schreiben X = X1, Y = X3 usw. Man rechnet leicht nach, dass

eine zentrierte zweidimensionale Normalverteilung eine Dichte der Gestalt

xy(@,y)=——F——exp|-s— | 3+
2wo109v/1 — p? 2(1-p?%) 0% 0102 U%

und eine Kovarianzmatrix der Form
2
oo o7 pPO102
2
pPo102 0y

Nun bestimmen wir die Dichte von fy/y. Mit dem Variablenwechsel x = ty erhalten wir

hat.

allgemein
IP(X/Y € B) = ﬂ ]lB(.%'/y) fX,Y(Z',y) dacdy
:f 1p(t) fx,v (ty, y)ly| dt dy
) f L5 () (f fxy (ty; y)ly] dy) dt

also haben wir

fX/y(l‘)=ffx,y(my,y)lyldy-

Mit diesen beiden Formeln erhalten wir im vorliegenden Fall

1 0 -5 1 2)((wy2)2_2pzy2+y2)
Py (@) = ———m== [ “pyle VA gy
/ 2no1o9\/1 — p? J-o0

1 z° _ 2px

_ )
21-p)\ 07 o102 o2 dy

2 -[°°
= ye
2wo109\/1 — p? JO

2 2
o 0102 g5

_ 2 o0
= 2 (1-r) / 26 1% 4z
2wo100\/1 — p? (ﬁ_ﬂ+i) 0

1 1-p2 0o
p )[0 e tdt

TO109 (1_2_ 2px +L

2 2
1 V1= p?

o7 g102 o3
TO109 (ﬁ_ 2px +L)

2 2
oy 0102 o5

1 V1-p2o1/o2

7w (v - por/o2)? + (1-p?)o% o2

und das ist die Dichte der Cauchy C(),a)-Verteilung mit A? = (1 - p*)o?/05 und «a =
po1/og, vel. die Tabelle auf Seite 13, Eintrag 8.

Bemerkung. Wenn die gemeinsame Dichte fxy : R? — R rotationsinvariant ist, dann

ist der Quotient X /Y bereits Cauchy-verteilt. Das sieht man folgendermafien:

B - [fRz € fxy(z,y) dedy
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rcosqb
f [ S rsing Ix,y(rcosg,rsing)rdeodr
(Polarkoordinaten, [Schilling-MI], §20.11, S. 110/f.)
7cos¢
f f e rsing fxy(r)rdodr

(fx,y rotationsinvariant & abuse of notation)

f fxy(r)rdr- f et dg

(fx,y rotationsinvariant & abuse of notation)

1 T .
- . i€ cot @
- o [ @y dady 2 [T et ag

(fxy rotationsinvariant, cot m-periodisch & [Schilling-MI] §20.14, S. 113)

- [ ict
1+ t2
(fx.y W-Dichte & t = cot ¢, dop = —(1 + %)~ dt)
= ¢ (vgl. Beispiel 7.5)

und das ist die charakteristische Funktion der Cauchy-Verteilung C(0,1).

Aufgabe 16.8. Losung:
(a) Essei £ = (¢1,¢?) e R Dann gilt
1 n
((ﬁz) (g» = U+ 6V =3 (Ca + )G
i=1

und das ist als Linearkombination von unabhéngigen Gau-ZV selbst eine Gaufl-ZV.
Nach Definition 16.1 ist daher (g) eine bivariate Gauf-ZV.

(b) Weil (g) GauBlisch ist, gilt U 1. V' genau dann, wenn Cov(U, V') = 0. Offenbar gilt
EU = ZaiEGi = Zai,ui und EV = ZbkEGk = Zbk,uk
i i k k
und — wegen der Unabhéangigkeit der (G;); —
Cov(U,V)=E[(U-EU)(V -EU)]
=E Zai(Gi - 1) Zbk(Gk - [1k)

Z ZazbkE [(Gi — 1) (Gr = ) ]

=0;x 00

=2 aib

7

Aufgabe 16.9. Losung: Wir berechnen direkt die charakteristische Funktion des Mafles P:
ﬁ = %(I\@y +I\§)2), also

2]\5(&77) :Eez<(§;)v(§)> +Eei<(fz)’(_)§<)>
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_REX | peie-mX

= e (Em?2 4 —(E-m)?/2,

Das zeigt zum einen, dass sowohl P(&,0) also auch P(0,n) charakteristische Funktio-
nen einer Standardnormalverteilung sind, und dass ]5(5 ,m) zu keiner zweidimensionalen

Normalverteilung gehoren kann.

Aufgabe 16.10. Losung: Die Richtung ,,<* folgt aus der Tatsache, dass die Linearkombina-
tion aX +bY der unabhingigen GauB-ZV X,Y ~ N(0,0?) selbst GauBisch ist mit Mittel-
wert aEX +bEX =0 und Varianz a?VX + b*VY = 02(a® + b?) = 2.

Fiir die Gegenrichtung ,,=* folgen wir der Anleitung. Wir nehmen an, dass aX +bY ~ X
fiir iid ZV X,Y mit EX =EY =g und VX = VY = ¢2.
(a) Aus aX +bY ~ X schlieflen wir

E(aX +bY)=EX = (a+b)u=p = (a+b)’pu* =42

a?+b%=1 ab+0

= 2abu=0 = pu=0.
Weiter gilt

¢(£) _ EeifX aX+bY~X Eeigaxeigby X1y Eeigaering _ ¢(a§)¢>(b§).

(b) Angenommen, es gébe ein &y, so dass ¢(&) = 0. Auf Grund der Stetigkeit von
¢ konnen wir annehmen (man betrachte das inf aller Nullstellen, wie im Hinweis

angegeben), dass ¢(&) # 0 fiir alle |£] < [£]. Das ist aber im Hinblick auf (a),

0= (&) = P(ago)¢(bso) = ¢(ago) =0 oder ¢(b&o) =0

wobei wegen a? + b? = 1 folgt, dass |a&| < |€o| und [b&o| < [€o| gilt — Widerspruch!
Somit gilt also ¢(&) # 0 fiir alle &.

(c) Weil ¢ keine Nullstellen hat, finden wir einen stetigen Logarithmus, d.h. eine Funktion
1, so dass e¥ = ¢ und (0) = 0 gilt. Weil ¢(af)o(b€) = ¢(€) gilt, erhalten wir

(&) = ¢(ag) + ¢ (bE) + 2milL. (*)

Weil die Abbildung & — ¥(§) — ¥ (a&) — ¥(bE) stetig ist und (0) = 0 gilt und der
additive Term in (*) diskret ist, folgt notwendig (&) = ¥ (a&)+1(b€). Durch Iteration
erhalten wir

$(€) = P(a®E) + 20 (abg) + Y (b*¢)

und weitere Iterationsschritte ergeben dann

n

0= 2 (v re). (%

k=0
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(d) Weil X ein zweites Moment besitzt, ist ¢ und daher auch ¢ eine C?-Funktion

(Satz 7.6.g)) und wir kénnen eine Taylorentwicklung der Ordnung 2 verwenden:
1 52 2
9(&) = 0(0) + (0 + 1 (€) + () mit lime(€) =0,
Wegen EX =0 und VX = E(X?) = 02 erhalten wir

2 €2

Y(§)=-o 5+e(£)§ mit g%e(g)w.

Wenn wir diese Beziehung in die Gleichheit (**) einsetzen, folgt
(1) ok an-ok € kpn—k 2
9O = 3 ()85 (ela b ) - o)
i=o \k 2

sowie

& (1) ok 2n—2k‘52 2
‘w(g)+go(k)a e

ke o (1 2kyon-2k &
< max [e(a”b" )| Y | )a®b =
1<ks<n o \k 2

2

keyn—k 2 2né

b b2y
g,gg;lda El(a” +b7) 5

52
max |e(akb”_k§)|3

1<k<n

52
< suwp o e(n)S, (e=lal Vbl <)

1<k<n,|nl<c™ €]

— 0
n—o0o

weil limsup,  [e(n)| = lim;-o [e(n)[ = 0 gilt.
Daraus folgt ¥ (&) = —02¢2/2 baw. ¢(€) = e /2 bzw. X ~ N(0,02).

Aufgabe 16.11. Losung: Wir beginnen mit der Richtung ,,=*“: Es gelte (X -Y) L(X +Y).

(a) Wir haben

Fei(26X) _ [il€ 2X) _ aile (X-Y)+(X+Y))
= ReH&X-Y)Rei6, X+Y) weil X Y UL X+Y
= ReH& XEie VIRHE XEeieY) el X 1Y
= p(£)°p(-€) weil X ~Y.

(b) Ware fiir ein &y ¢(&y) = 0, dann folgt aus (a), dass ¢(£27") = 0 fiir alle n € N, also
wegen der Stetigkeit von ¢ auch ¢(0) = 0, was nicht moglich ist.
(c) Es gilt

$(26) _ ¢(&)°¢(=€) _ 6(8)°
O(-28)  P(=£)*e(&)  B(=¢)?

$(2€) = =P(€)°.
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Das ergibt dann durch Iteration, Taylorentwicklung (Ordnung 1) und fiir eine Null-
folge a, = 0

2'” )
O =g = (14 52) e =0 -
(vgl. hierzu das Argument beim Beweis des CLT nach deMoivre-Laplace, Satz 13.2.)
Somit ist ¢ = 1.
(d) Weil ¢ = 1 ist, gilt ¢(&) = ¢(=£) und somit ¢(2¢) = ¢(€)*. Durch Tteration und eine

Taylorentwicklung (Ordnung 2) sehen wir dann fiir eine Nullfolge ¢, - 0

o a7
#e) = eler™)" - (1 - % (5 ;ncn) ) oo o~ lmn (6+en)?/2 _ —€%/2.

Bemerkung: die Existenz von Momenten ging in die Taylorentwicklungen ein.

Nun zur Richtung ,,<=*“ Es gelte X, Y ~ N(0,1) iid. Dann folgt

RE(XHY)+in(X=Y) _ [ oi(En)X ji€-n)Y
_ RiE X ie-mY
= (€22 ~(6-m)*/2
= o LErn)P )2

2 2
=M

was zeigt, dass die ZV X -Y, X +Y iid N(0,2) sind.

L] ]
Aufgabe 16.12. Losung: Die obere Abschétzung folgt aus
f°° e V12 dy < /°° Y ov?l2 gy - 1 22
T z X X
Fiir die untere Schranke verwenden wir partielle Integration
1 f P eV gy f *Lovng,  Loen f V2 gy
22 Jz T y2 T T
was dann
f e Y /2 dy > (_ N 1)—11 6_952/2 X e—;p2/2
P ~ x 2 +1
ergibt.
] ]
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17 Unbegrenzt teilbare Verteilungen

Aufgabe 17.1. Lo6sung;:

e Lemma 17.4: Es seien X1,..., Xy, Y1,...,YpiidZVsodass X ~Y; X;und Y ~ 3, Y;.
AuBerdem koénnen wir die X;,Y; so konstruieren, dass die Tupel (X7y,...,X,) und
(Y1,...,Y,) unabhéngig sind. Daher sind dann X; + Y; iid und es gilt offensichtlich
X4Y ~ (X + V),

e Lemma 17.5 folgt direkt aus der iid-Eigenschaft:
Eei(X-X") _ geitX pmigX' X LX / REe’XEe X’

X~:)(’ Eeinge—igX _ EeiﬁXEeigX _ ‘EeiﬁX‘Z.

Aufgabe 17.2. Losung: (Beachten Sie den Tippfehler in der Angabe: Xy =0.) Wir berechnen

die charakteristische Funktion und zeigen, dass diese unbegrenzt teilbar ist.

Ee S5SNI = S ReESMIP(N (1) = n)

M8

3
Il
o

(Ee’fxl )n ﬁe_t
n!

gk

i
o

gk

(&) e
0 n:

_ 10() gt

3
I

_ o t(1-6(6))

Somit folgt, dass gbg( N T ®s(N(at)) Wieder eine charakteristische Funktion ist.

Aufgabe 17.3. Losung: (Beachte den Tippfehler in der Angabe: ,.driicke log ¢“— | driicke ¢¢)

Wir folgen dem Hinweis und erhalten
0= 3 [1-3][] e

Das identifiziert ¢ als charakteristische Funktion der geometrischen Verteilung mit der
Wahrscheinlichkeit fiir einen Misserfolg 1/p und einen Erfolg 1-1/p (vgl. Eintrag 7. in der
Tabelle A.6 auf Seite 222).
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Weiterhin gilt

log ¢(&) = log [1 - ]lj] ~log [1 _ ei;n]

und wenn wir die Reihendarstellung des Logarithmus
[e] xn
log(l-z)=-> —, ze(-1,1)
n=1 T

: S _soo -1 -n
verwenden, sehen wir, wenn wir ¢, := —log(1—1/p) = Yo n~ p™" setzen,
| 00 ein§

— +

logp(&) ==,

n=1 npn n=1 npn

=—c,|1- emé) .
Y ( nZ::l cpnp™

o(€) = [ e ey _ ~eo{1-55 gtme)
n=1

Somit gilt

und daher kénnen wir die Behauptung aus Lemma 17.12 bzw. Bemerkung 17.13 folgern.

Aufgabe 17.4. Lo6sung;:
(a) Die charakteristische Funktion ist gegeben durch

I e 3 14 3+cosé
== +-—+ et =
o) =ge ™+ +ge 1

und es ist klar, dass ¢(§) > % >0 fur alle € € R gilt.

(b) Angenommen, X =Y +Y’ mit zwei iid ZV Y,Y”. Offensichtlich konnen die Summan-
den nur zwei Werte annehmen, die wir mit a,b bezeichnen wollen; 0.E. sei a < b und
P(X;=a)=pund P(X; =b) =¢q=1-p. Die Summe X =Y +Y hat den Wertebereich
{2a,a +b,2b} und es gilt

P(X =2a) =p?, P(X =ab)=2pq, P(X =2b)=¢".
Auf Grund der Voraussetzung gilt daher
2a=-1, a+b=0, 2b=1

sowie

1 3
p2=q2=§ und - 2pg =7,

was offensichtlich nicht moglich ist.

Aufgabe 17.5. Losung: Es ist klar, dass wir ,,unbegrenzt teilbar“ in y zeigen miissen, da x > 1.
Wir schreiben ¢(y) = ((x +1iy)/¢(z). Wir schreiben IT ¢ N fiir die Primzahlen. Es gilt

log ¢(y) = Z;I [log(1-p~*) —log(1-p*)]
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B 00 pfn:r (pfiny _ 1)
0 p—nz (e—iny logp _ 1)
) peﬂnz::l n

Jeder auftretende Summand ist der log einer charakteristischen Funktion einer Poisson-

7V, daher ist nach Lemma 17.12 und Bemerkung 17.13, ¢ unbegrenzt teilbar.

L] ]
Aufgabe 17.6. Losung: Es gilt
f1< %(50 +09+04) Gleichverteilung auf {0,2,4}
g1 < %(50 +01+02) Gleichverteilung auf {0,1,2}
fo e %(50 +41) Gleichverteilung auf {0,1}
g2 < %(50 +03) Gleichverteilung auf {0,3}.
Leicht rechnet man nach, dass
FLUOAE) = 5 (1+ 6%+ 1) (14.%)
= % (1+ €™ + e 4 &6 4 1 4 )
= % (1+¢€® +e*) (1+€*)
= 91(£)g2(6);
d.h. es ergibt sich in beiden Fillen die Gleichverteilung auf {0,1,2,3,4,5}.
Bemerkung: vgl. auch Aufgabe 15.10.
L] ]

Aufgabe 17.7. Losung: Die Behauptung folgt sofort aus den elementaren Ungleichungen fiir

t>0: Lt
+
t T 1
< 1+¢ <IAt
1+t t
— =t
1
sowie

(en(inn < (2t)(1 A1) < 2t

(1+1)(1At)<

also insgesamt

wenn t2>1,
— (IAt) < —

2t, wenn t<1,

2 2
|y| < | |2 < 2|y| )
1+ y?
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Aufgabe 17.8. Losung: Offensichtlich mufl x so gewéhlt werden, dass gilt

hml_e< +Z<£7 X(y)> l
y=0 (y, §)? 2

m.a.W. x ,,vervollstindigt “ die Taylor-Entwicklung von ev:€) der Ordnung 2 bei Null.
AuBerdem muB x(y) fir |y| - oo beschréankt bleiben.
Beides kann man erreichen, wenn y beschrankt ist und x(y) ~ y fiir y — 0 gilt.

Wenn wir y dndern, resultiert das lediglich in einer Anderung des linearen Terms in der
Lévy—Khintchin Formel: es seien x und x zwei derartige Normalisierungsfunktionen, dann

gilt
9(E) = =it €) + 2@, &)+ o (1=9 —ite. xw)) v(an)
-ilt, )+ 5006, O+ [ (1= ~ile w))) vidy)
wi [ (€ w) = m(w) v(d)

und das letzte Integral auf der rechten Seite konvergiert, weil der Integrand die folgende

Abschéatzung erfiillt:

& () = m)) = (1= —ifg, x())) - (1- €9 = ite, w(y)))|
<CA Iy, F)

d.h. wenn wir x als Normalisierung verwenden miissen wir £ durch /- f ox(w)-k(y))v(dy)

ersetzen.

Aufgabe 17.9. Losung: Die Subadditivitit lasst sich nur sehr schwer aus der Lévy—Khintchin
Formel ableiten, daher gehen wir unten einen anderen Weg. Wir werden aber skizzieren,

wie man die Abschitzung [¢(€)| < cp(1 +[€|*) aus der Lévy—Khintchin Formel erhilt:

Wegen Lemma 17.18 gilt
, 1 _ ey, Wy, )
v(©) +ilt €) - 51Q€ 9| -| [ #)(1 ey P )

g/q;#ol RIAINN "y, &) v(dy)

1+y |2

< [ 2 ) )

y01+|y|2

andererseits gilt trivialerweise

e, €) - 51Q8, O <161-1el + 11 I < (1 + [¢P)

mit einer geeigneten Matrixnorm |Q||.
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Die (nahezu optimale) Konstante erhdlt man aber mit der Subadditivititsbeziehung

VI(E+mI <V + VIw ()l

Das geht so: Fiir & = gilt [1(2€)] < 4[¢(€)|. Fiir jedes € # 0 gibt es eine Zahl n =n(&) € Z

mit 2771 < |¢] < 2", Somit

[(€)] = W (2"27€)| < max{1,2*"} sup [¢) ()| < 2sup [ (n)| (1 + [¢[*).

[nl<1 [nl<1

Subadditivitat: Wir zeigen zunéachst das folgende

Lemma. Es sei x(&) die charakteristische Funktion der ZV X mit Verteilung p. Dann
gilt
(€ +m) = x(©Ox(P < (1= O A= x(P), &neR (*)

Beweis. Weil p ein W-Ma# ist, erhalten wir gemafl der Definition von x:
X(E+m) = X(©Ox(n) = [[ (€™ = =5 ) p(dr) u(dy)
1 . . 4 4
=5 ﬂ (e”“"’£ - ely{)(ew” — e u(dz) p(dy).

Im letzten Schritt verwenden wir die Symmetrie des Integranden in den Variablen z und y:
wir konnen die Variablen austauschen. Die elementare Beziehung |e*—e®|? = 2-2 cos(b-a)

und die Cauchy—Schwarz Ungleichung ergeben

IX(€+m) = x(E)x(n)]
<o ] 16 = e et - e () )
= ff V1-cos(y - x)-&/1 - cos(y - ) - n p(dx) p(dy)
<\ [ (=costy—)- ) e ntapn [ (1= conty ) ) (o) ).

Daraus folgt die Behauptung, da ja

[J costy =)+ ntde) ) = e [ € uidy) [ e uidn) | = )

O

Die Subadditivitiit folgt nun, indem wir y = e™*¥ in (*) einsetzen, durch ¢ > 0 dividieren

und den Limes ¢ - 0 ausfithren. Wegen |x| = e *R¢¥ erhalten wir

[W(E+n) - (&) - () <4Re (&) Rer(n) <4lp(&)]- [v(n)l.

Mit der Dreiecksungleichung nach unten erhalten wir

(W€ +m] =)=l ()] <2V (E)VIv(n)]

und das ist dquivalent zur Subadditivitit: /¢ (€ +n)| < /(€] + /v (n)].
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Aufgabe 17.10. Lésung: Wir berechnen zunéichst die charakteristische Funktion von U. Bekan-
ntlich gilt Ee®Xt = (1+¢2)7! (vgl. Tabelle A.7, Eintrag 14, S. 224 oder Beispiel 7.2.g) auf
S. 64), also

$(€) = BtV = Be ' Zn8Xn/n _ TT R/ X ~ T 1

n 1+fL—z'

Wir wollen ¢ in der Form e™¥ darstellen, wobei 1 eine Lévy-Khinchin Darstellung haben

soll. Wir machen folgenden Ansatz

oo+ TT L 1ol 5) L me(i)

1+ﬁ n

und wir versuchen log(1 + ¢2) mit Hilfe einer Lévy-Khinchine Formel zu schreiben. Das

geht in der Tat.

Zwischenrechnung: Es gilt die Formel

log(1+£2) = [:(1—Cosy§)e_|y|%. (*)

Proof. Wir nutzen die Symmetrie (gerader Integrand) des Integrals und beschranken uns
auf (0, 00):

(S d ) [eS)
[ (l—cosyﬁ)e_y—yzf (1-cosy&)e™ [ e Wdtdy
0 y 0 0
:j:ofooo(l—cosy@e*(“t)ydydt
:Re]0 fom(l—e_iyg)e_(lﬁ)ydydt
_ Re/‘” f“(ef(m)y _ e Y g gy
o Jo
0 1+t €+1+t¢
o f 1 1+t¢
- - dt
/0 (1+t §2+(1+t)2)
R 1+t
= li - dt
Ao Jo (1+t §2+(1+t)2)

= 1%1—{20 [log(l +R) - % (log(§2 +(1+ RZ)) —log(1+ 52))]

1 1
= lim log+—R + = log(1+&%))
1
= 510g(1+§2).

O

Bemerkung: Die Formel (*) féllt (wie so oft in der Mathematik) vom Himmel. Wie

kommt man drauf? Ansatz:

Differenzieren 2

log(1+€2)2/(1—cosy€)f(y) ”fsinyiyf(y)dy

1+€2
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und jetzt nimmt man eine Tabelle der Fourier-Sinustransformation und versucht y f(y) zu
bestimmen. Das ergibt (bis auf eine Konstante) yf(y) = e™¥, dann rechnet man wie im

Bewelis.

Mit Hilfe von (*) erhalten wir nunmehr

o(€) = e Znlos (1+52)
—e Zn J(1=cosy £ )elvl
= o Zn/(1-cos g)elvl dy
—e Y [ (1=cos z€)e™ 172l ld?z
- e—f(l—coszn) 5, (e1ehn %

,f(l coszn)il T z

L] ]
Aufgabe 17.11. Lésung: Wir zeigen zunéchst die folgende Formel:
ds
7 = / e ") , t>0, ve(0,1). *
i e (,1) *
Beweis: Eine Anwendung von Tonelli zeigt
=) d [e3) s d
[ (l—e_ts)l—szf f et dr =2
0 sl+v sl+y
©
f f 18 te " dr
S +
f e dr
7 0
7 )
=— e ut 7 du
~v Jo
Y
=—I(1-7)
~y
wobeil wir in der vorletzten Zeile den Variablenwechsel r = u/t verwendet haben.
Nun brauchen wir die charakteristische Funktion einer Normalverteilung:
o TIER — ; / e*% PICRIN (*%)
(4mr)d/2 Jra

Wenn wir in (¥*) ¢ = 0 setzen, erhalten wir (47r)~%? Jra el /() o = 1. Mit (*) sehen

wir

no[Q

o o o0 o 2 d
el = ()" = sy 6 '5')T1+Z/2

R
f [ dx
Rd (47TT)d/2 rl+a/2

MIQ
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no[Q

2 [ (1 - eie:8) f e bl ar o,
F(l—%) Rd 0 (4mr)d/2 plral2

Wir verwenden nun den Variablenwechsel s = |z[?/(4r), d.h. r
—|z?/(45%) ds = —ds|s:

|z?/(4s) und dr

_gilmany [ 1 s 1
Jes =) [ e ey s

_—f (1—ei<$75>) dz fooeissdm*a/z@
I(1-¢)md2 Jrd 0

|$|d+a

TR

S

(%)
Qoo . dx
_ o iz, &
B F(lf%)ﬂd/Q F(d%)'/m@;d (1_6< >) |zp|d+a
a2 1F(%) i(z,6)y 4T
Ty )

|x|d+a'

Das beweist die Behauptung mit der angegebenen Konstante ¢, 4.

In Dimension 1 sieht man manchmal auch die Konstante cq,1 = I'(1 + ) sin(§m) /7. Das
sieht man mit Hilfe einiger Identititen fiir die Gamma-Funktion:

) F(u)F(% +u) = /72172 (2u); (Lagrangescher Verdopplungssatz)
o T(wI(l-u)=—0:

sin(um)
ul'(u) =T'(u+1).

Fiir d =1 und u = § ergibt sich dann

1: 0201 T (221 ) 02071 T(2)r(2) _al(a) sin (20 _T(a+ 1) sin (%)
N ATSS) AT DIG)

m s
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18 Crameérs Theorie der groBen Abweichungen

Aufgabe 18.1. Lésung: Die Funktion u — 5%, € € R, ist konvex. Daher gilt fiir a < X (w) <b

£X W) < b-X(w) o€ 4 X(w) —a6b§’

w e,
b-a b-a

und die Behauptung ergibt sich, indem wir den Erwartungswert auf beiden Seiten dieser

Ungleichung bilden.

Aufgabe 18.2. Losung: Allgemein besteht folgender Zusammenhang zwischen der charakter-

istischen Funktion ¢(§) und der momentenerzeugenden Funktion M (&):
M(€) =Eet™ =Ee'TOX = ¢(-i¢)
sofern die ZV X exponentielle Momente zulésst (d.h. wenn die charakteristische Funktion

in die komplexe Ebene fortgesetzt werden kann).

(a) Aus der Tabelle A.6, Eintrag 9, S. 222 lesen wir ab:
M(€) = exp[-A(1-¢€*)] = L(&) = M* - 1).

Nach Definition gilt
I(a) =sup (a& - Ae® - 1)).
£

Wenn a < 0 ist, dann zeigt der Limes £ - —oo, dass das Supremum oo ist. Sei also

a > 0. Wir maximieren den Ausdruck auf der rechten Seite:

&) =at-Meb—1) = f/(€)=a- et 20

und das ist der Fall, wenn £ = log § gilt. Wir setzen diesen Wert in f(€) ein und
erhalten

I(a)zalog%—)\(%—l):)\—a+alog%, a>0.

(b) Aus der Tabelle A.7, Eintrag 13, S. 224 lesen wir ab:

M(©) = 37 — L) - logA-Tog(A-)

Nach Definition gilt
I(a) =sup (a€ —log A +log(A=¢)).
3
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Wenn a < 0 ist, dann zeigt der Limes £ - —oo, dass das Supremum oo ist. Sei also

a > 0. Wir maximieren den Ausdruck auf der rechten Seite:

1
— %y
A=¢§

und das ist der Fall, wenn £ = X\ — % gilt. Wir setzen diesen Wert in f(&) ein und

f(&) =aé-logA+log(A\-¢) = f'(§)=a-

erhalten

1 1
I(a)=a()\——)—log)\+log()\—)\+—)
a a
1
=da—-1-log\+log—
a

=Xa—1-log(Aa), a> 0.
(c) Aus der Tabelle A.6, Eintrag 4, S. 222 lesen wir ab:

=€
M(€) = cos(~i€) = S = coshe = L(€) = log(e€ + 7€) — log 2.

Nach Definition gilt

I(a) =sup (a§ ~log(e® +€e7%) +1log 2) .
3

Wenn a > 1 ist, dann zeigt der Limes £ — +oo, dass das Supremum oo ist. Sei also

la| < 1. Wir maximieren den Ausdruck auf der rechten Seite:

ety
f(£)—a§—log(e +e g)+log2 = f'()=a e =0.

Das ist der Fall, wenn gilt
B R
el et
— et —et=qa(ef +ed)
—ef(1-a)=(1+a)e®

25_14‘@
1-a

— €

also £ = 3 log 1¥%. Wir setzen diesen Wert in f(£) ein und erhalten

—lo ( 1+a )+log2
1

1
= —alog ta —log +log 2
2 l1-a (1—a)(1+a)

1 1
:§alog1+a+log\/1—a+log\/1+a
-a

1
I(a) = §alog

1 1 1 1
= §alog(1 +a)- §alog(1 —a)+ 5 log(l-a)+ 5 log(1+a)

= %(1 +a)log(l+a)+ %(1 —a)log(1l-a).
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Aufgabe 18.3. Losung:

(a) und (b): Wenn M (&) < oo fiir ein &y > 0 gilt, dann folgt aus der Definition von I(a),

dass fir alle a > 0

I(@) = sup (a - 10g M (€)) > afy ~1og M (§0) > e

Angenommen M| o) = oo gilt. Auf Grund der Definition von I haben wir fiir alle

a>0

(@) =sup (ag ~1og M(€)) = sup (a€ ~log M (©)) =0.

55(70070]

Diese Beiden Argumente zeigen beide Richtungen in (a) und die Richtung ,,=¢
in (b). Die umgekehrte Richtung von (b) folgt aber unmittelbar aus (a): Wenn
lim, oo I(a) = 0, dann ist der Ausdruck insbesondere endlich, und es kann kein &

geben, an dem M (&) endlich ist.
(¢c) Wenn M = oo, dann gilt I =0, vgl. Teilaufgabe (b), und wir haben nichts zu zeigen.

Sei also M (&p) < oo fiir ein & > 0. Wenn ¢ < X <r f.s., dann wissen wir, dass I eine
eindeutige Minimalstelle hat (Lemma 18.5.g)) und dass daher I(z) < max{I(¢+),I(r-)}
f.s. gilt. Weiterhin gilt nach Lemma 18.5.c), dass P(X = /) =0 < I({) = o
und P(X =r) =0 <= I(r) = co. Damit ist auch in diesem Fall klar, dass
E e (X)) < max{I(¢+),1(r-)} < .

Sei also X f.s. unbeschrankt. Weil log M(£) konvex ist, ist I konvex, daher f.s.
diff’bar und wir erhalten mit Hilfe der Formel k) aus Bemerkung 1.8 fiir A > EX

E[e"@1.4] = a fA T IO (P(X > 1) dt

ozono 1O (1)e™ 1O gt

o0
_ _efal(t)‘
t=A

//\9;
~

_ e—aI(A).

Beachte fiur die Abschitzung, dass die konvexe Funktion I > 0 an der Stelle a = EX
minimal wird: I(a) =0, d.h. I'(xz) > 0 wenn x > a. Eine entsprechende Ungleichung
gilt fiir A <EX und durch Addition erhalten wir dann Ee®!(X) < 0.

(d) Wenn M (&) < oo ist, dann gilt fiir alle @ >0 und & >0

1(a) zsup(g—llogM(g)) > € Slog M(€) — ¢
a &eR a a e

und weil £ beliebig ist, folgt lim(inf) a~tI(a) = oo.

a—> o0
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Umgekehrt haben wir wegen I(a)/a — oo fiir jedes feste £ > 0 und hinreichend grofie

a> W
]E[egX]l{XXL}] < E[SI(X)/Q]I{XXL}]

14K % f°° JORI(DP(X > t) dt

a

< 1fooef(t)/QI’(zt)e*I(” dt
2

a

IS (O] e (O

t=a

woraus M (§) < oo folgt. Wir verwenden in dieser Rechnung, dass I konvex ist, d.h.

die Ableitung I’ existiert Lebesgue-fast iiberall.

(e) Weil nach Voraussetzung X — 7 < 0 ist, haben wir M(€) = e"SEef(X™) < "¢ fiir
¢ 2 0. Mit dem Satz von der Differentiation parameterabhéngiger Integrale sehen wir

sofort, dass

by MO _ELRY]
M(E) T B

gilt. Weil X <7 ist L'(£) < oo klar. Fiir die umgekehrte Abschiatzung beachten wir,

dass nach Voraussetzung P(X > b) > 0 fiir alle b < r gilt. Mithin

, £20

,E[Xe] E[XeSM iy )
EetX E [€5X]1{X>b}] +E [egx]l{x@}]
. E [T o ]

E [6§X]1{X>b}] +E [efX]I{ng}]
E [ef(X_b)]l{Xﬂ;}]
E[eSX0T x|+ E[eSXD1T x5 ]

Wegen limgﬁmE[eg(X*b)]l{Xsb}] =P(X =b) und limg%mE[eé(X*b)]l{X%}] = oo er-
halten wir ex
M’ E|Xe
r> lim ﬁ: lim g?b——wﬂ
§—o0 M(g) tooo  EetX brr
Weil L konvex ist, ist L’ eine wachsende Funktion, d.h. der Grenzwert von M'/M ist

das Supremum.
(f) Folgt aus dem Beweis fiir den vorangehenden Teil fiir b < r = oco.

Aufgabe 18.4. Losung: Die charakteristische Funktion von X; ist Ee®X1 = el Weil die X;
iid sind, gilt
Fei€Sn/n _ [Eeigxl/n]" - [Eei@/mxl]” - [e—|f/"]" =Kl
d.h. S, /n ist wiederum Cauchy-verteilt. Damit erhalten wir
1 e d 1
P(S, >an) = — f -~ arctana
™ Jda

1+22 «

o0

1 (7r ) 1 1
= —|—= —arctana| = — — — arctana.
a T \2 2 7
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Aufgabe 18.5. Losung: (Beachten Sie den Tippfehler in der Angabe: Das Gleichheitszeichen
=“1im Ausdruck lim,, %log P(S,/n € B) = —essinfyep y?/2 fehlt.) Es gilt

X; ~N(0,1) iid = S, ~N(0,n) = Sn ~N(0,1/n)
n
und daher gilt fiir messbare Mengen B c R

S, 1 27001 n 270\
P eB]|-= [ v 1(25) g :,/_f -v*12\" 4
(n € ) /271_1 Be y 21 B(e )

woraus sich die in der Aufgabenstellung behauptete Gleichheit ergibt. Wir verwenden

nun, dass limy, e | f|zr = |||z~ gilt, und zwar in folgender Form:

1/n 1/n
n 279\ n 2
[\/%/B(e v /2) dy] = [\/g] le™? /2]13||L"(dac)

—— 1-esssupyge’ *2 2 emessinfyen /2

n—oo

Durch Logarithmieren erhalten wir dann die Behauptung lim,,_ o %logP(Sn/n € B) =

—essinfyep y2/2.

[ ] ]
Aufgabe 18.6. Losung: Es gilt
P (S0 —np| > ne) = P(Sp2n(p+e€)) +P(Sn<n(p—¢))
184 (i) | (e
< 2max {e—nf(uﬂ),e—nl(u%)} = 9l (u+e)Al(n-€)]
[ ] ]
Aufgabe 18.7. Losung: Wir beginnen mit einer elementaren Ungleichung
em<x+e‘”2, xzeR. (*)

Beweis. Wir unterscheiden drei Falle:

e x> 1. Hier gilt

e 1 < 0. Hier gilt

) oo 2 0o %)
T _ " x_ 2
e’ —x 1+Z=:n 2(271)' Z::n Z::

2)” o

e £¢€(0,1). Weil z — e” konvex ist, liegt e” — 1 oberhalb seiner Tangente an der Stelle

xg =0:

T z? 2 x? 2
e-12z, Vr = e -122°, Ve = e 21+2z°, Vz.
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Weiter gilt fir x € (0,1)

00 T 00 :CQ
e$:1+x+Z—'<1+x+Z—':1+x+x2(e—2)§1+x+x2.
= n! n!

n=2

Somit also

2

2
e"<l+x+zx°<x+e”.

Wir kommen nun zur eigentlichen Aussage. Zunéchst haben wir

P(|S, - (2p—1)n| 2 ne) =P(S, — (2p—1)n > ne) + P(S, — (2p — 1)n < —ne)
=P(S, - 2p-1)n2ne) +P(-(S, - (2p-1)n) > ne)

Weil die X; iid sind, folgt mit der Chebyshev—Markov Ungleichung

P(£(S, - (2p - 1)n) > en) < e R (Sn=(p=1n)
=e ¢ (Eeia(Xl‘(zp—l)))n
= eane (peia(1—2p+1) + qeia(_1+1_2p))n

n
petQaq + qe¥2ap)

— e—ans(
|(*) = pe*299 < p(+2aq + €207
(¥) = qe™ < g(F2ap + eF2P)°)

(2 e " (pe(2“‘I)2 + ge(2)’ )n

< eTome (pe(Qa)2 I qe(Qa)2 )n

4a’n—ane
=€ .

Wir minimieren nun den Exponenten 4a?n — ane und nach kurzer Rechnung sehen wir,

dass das Minimum an der Stelle a = ¢/8 erreicht wird. Daher gilt

1.2

P(£(Sn,—-(2p—1)n) >en) <e 16"

und wir erhalten schliefllich die behauptete Ungleichung mit a = 1/16.
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