Mal & Integral
de Gruyter Lehrbuch, Berlin 2015
ISBN: 978-3-11-034814-9

Losungshandbuch

René L. Schilling & Franziska Kiihn

Dresden, Januar 2015
Diese Version: Februar 2016



R.L. Schilling: Maj$ & Integral

Dank. Wir bedanken uns sehr bei Herrn Julian Hollender und Frau Vera Schade, die viele der

Aufgaben und Losungen beigesteuert haben.

Dresden, Januar 2015 René Schilling
Franziska Kiihn



Contents

2 Sigma-Algebren 5
3 MaBe 15
4 Eindeutigkeit von MaBen 25
5 Existenz von MaBen 35
6 Messbare Abbildungen 43
7 Messbare Funktionen 47
8 Das Integral positiver Funktionen 55
9 Das Integral messbarer Funktionen 65
10 Nullmengen 71
11 Konvergenzsatze 75
12 Parameter-Integrale 83
13 Riemann vs. Lebesgue 89
14 Die Raume £L? und L? 99
15 ProduktmaBe 107
16 Der Satz von Fubini—Tonelli 109
17 ¢Unendliche Produkte 119
18 Bildintegrale und Faltung 121
19 Der Satz von Radon—Nikodym 131
20 ¢Der allgemeine Transformationssatz 139
21 ¢MaBbestimmende Familien 147



R.L. Schilling: Maj$ & Integral

22 ¢Die Fouriertransformation
23 ¢Dichte Teilmengen in LP (1 <p< )
24 ¢Die Rieszschen Darstellungssatze

25 ¢Konvergenz von MaBen

149

157

165

173



2 Sigma-Algebren

Aufgabe 2.1. Lo6sung;:

(a) Die angegebene Menge ist keine Teilmenge der Potenzmenge von {a, b, ¢,d} und kann

somit keine o-Algebra sein.

(b) Das Mengensystem ist eine o-Algebra, da sie offensichtlich stabil unter Vereinigungen
und Komplementen ist und die Grundmenge {a,b,c,d} enthalt. Mengen der Form

{@,Q} sind immer o-Algebren iiber Q fiir beliebige Mengen ).

(c) Das Mengensystem ist keine o-Algebra, da z.B. das Komplement von {a} nicht in

ihr enthalten ist.
(d) Die Potenzmenge P(€2) ist fiir beliebige Mengen €2 eine o-Algebra iiber €.

Aufgabe 2.2. Lo6sung;:

(a) Wir zeigen die Mengengleichheit, indem wir nachweisen, dass alle Elemente, die
in einer der Mengen liegen, auch in der anderen liegen. Die meisten Schritte in
der Argumentation sind klar. Lediglich bei dem mit einem (x) gekennzeichneten

Aquivalenzpfeil muss man genauer hinschauen. Es gilt:

we (B = e B E(w) =y
SAzeB: E(w)=2
< w¢{€e B}
< we{leB}°

Die Aquivalenz (*) gilt, da & eine Abbildung ist: Jedem w € Q wird genau ein Element
in R zugeordnet. (Ist {(w) = y € B¢, dann gilt {(w) ¢ B, d.h. es kann kein z € B

existieren mit {(w) = z. Die Umkehrrichtung folgt analog.)
(b) Es gilt:
wegt (UBZ) < ¢(w)eUB;
iel iel
= 3@0 € If(w) EBiO
= Jigel:wet ™ (By)
= W € U£_1 (Bz) .

iel
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(c) Es gilt:

wee! (ﬂBZ) < &(w) e B;
iel iel
< Viel:¢(w)eB;
sViel:wet (B

sweNEH(B).

iel
(d) Wahle Q ={1,2}, £(1):=£(2):=1, A:={1}. In diesem Fall gilt: A°={2} und somit
(€(A))" = ({11)° = {2} # {1} = £(A%).

(e) Es gilt:

:z:eg(UAZ) < JwelJAiz=¢(w)
iel iel
< Jige [Lwe Ay, 1z =E&(w)

iel

(f) Fiir j eI gilt Mier Ai € Aj, also

f(na)eecn.

iel

Da dies fiir alle j € I gilt, folgt

£(ﬂAi) cME&A).

iel gel

Zusatz: Die Gleichheit gilt im Allgemeinen nicht. Wéhlen wir z. B. Q = {1,2,3} und
€(1)=£(3) =0, &(2) =1, dann gilt fiir A ={1,2} und B = {2,3}, dass

§(AnB) =£({2}) = {1}

aber

S(A) ﬂg(B) = 5({172}) ﬂf({2,3}) = {O’ 1} n {07 1} = {07 1}'

Aufgabe 2.3. Losung: Es gilt
o g=f12)eA

e Es sei A e A. Nach Definition existiert B € B mit A = f~1(B). Gem#B Aufgabe 2.2
gilt
A= (f7U(B) = (B,
Wegen B¢ € B folgt A° € A.
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e Es scien (A,)neny ¢ A. Dann existieren B, € B mit A, = f~1(B,). Wiederum folgt

aus Aufgabe 2.2, dass

U= U= (Us),

neN neN neN
Da Upeny Bn € B zeigt dies Upeny An € A.

Aufgabe 2.4. Lo6sung:

(a)

(X1) E€Aund damit C=EnCeC
(22) Sei AnC €€ dann gilt (mit Komplement bzgl. C'), dass

(AnC)=C~N(AnC)=(E~NA)NnC

und F \ A€ A. Damit gilt: (AnC)°e@
(¥3) Fiir A;nC €€ gilt Ujey Aj € A und damit

U(AjﬂC)Z(UAj)ﬁCEe.

JeN JeN

Eine Menge U ist offen in R? genau dann wenn fiir alle 2 € U ein € > 0 existiert, so
dass Bc(x) c U. Wir zeigen als erstes, dass O eine Topologie in R? ist: (O1) Fiir
jedes z € R? gilt By(x) c RY, also ist R? € ©. AuBerdem ist fiir & die Bedingung leer,
d.h. auch g € O.

(O3) Seien U,V € O. Gilt UnV = @, dann folgt aus (O1), dass UnV € O. Wir
konnen also annehmen, das U NV # @. Fiir jedes x € U NV existieren €7, ey > 0, so
dass B¢, (z) c U und B, (z) c V. Wegen

Bepney () cUNV

folgt UnV € 0.
(O3) Sei J eine beliebige Indexmenge und Uj € O fiir alle j € J. Fiir jedes x € Ujc; U;

existiert ein jo € J mit x € Uj,. Da Uj, offen ist, kénnen wir € > 0 wéhlen, so dass
Bg(x) c Ujo c U Uj.
jeJ

Damit ist Ujes Uj € O.

Dies zeigt, dass O eine Topologie in R? ist. Damit folgt auch leicht die zweite Be-
hauptung:

(01) @,R% € O und damit sind @€ 9, R nC ¢ O¢.

() UNC,VnCeOc = (UnC)n(VnC)=(UnVnC)eOdenn UnV € Oc¢.
((93) Uj nCe OC = UjEJ(Uj ﬂC) = (UjEJUj) nCe OC denn UjEJUj € 0.
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(¢) Fiir On C € O¢ gilt offenbar O n C € B(RY)¢ da 0(0) c B(RY). Folglich, o(O¢) c
B(R%)¢. Um B(RY) o c 0(O¢) zu zeigen, definieren wir
Y:={BcR%LBnCeo(0c)}).

Man kann leicht sehen, dass 3 eine o-Algebra ist. Weiterhin gilt O c ¥. Damit folgt
c(0) =B(RY) cx.

Aufgabe 2.5. Losung: Wir fiihren zuéchst einige Notationen ein:
e O: offene Mengen im R"
e (C: abgeschlossene Mengen im R"™
e K. kompakte Mengen im R"

Per Definition gilt dann
BcXcC

und somit
o(B) co(X) ca(C).

Da fiir jede abgeschlossene Menge C' € C gilt C°€ O c 0(O) und o(O) eine o-Algebra ist,
gilt C € 0(0). Folglich, o(€) c 0(0). Konnen wir zeigen, dass
o(0) co(B) (%)
dann folgt wegen o(0) = B(R™) und
d(0)co(B)co(X)co(C)ca(O)

die Behauptung.

Zu (*): (*) folgt sofort aus der folgenden Identitét:

o= U B, 0e0.
BeB,BcO

Diese Gleichheit sieht man so:

o c“ EsseixzeO. Da O offen ist, existiert r > 0 mit B,(z) ¢ O. Waéhlen wir

q € Byya(x) n Q" und ' € (r/4,7/2) N Q, dann gilt B := B, (q) ¢ B,(z) c O. Wegen
x € BeB zeigt dies "c”.

e 5“ Das ist klar, die rechte Seite ist eine Vereinigung iiber Teilmengen von O.

Aufgabe 2.6. Losung: Sei A* die Menge der Atome der o-Algebra A, welche zumindest
die leere Menge enthélt. Wir werden zeigen, dass eine o-Algebra aus der Menge der

Vereinigungen seiner Atome besteht. Insbesondere gilt somit

#(A) = 2F,
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wodurch die zweite Teilaufgabe mit einem Nein beantwortet werden muss. (Beachte:
Der Exponent wird um Eins verringert wird, da die leere Menge als Atom nichts zur

Vereinigung beitragt.)

Seien A; und As Atome der o-Algebra A, d.h. Ay, As € A*, dann gilt A; n Ay ¢ A} und
A1n Ay c As. Daher gilt entweder A1 n Ay = @ oder A; = Ay n Ay = As. Insbesondere sind

Atome entweder disjunkt oder identisch.

Angenommen A* ist noch keine Partition von E, d.h. (UgeqxA)¢ # @, dann ist
A:={BeA : B+@ und Bc (Uges-A)}

nicht leer und endlich. Insbesondere enthélt es minimale Elemente beziiglich der Teilmengen-
Relation. Sei D € A ein solches minimales Element und B € A mit B ¢ D. Dann gilt
entweder B = @, oder B € A und somit B = D, da D ein minimales Element von A
ist. Dies zeigt, dass D ein Atom der o-Algebra A ist, im Widerspruch zur Annahme

D e A c(Ugeu+A)©. Also muss A* bereits eine Partition von E sein.

(Idee fir die Existenz minimaler Elemente: Wir nehmen eine beliebige Menge aus A
und iiberpriifen, ob es eine Menge in A gibt, die strikt kleiner bzgl. der Teilmengen-
Relation ist. Falls dies der Fall ist, iterieren wir den Schritt. Ansonsten sind wir bei einem
minimalen Element angekommen. Dieses Verfahren terminiert, da wir jedes Element aus

A hochstens einmal untersuchen und A nur endlich viele Elemente enthélt.)

Wir werden nun abschlielend zeigen, dass A aus der Menge der Vereinigungen seiner
nicht-leeren Atome besteht: Da o-Algebren stabil unter abzahlbaren Vereinigungen sind,
ist jede Vereinigung von Atomen wieder ein Element der o-Algebra. Sei B € A eine

beliebige Menge der o-Algebra, dann besitzt die Menge die folgende Darstellung:
B:BmE:Bm( U A): UJ (BnA).
AeA* AeA*

Da aus BnAc A fiir Ae A folgt, dass entweder Bn A =@ oder Bn A = A gilt, finden

WIr

B=J{AecA" : BnA=+g},
womit die Behauptung bewiesen wére.

Aufgabe 2.7. Losung: Es sei E eine beliebige Menge und C eine abzahlbare Familie von
Teilmengen von E. Wir nehmen an, dass € eine o-Algebra ist. Fiir jedes x € E ist die
Familie

C,={CeC:xeC}

abzéhlbar. Somit ist C, := Ngee, C € €. Per Definition ist C, die kleinste Menge aus C,
die x enthélt. Da fiir alle C € C entweder x € C, ~ C oder z € C, nC, folgt Cp, = C, N C
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oder C, = C, n C. Mit anderen Worten: C, nC =@ oder C,, c C. Insbesondere gilt dann
fir x # y, dass O, N Cy = @ oder C; = C.

Nun sei I eine abzdhlbare Indexmenge mit (Cy)zep = (Ci)ier und C;j # Cj fiir @ # j. Fiir
J c I folgt dann

Cy= UCjEG und VJ+ K, J Kcl:Cj+Ck.
jed
Offensichtlich ist J — C eine Bijektion von P(I) nach €. Damit gilt: Ist I endlich, dann

ist € endlich und wenn I unendlich ist, dann ist € nicht abzdhlbar.

Sei A* die Menge der Atome der o-Algebra A. Seien A; und Ay Atome
der o-Algebra A, d.h. A;, Ao € A*, dann gilt A1 N As ¢ A; und A; n As ¢ As. Daher gilt
entweder AjnAs =@ oder A; = Ajn Ay = As. Insbesondere sind Atome entweder disjunkt

oder identisch.

Angenommen A* ist noch keine Partition von X, d.h. (Ugeq+A)®# @. Sei x € (Ugeq+A)C,
dann ist Ay :={E €A : x€E und E c (UygeaxA)°} nicht leer. Falls A abzdhlbar ist,
dann ist A := npea, D wieder in A und ein Atom von A: Angenommen B c A mit B € A,
dann gilt entweder z € B oder x € A\ B. Daher haben wir entweder A ¢ B c A oder
AcANBcA,dh B=Aoder B=g.

Wir haben also gezeigt, dass A" eine Partition von A whére, falls A abzdhlbar ist. Wir
werden nun zeigen, dass A in diesem Fall aus der Menge der Vereinigungen seiner nicht-
leeren Atome besteht: Da o-Algebren stabil unter abzahlbaren Vereinigungen sind, ist
jede Vereinigung von Atomen wieder ein Element der o-Algebra. Sei E € A eine beliebige

Menge der o-Algebra, dann besitzt die Menge die folgende Darstellung:

E=EmX=Em( U A): U (EnA)

AeA* AeA*

Da aus EnAc A fiir Ae A" folgt, dass entweder Fn A =& oder En A = A gilt, finden
wir

E=u{AdecA* : EnA=zg},

womit die Behauptung bewiesen wére.

Somit gilt immer #(A) = #(249}), falls A abzihlbar ist. Falls A jedoch abzihlbar
unendlich ist, dann ergibt dies einen Widerspruch, da 24" M2} in diesem Fall iiberabzéihlbar

wére. (Denke an die Dualdarstellung der reellen Zahlen!)

Aufgabe 2.8. Losung:

10



Lésungen. Version vom January 28, 2022

(a) Nach Definition gilt

1, zeA\NB, 0, zeA\DB,
1, zeBNA, 0, zeB\NA,
]lAUB(-T): ]lAmB(x): (*)
1, xeAnB, 1, xeAnB,
0, z¢AuB, 0, z¢AuB.

Addition der beiden Gleichungen gibt

1, zeA\NB,
1, xe B\ A,
Laup(w) + Lanp(x) = =1a(z) +1p(x) (%)
2, zeAnBDB,
0, ¢ AuB,
wegen
1, zeA\NB, 0, zeANDB,
0, xzeB\A, 1, zeB\A,
La(z) = 1p(z) =
1, zeAnB, 1, z€eAnB,
0, ¢ AuB, 0, ¢ AuB.

(b) Wegen 14(x) €{0,1} und 1p(z) €{0,1} gilt
Tanp(x)=1 <= 2 AnB <= 14(z)=1,1p(x) =1 < Tly(x)lp(x)=1.
Da beide Seiten nur Werte in {0, 1} annehmen konnen, folgt die Behauptung. Analog:

min{l(z),1p(z)} =1 < 1y(z)=1,1p(x) =1 < Lu(z)lp(z)=1.

(c¢) Per Definition gilt

zeA
1ae(z) = {0’ T=1-14(x).

1, z¢A,

(d) Aus (dem Beweis von) Teilaufgabe (a) sehen wir

1, xeA\NB,
) =) |1, TeB~NA, (4
min{l4(z) +1p(z),1} "= = Laup(x).
1, xe AnB,
0, ¢ AuB,

(e) Wegen 1 4,(z) € {0,1} fiir alle ¢ e N gilt

suply,(z) =1 < EIiOEN:]lAiO(x):l «— JipeN:xe Ay,
ieN

11
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—= zelJA = 1y a,(z)=1
1eN
Da sowohl sup; 1 4,(x) als auch 1), 4,(«) nur Werte in {0,1} annimt, folgt die Be-
hauptung.
(f) Wegen 1 4,(z) € {0,1} fiir alle 7 e N gilt

ian]lAi(x)zl — VieN:ly(r)=1 < VieN:xeAi;
1€

= ze[A = 1o 4,(x)=1
ieN

Da sowohl inf; 1 4,(z) als auch 1, 4,(2) nur Werte in {0,1} annimt, folgt die Be-
hauptung.

Aufgabe 2.9. Losung:
(b) Es gilt

weliminf A; < JkpeN:we [ 4;

17— 00 izko
<~ ElkoeNViZko:weAi

<= w liegt in schlieBlich allen A;’s.
Analog sieht man:

welimsupA; < VkeN:we|JA4;

i—00 ik
= VkeNIip > k:wed;,

< w liegt in unendlich vielen A;’s.

(a) Sei w €. Da Indikatorfunktionen nur die Werte 0 und 1 annehmen, ist (1 4,(w) ),

eine Folge von Nullen und Einsen. Deshalb gilt wegen (b):

liminfly, (w)=1 <= lim 14, (w)=1
< 14,(w) =1 fiir schlieBlich alle ¢ e N
<= w € A; fur schliefilich alle ¢ ¢ N

<= w € liminf A;.

1—> 00

Ganz ahnlich folgt:

limsuply,(w) =1 <= 14,(w) =1 fiir unendlich viele i e N

71— 00

w € A; fir unendlich viele 7 € N

Il

w € limsup A4;.

7—>00

12
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(c) Offenbar gilt
limsup14,(w) =1 < 14,(w) =1 fiir unendlich viele i ¢ N

— Z]lAi(W) = o0.

13






3 Malle

Aufgabe 3.1. Ldsung: Seien im Folgenden stets A;, A, --- € A disjunkt mit A := (J;ey A;.

a) (Dirac-Maf, 0-Funktion, Punktmasse). (E,A) beliebiger Messraum, z € F fest.

0, z¢A
0zt A= {0,1}, 0,(A):=
1, z€A

ist ein MaB, denn
(My) A ist per Definition eine o-Algebra auf E.
(M) 0,(2) =0, da offenbar x ¢ @.
(Ms) Um die o-Additivitat zu zeigen, betrachten wir zwei Félle:
e 0;(A) =1: Dann gilt z € A und es gibt auf Grund der Disjunktheit der A;

genau ein jo € N mit z € A;,. Also folgt

S 00(A)) = 6:(Az) = 1= 6,(A).
jeN

e 0,(A)=0: Es gilt fiir alle j € N, dass = ¢ Aj; folglich

Z (5I(Aj) =0= 5x(A)
jeN

b) E =R und A wie in Beispiel 2.3¢) (d.h. Ae A <= A oder A° abzéhlbar). Dann ist
0, A abzahlbar
7(A4) =
1, A€ abzihlbar

ein Maf, denn:

(My) Nach Beispiel 2.3e) handelt es sich bei A um eine o-Algebra. Weiterhin bemerken
wir, dass v wohldefiniert ist, da (wegen F = R) nicht sowohl A als auch A¢

abzahlbar sein kann.
(M1) @ ist offensichtlich abzéhlbar, also (@) = 0.
(Ms) Wir betrachten wieder getrennt zwei Fille:

e 7(A) =0 < A abzihlbar < alle A; sind abzéhlbar < ;v(A;) =0

15
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e Per Definition sind die folgenden Aussagen dquivalent:
v(A) =1 < A= Aj nicht abzihlbar
jeN

< 3jo € N: A5 abzihlbar

(%)
<3 (45 =1
J

(*), =" Wegen der Disjunktheit gilt A; c A7 fiir alle j # jo. Aus A
abzahlbar folgt also, dass A; abzahlbar ist fiir alle j # jo, d. h. insbesondere
v(4;) = 0.

(%), ,,=“ Wegen v(A;) € {0,1} kann nur ein jy € N existieren mit y(Aj,) # 0.
Folglich ist v(4;,) = 1 und somit Af abzihlbar.

Ersetzen wir ,,abzahlbar “durch ,,endlich“ist v nicht mehr o-additiv: Betra-
chte zum Beispiel A; := {j}, j € N. Dann ist A = J;enA; =N¢ A, d.h. A
ist keine o-Algebra (insbesondere ist y(A) gar nicht definiert). Mit der gle-
ichen Argumentation wie oben kénnen wir jedoch zeigen, dass die endliche

Additivitat weiterhin gilt.

c) (E,A) beliebiger Messraum. Dann ist

A, A endliche Menge
. & AcA,

+00, A unendliche Menge

ein Maf}, denn:
(My) A ist per Definition eine o-Algebra.
(M) || =0.

(Ms) Gilt |A] < oo, dann ist |Aj| < oo fiir alle j € N, da die Mengen nach Voraussetzung
disjunkt sind. Das bedeutet gerade, dass die (A4;);ey eine Partition von A bilden
und sich folglich die Machtigkeiten addieren.

Falls |A| = o0, so gibt es ein jp € N mit |Aj,| = co oder abzdhlbar unendlich viele

Aj sind nichtleer. In beiden Fallen ergibt sich

2 14j] =00 = 4]
jeN

d) (diskretes W-Mafl) E = Q = {w1,w,...} abzdhlbar, A = P(Q), (p;j)jeny c [0,1] mit

2721 pj = 1. Dann ist

P(A):= ) pj=) pidu;(4), AcQ

JjiwjeA jeN

ein Maf3, denn

16
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(My) P(Q) ist stets eine o-Algebra tiber €.
(Ml) P(@) = Zj:wjegpj =0.

(Mz) Es gﬂt o
PA)= Y pUETY Y pi= S R4,

j : w]’EUi Az ZGN] : UJ]‘EAZ' €N

Aufgabe 3.2. Losung: Nach Voraussetzung enthélt Y mindestens zwei Elemente a,b € E. p

ist kein Maf}, denn

pi({ayu{b}) =1#2=pi({a})+ pa({b}).
13 ist ebenfalls kein Maf, da

ps({a} u{b}) = oo # 0= pz({a}) + us({b}).

Wir zeigen nun, dass po ein Maf ist:
(My) P(E) ist eine o-Algebra.
(M) Offensichtlich gilt p2(@) = 0.

(M3) Es sei (Aj)jen ¢ P(E) eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Wir betrachten zwei
Falle:

e djo: AjynY # @. In diesem Fall gilt insbesondere Ujey A; NnY # @ und somit
%) (UjeN Aj) = 0o. Andererseits ist

o0 = N2(Aj0) < Z :U’Q(Aj)’
jeN

also

D 12(Aj) = 00 =uz(U Aj)-

jeN jeN
o Vj:AjnY =@. Dann ist auch Ujey A; nY = @ und somit
12 (U Aj) =0= ) pa(Ay).
jeN jeN

Aufgabe 3.3. Losung:
(a) Falls ¥ g f(z) endlich ist, dann sind offensichtlich die Mengen {z € E: f(z) > 1/n}

endlich. Somit ist insbesondere

{reE: f(z)>0}= U{:UEE: f(a:)>%}

neN
abzahlbar.
(b{Mp) P(E) ist eine o-Algebra.

17
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18

(M) Da x ¢ @ fir alle x € A gilt u(@) = 0.

(Ms) Wir beweisen zunéchst das folgende

Lemma. Es sei (Bij)ijen € R. Dann gilt

sup » Bij =, sup Bij- (*)

1N jeN jeN ieN

Beweis. Offensichtlich gilt By, < supjeysupgey fij fur alle m,n € N. Da die
rechte Seite nicht von m,n abhéngt, bleibt die Ungleichung erhalten, wenn wir

das Supremum tiber n nehmen:

sup B, <supsup fB;;  fiir alle m e N.
neN jeN ieN

Mit der gleichen Argumentation folgt

R i P < SRR P
Die umgekehrte Ungleichung ,,>“ indem wir die Rollen von ¢,j und m,n ver-
tauschen. ]
Es sei nun (4;)jen ¢ A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Wir setzen
A= Jjeny Aj und betrachten zwei Félle getrennt:
o {x € A; f(x) > 0} ist iiberabzéhlbar: Aus (a) folgt, dass dann p(A) = oco.
Da A die disjunkte Vereinigung von abzidhlbaren Mengen ist, existiert dann
Jjo € N mit der Eigenschaft, dass {x € A ; f(z) >} iiberabzéhlbar ist. Ins-
besondere, 1(Aj,) = co. Folglich,

M(U Aj) = p(A) =00 = > pu(4;).

jeN jeN

o {x € A;f(x) > 0} ist abzahlbar: Es sei (¢;)in eine Abzdhlung von {z e
A; f(z) > 0}. Dann

p(A) =3, f(x)

zeA

= f(a:)éx(U Aj)

e jeN
=2 2 f(2)dx(4;)
zeFE jeN

“supsup Y Zf(a:)5 (4))

NENMEN(]I, :QNJ

*

® sup sup Z Z f(@)6:(4;)

MeN NENJ:I q1,---,4N

=2 > f(@)d:(4))

jeNzeE
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=2 2 @

jeNzeA;

= > 1(4y).

jeN
(Vgl. auch Aufgabe 8.6.)

(c) Das MaB p ist endlich, falls 3, f(z) endlich ist. Weiterhin folgt direkt aus Teilauf-
gabe (a), dass {x € E: f(x) >0} abzahlbar ist, falls das Maf} o-endlich ist. Ander-
erseits: Ist {x € E: f(x) > 1/n} endlich, so ist u o-endlich.

Aufgabe 3.4. Losung: Betrachte den Messraum (N, P(N)) ausgestattet mit dem Zahlmafl

p(A)= Y 1= 6.(4),  AcN.
neA neN

Fiir die Mengen B,, := {n,n+1,...} gilt dann pu(B,) = oo, aber

1( ﬂNBn) = u(@) = 0.

Ein dhnliches Beispiel kann man auch fiir den Mafiraum (R, B(R), ) konstruieren (wéhle
By, :=[n,0)).

Aufgabe 3.5. Losung: Wir zeigen, dass p endlich additiv und stetig von unten ist. (Beachte:
J ist keine o-Algebra, da (0,1]¢ = (—o00,0] U (1,00) ¢7.)

(a) (@) =0. Weiterhin ist p(a,b] >0 da m monoton wachsend ist.

(b) Seien (a,b], (¢, d] disjunkte Intervalle, so dass (a,b] U (¢,d] € J. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit sei a <b=c<d, d.h. (a,b]u (c,d] = (a,d]. Folglich gilt

n((a,b]U (e, d)) = m(d) - m(a) = m(d) - m(c) + m(c) - m(a)
= (m(d) - m(c)) - (m(b) - m(a))
= u((e,d]) + u((a,b]).

(c) Seien Uj e Jmit U; t U €7, d.h. Uj = (aj,b;], U = (a,b] mit a; | a und b; 1 b. Aus

der Stetigkeit von m erhalten wir
lim (U;) = T (m(b) = m(ay) = m(b) = m(a) = p(0).

Aufgabe 3.6. Losung: Wir folgen dem Hinweis und beweisen als ersten Schritt das folgende

Lemma.
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Lemma. Es sei (Bij)ijen € R. Dann gilt

Wik Py = bbb )
Beweis. Offensichtlich gilt Byn < supjey sup;ey Bi; fiir alle m,n € N. Da die rechte Seite
nicht von m,n abhéngt, bleibt die Ungleichung erhalten, wenn wir das Supremum iiber n
nehmen:

Sup Bmn <supsup f;;  fiir alle m e N.
neN 7jeN eN

Mit der gleichen Argumentation folgt

Sup sup By, < supsup fGi;.

meN neN jeN ieN
Die umgekehrte Ungleichung ,,>“ indem wir die Rollen von %, j und m,n vertauschen. m
Zunichst bemerken wir, dass die Reihe j(A) = ¥ 27 i (A) fiir jedes A € A eine Summe
von nicht-negativen Zahlen darstellt und somit p(A) wohldefiniert ist (beachte, dass wir

w(A) = oo zulassen).

(M1) Aus (@) =0 erhalten wir

1(2) = %T%(@) = 0.

M2) Es sei (A;);en € A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Aus der o-Additivitat
ili

der p;’s folgt

M(L%Aj) = %2‘% (L%Aj)
_JEV; Z i(A5)

jeN

1 M —o0 1

g

= lim lim ZZT"/LZ-(Aj)

N—oco M—o0 i=1j=1

N M
=supsup ». > 27 p;(4;).

NeN MeN j=1 j=1

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass die Folgen monoton wachsend sind, also

lim = sup. Mit (x) sehen wir nun

N
M(U Aj)—supsupzz 1i(Aj)

jeN MeN NeN j=14=1

= lim lim 222 i(A))

—>ooN—>ooj 1i=1

= lim 222 ui(A))

M—o00 539 JeN
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= lim 3727 (4)
j=1

Bemerkung: Fiir eine Verallgemeinerung der Aussage und weiterfithrende Aufgaben siehe
auch Aufgabe 8.6.

Aufgabe 3.7. Losung:
Wir bezeichnen mit N die Familie aller Teilmengen von p-Nullmengen, d. h.
N:={NcE;JAecA:u(A)=0,A>N}.
(a) Da u(@) =0 gilt offensichtlich @ € N. Damit folgt insbesondere fiir alle A € A, dass
A=AugeA*. Wir zeigen nun, dass A eine o-Algebra ist:
(X0) Klar wegen @€ A und @ € N.
(31) Essei A*=AuUN e A*, Ae A, N e N. Nach Voraussetzung existiert M > N,
M e A, mit pu(M) =0. Dann ist
(A" =(AUN)“=A°nN°
=A°NnN°n(M°uM)
=(A°N N N M°)u(A°n N°n M)
= (AN M)Yu(A°NN°n M)
wobei wir benutzt haben, dass aus N ¢ M folgt, dass M c N¢ (und folglich
Men N¢=M°). Wegen
e A°nM°eA
e A°NN°nMc M und pu(M)=0
folgt, dass (A*c) € A.

(32) Es sei (A])jen c A. Dann ist A7 =A;jUN; mit Aj € A und Nj e N fiir alle j € N.

Folglich
UA;=U@unN)=UJAuUN;ed
jeN jeN jeN jeN
—_—— —\—
eA =NeN

Hier haben wir verwendet, dass die abzdhlbare Vereinigung von (Teilmengen von)
Nullmengen wieder eine (Teilmenge einer) Nullmenge ist: Da N; € N existiert
M; > Nj, Mj e A, mit p1(M;) =0. Dann ist
N=UNjcUM;=M p(M) <, p(Mj) =0,
jeN jeN jeN

d.h. NeN.
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(b) Es sei A* € A. Wir miissen zeigen, dass fiir zwei beliebige Darstellungen der Form
A* = A UN; und A* = Ay U No mit Ay, Az € A und Ny, Ny € N gilt, dass pu(A;) =
u(As). Wegen Ny, Ny € N existieren My, My € A, My > Ny, My > Ny mit u(My) =
0 = pu(Mz). Insbesondere gilt

AICA1UN1=A2UN2CA2UM2
AQCAQUN2=A1UN1CA1UM1.

Aus der Monotonie und Subadditivitdt des Mafles folgt daher

(A1) € p(Az U Mz) < p(Az) U p(Mz) = p(Az)
1(A2) € p(Ar v M) < p(Ar) v p(Mr) = p(Ar).

Das zeigt (A1) = n(Az).

(c) Wir haben bereits in Teil (a) gesehen, dass fir A € A die Zerlegung A U @ zuléssig
ist. Aus Teil (b) folgt sofort, dass 1(A) = u(A) fir alle A € A. Wir zeigen nun noch
(M1) und (Ms):

(M) Wegen @ € A wissen wir aus dem ersten Teil dieser Teilaufgabe schon, dass
(@) = p(2) = 0.

(Mz) Es sei (A])jen © A eine Folge disjunkter Mengen. Wir schreiben A7 = AjUN;
mit A; € A, N; € N. In Teil (a) haben wir gesehen, dass A" = Ujen A;=AuN
mit

A=|JA4jeA N=[JN;eN.
jeN jeN
GemaB Teil (b) gilt daher
(AY) = p(A) = 3 u(Az) = 3 Ti(A7).

jeN jeN
(d) Setze B:={A*c E : es existieren A,Be A mit Ac A*c Bund (B~ A)=0}. Wir
miissen zeigen: A = B.

Es sei A* € A. Dann ist A* = AUN mit A e A und N € N. Wegen N € N existiert
MeA, M >N, mit u(M) = 0. Wir behaupten, dass B := AuM alle Voraussetzungen
erfiillt.

e BeA wegen A, M € A.
e AcA*cAuM =B
o u(B~A)=p(M)=0.

Nun sei A* € B und A, B wie in der Definition. Fiir N := A* N A und M := B\ A gilt

dann offenbar

e NeNwegen Nc M und u(M) =p(B~A)=0.
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e A*=Au(A"~A)=AuUN.
Folglich A* € A.
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4 Eindeutigkeit von MaBen

Aufgabe 4.1. Losung:

(a)

(b)

(d)
(e)

Das folgt sofort aus der o-Additivitat des Lebesgue-Mafles:
A UN; <SS A%wy) =o0.
jeN jeN
Wir erinnern uns: Ist (X, A,u) ein Mafiraum und (B, )peny ©€ A mit B, | B und
w(By) < oo, dann gilt limy, e u(By) = pu(B) (Stetigkeit von oben).

Zunéchst gilt {r} € B(R), da {r} eine abgeschlossene Menge ist. Fiir den Mafiraum
(R,B(R),A!) und B,, := [r,r + 1/n) gilt offenbar B, | {r}, A}(B1) =1 < co. Aus der

Stetigkeit von oben erhalten wir somit

M({r}) = lim A(B,) = lim 1 o

—o00 N

Ebenen sind abgeschlossene Teilmengen des R und daher Borelmengen. Da das
Lebesgue-Maf} translations- und rotationsinvariant ist, konnen wir ohne Beschrénk-
ung der Allgemeinheit annehmen, dass E = {(z,y,2) € R}z = 0}. Fiir k,£ ¢ N

definieren wir
Apy = {(a:,y,z);—k: <<k, -k<y<k0<z< %}
Aus der Stetigkeit von oben, vgl. Teil (b), folgt fiir Ay = Nyeny Ak et
W) = Jim X () = Jim (@0 E12) 0.

Mit Teil (a) erhalten wir, dass E' = Upey Ag als abzéhlbare Vereinigung von Nullmen-

gen wieder eine Nullmenge ist.
Nein, da im Allgemeinen M ¢ B(R?).
{AeBRY) |a¢ Aund b¢ A}

Aufgabe 4.2. Losung: J ist ein Dynkin-System, denn

(D1)
(D2)
(D3)

#FE =2k ist gerade, also ist £ € F.
AeF = #A ist gerade = #A° = 2k — # A ist gerade = A°e F.
Aj € F disjunkt = #A; sind gerade und damit auch #U; A =Y; #4; = U; A; € F.
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F ist keine o-Algebra, denn {1,2},{2,3} € F aber {1,2} n{2,3} = {2} ¢ F.

Aufgabe 4.3. Losung:

(a) Wir haben § c Gu {@} und somit §(G) c 6(Gu{@}). AuBerdem gilt @ € §(5G) nach
der Definition von Dynkin-Systemen und § c §(9) nach Konstruktion minimaler
Dynkin-Systeme. Daher gilt Su {@} c 6(G). Folglich, §(9) = 6(Su {@}). Analog
zeigt man o(9) =o(Su{a}).

Nun ist Gu{@} von der Form {A° A, &} und somit schnittstabil. Es gilt also
3(9)=0(Su{z}) =o(Gu{a}) =a(9) = {8, 4, 4% E} = {,(0,3),[5.1),(0,1)}
nach Satz 4.4.

(b) Analog zu (a) lasst sich

o({(0,31.[3. D} =o({(0,5). {3}, (z. D}

zeigen. Aus Aufgabe 2.6 kennen wir die Struktur von ({41, A2, A3}) fiir eine Par-
tition {A1, A2, A3} von E. Wir erhalten also

a({(0,3],[5, D}) = o({41, Az, A3})
= {®7A17A27A37A1 UAQaAl U A37A2 UA37E}

={2,(0,5).{3},(3,1),(0,51,(0,3) U (3,1),[5,1), (0, 1)}

aus der Darstellung einer o-Algebra durch ihre Atome. Man tiiberpriift leicht, dass

D:= {Qa (07 %]7 (%7 1)7 [%7 1)7 (07 %)7 (07 %) U (%7 1)7 {%}7 (07 1)}

ein Dynkin-System ist, dessen Elemente sich als Vereinigungen und Komplemente

von Mengen aus §uU {@} darstellen lassen. Daher gilt
Decé(§u{a})=0(9)

und somit D =§(G), da §c D und 6(G) minimales Dynkin-System ist.
Bemerkung: Falls E = [0,1), dann gilt §(9) # o(9) fir G = {(0, %], [%, 1)}.

Aufgabe 4.4. Losung:  Manchmal werden Familien mit (D;), (Dj), (D5) auch monotone
Klassen genannt. Zur Vereinfachung der Sprache wollen wir das in dieser Losung (und

nur hier!) auch so halten.
Offensichtlich ist eine monotone Klasse M auch ein Dynkin-System:

C.DeM % CUD=E~[(E~C)~D] e,
2
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d.h. M ist u-stabil. Damit folgt (D3) sofort aus (Dj); (D2) ist ein Spezialfall von (Ds).

Umgekehrt ist jedes Dynkin-System D eine monotone Klasse:

D
M,NeD, McN %NcﬁMzM\Nzg und N~NM=(N°uM)“eD,
D3

d.h. (Dj) ist erfillt. Daher impliziert (Ds) sofort (D).

Aufgabe 4.5. Losung:

(a) Genau wie im Beweis von Satz 2.4a) sieht man, dass der Schnitt von beliebig vielen

monotonen Klassen wieder eine monotone Klasse ist. Daher ist

w@:=15
Fc§
gMC

wieder eine monotone Klasse. Beachte dazu, dass der Schnit nicht-leer ist, weil die
Potenzmenge P(F) offenbar eine monotone Klasse ist, die & enthélt. Ebenfalls wie
im Beweis von Satz 2.4 folgt, dass p(F) minimal ist.
(b) Definiere
Di={Fepu(F); F*eu(F)}

Nach Voraussetzung gilt F ¢ D. Konnen wir zeigen, dass F eine monotone Klasse

ist, dann folgt die Behauptung.

(MCy) Es sei (My)nen € D mit M,, + M = Upey My, Dann ist M € pu(F) (da pu(F) eine

monotone Klasse ist) und

MC:(UMn) =) M € u(9).
neN neNH&—’

(Hier haben wir verwendet, dass M,, 1 == M} | und somit N,y M, € F gemif
(MCy) fir u(F).) Das zeigt M € D.

(MCs3) Es sei (Np)new € D mit Ny | N = Npen V. Genau wie im ersten Teil des
Beweises folgt aus N € u(F) und NS+ N¢, dass N¢ e u(F) wegen (MC) fir die
monotone Klasse pu(F). Folglich, N € D.

(c) Wir folgen dem Hinweis. Aus der n-Stabilitdt von F folgt offensichtlich F c ¥. Dass

Y. eine monotone Klasse ist, sieht man so:

(MCy) Es sei (My)peny € X mit M, + M und F € F. Dann gilt M € p(F) und aus
w(F)s>s M, nF 1 MnF erhalten wir (aus (MCy) fiir u(5F)), dass M n F e u(F),
also M € 3.

(MC3) Die Argumentation ist analog zu (MCy).
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Folglich ist ¥ eine monotone Klasse und somit u(F) ¢ X. Das zeigt gerade F c X',
Da Y’ eine monotone Klasse ist (genau die gleiche Argumentation wie fiir 3; man
ersetze die Bedingung ,,F' € F* durch ,,F € u(F)*) gilt also u(F) c X', Das impliziert
die Behauptung.

(d) Aus M o F folgt
M = (M) > u(F).

Es geniigt also zu zeigen, dass u(F) eine o-Algebra ist, die F enthalt. Da u(F)
geméaf Teil (¢) n-stabil ist, genligt es zu zeigen, dass u(F) ein Dynkin-System ist
(vgl. Satz 4.4). Das sieht man so:

(D7) Nach Voraussetzung gilt E € F c u(F).
(D2) Folgt direkt aus (b).

(Ds)

C.D e (%) % CUD=E~[(E~C)~D]eu(®),
2

d.h. u(F) ist u-stabil. Damit erhdlt man (D3) sofort aus (MCh).

Aufgabe 4.6. Losung:

(a) Wir folgen dem Hinweis und zeigen, dass
D:i={AecA:Ve>03IGeG: u(A & G)<e}

ein Dynkin-System definiert.
(D1) Nach Voraussetzung gilt G := E € § und somit u(E A G) = u(@) =0, also E € D.

(D3) Es sei AeD. Fiir jedes € > 0 existiert dann G € § mit u(A & G) <e. Aus

A° A G° = (GEN A9) U (A°N GO)
=(G°NA)U(A°NnG)
=(ANG)u(GNA4)
=AAG

sehen wir, dass u(A°¢ & G°) <e; folglich, A° € D (beachte, dass G° € §!).

(D3) Es sei (Aj)jen ¢ D eine Folge paarweise disjunkter Mengen und € > 0. Da p ein
endliches Maf} ist gilt

> (Ay) ZM(U Aj) < oo,

jeN jeN

insbesondere konnen wir also N € N wahlen, so dass

> u(4y)<e
j=N+1
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Fiir j e {1,...,N} existiert G; € G mit u(A4; & Gj) <e27/. Fiir G:=UL,Gj€§
gilt dann

Il
—_—m
<.
n( e
zZ
N
<.
N —
B}
Q
I}

(U Aj) NG
jeN

Il
—_—m
<.
G
b
<.
S—
D
<
)=
S0
N —

Analog sieht man

Damit

u((UAj) A G)éu(U(Aj NOENU Aa‘)

JeN j=1 j=N+1

(A & G+ Y, pu(A4y)
j=N+1

M=

<

<
Il
=

€27 +e€

M=

<

<
1l
—_

<e+e.
Da € > 0 beliebig ist, zeigt das (J;ey A € D.
Offensichtlich gilt G c¢ D (wéhle G = A € G). Da G n-stabil ist, folgt

A=0(9)=0(8)cD.

(b) Betrachtet man das Mengensystem
D'i={AecA:Ve>03GeG: u(A A G)<ev(A A G)<el,
so folgt genau wie in Teil (a), dass D’ ein Dynkin-System ist. Mit der gleichen

Argumentation wie in (a) folgt dann die Behauptung.

(c¢) ,,<“ Essei Ae A mit Ac UpenIn und g (Uneny In) < €. Aus der Monotonie des
Mafes folgt

u(A)<,u(UIn)<e,

neN

29



R.L. Schilling: Maj$ & Integral

also u(A) = 0.
"=": Wir setzen X := {A ¢ R%:3(I)pewy ¢ I 2 A = U, I,} und beobachten, dass
I eX = I°eX. Weiterhin definieren wir

Di={AcRLVeIS K eK:JcAc K, u(K N J)<e}.

Behauptung: D ist ein Dynkin-System.

(D;) Offensichtlich gilt E =R% e D (wihle J = K = R%).

(D2) Essei AeD und €>0. Dann gibt es J, K e KX mit Jc Ac K und u(K ~ J) <e.
Wegen J¢ K¢ e X, u(K°~J) = u(J~K) <eund J > SA® > K¢ folgt sofort
AeD.

(D3) Es sei (Aj)jen ©¢ D eine Folge paarweise disjunkter Mengen und € > 0. Wir
withlen J; € K und K; € X mit J; c A; ¢ Kj, u(K; \ J;) < €277 und setzen

J::UA]- K::UKj.
jeN jeN

Da X stabil unter abzahlbaren Vereinigungen ist, gilt J € X, K € K. Weiterhin
ist JclJ;A; c K und

sl () ()

jeN jeN

+{(u)-(a)
([

< U(KjﬂJ;’))

jeN

<) (KN Jy)
jeN

(K j\Jj)<e27d
<E.
Folglich ist 1tJ; Aj € D.
Wegen J ¢ D folgt, dass B(R?) = §(J) c D.

Aufgabe 4.7. Losung: 7"=": Wegen G c B und H c € sieht man aus der Unabhéngigkeit von
B und € sofort
P(GnH)=P(G)P(H) VGe G, HeH

7<": Das Mengensystem
D:={AcA;VGeG:P(AnG) =P(A)P(G)}.

ist ein Dynkin-System:
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(Dl) Aus
P(QnG) =P(G) =P(G)P(Q?)
folgt sofort 2 € D. (Beachte dass P ein W-Ma# ist, also P(Q2) =1.)
(D2) Essei AeD. Fiir Ge§ ist

P(A°NG) =P((2~ A)nG)
=P(G~ (ANG))
ZP(G)-P(ANG)
1P P(G) - P(A)P(G)

=P(G)(1-P(A))

= P(G)P(A°)

wobei wir in (*) verwendet haben, dass P ein endliches Ma#f ist. Folglich, A® e D.

(D3) Es sei (Aj)jen c D eine Folge paarweise disjunkter Mengen und G € §. Dann ist auch

(A;nG) ey eine Folge paarweise disjunkter Mengen und es folgt aus der o-Additivitat

]P’((U Aj) mG) :]P’(L'J(Aij))
jeN jeN

= Z ]P)(Aj N G)
jeN

= 2 P(4,)P(G)

jeN

=P(G) ) P(4;)

jeN

:p(G)p(UAj).

von PP, dass

jeN
Nach Voraussetzung ist H c D und aus der Schnittstabilitat von H folgt somit € = o(H) =
y(H)cD,,d. h.
P(GnC)=P(G)P(C) firalle CeC, Ge§.
Definiert man
D'i={AecA;VCeC:P(ANnC) =P(A)P(C)},

siecht man genau wie im ersten Teil des Beweises, dass D’ ein Dynkin-System ist. Da wir
bereits gezeigt haben, dass § c D’ folgt dann sofort B =0 (5G) =6(G) c D".

Aufgabe 4.8. Losung: Fir H,, := Uj.1 G € A gilt nach Voraussetzung Hy, T E. Weiterhin ist
auf Grund der Subadditivitat

M) < 3 (G < o
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Vollkommen analog sieht man, dass v(H,) < co. Folglich erfiillt die Folge (Hy)pen die

Voraussetzungen von Satz 4.5b).

Aufgabe 4.9. Losung:  Zunichst zeigen wir, dass t- B € B(R?) fiir alle B € B(RY) und ¢ > 0.

Dazu definieren wir
Y= {B e B(RY);tB ¢ B(RY)}
fiir festes ¢ > 0. 3 ist eine o-Algebra:
(X1) Offensichtlich ist tRY = R? € B(RY), also R? € 3.
(32) Es sei AeX. Dann

t(A°) = t(RY\ A) = tR\ (tA) =R\ (tA) € B(RY),

also A¢ e B(R?).
(¥3) Essei (Aj)jeny ¢ X. Aus der Identitét
t(U Aj) = UJ(t4;)
jeN jeN
folgt sofort Ujeny Aj € 2.

Da die Dilatation eines Rechtecks I € J immernoch ein Rechteck ist, gilt J ¢ 3. Wegen
o(J) = B(R?Y) erhalten wir B(R?) c ¥. Folglich gilt tB € B(R?) fiir alle B € B(RY).

Nun sei [ = ngl[an, b,) € J ein Rechteck. Aus tI = ngl[tan, tby,) folgt

d d
A = TT((tbn) = (tan)) = t* ] (bn - an) = t*A4(I).
n=1 n=1
Definieren wir zwei Mafle u, v durch
v(B) =X (tB), w(B):=tA\4YB), BeBR?

dann zeigt dies gerade v(B) = u(B) fiir alle B € J. Da J ein n-stabiler Erzeuger von B(R?)
ist, folgt aus dem Eindeutigkkeitssatz fiir MaBle, Satz 4.5, dass v(B) = p(B) fiir alle B ¢
B(R?) und damit die Behauptung. (Die Folge (G, )nen in Satz 4.5b) kann beispielsweise

als G, := [-n,n)? gewihlt werden.)

Aufgabe 4.10. Losung: Setze
v(A)=p(671(4),  Aed.

Beachte, dass v wohldefiniert ist, da nach Voraussetzung §71(A) € A gilt. Wir zeigen, dass
v ein Maf auf (E,A) ist:

(M) Wegen @ =071(2) gilt v(2) = u(2) = 0.
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(M3) Es sei (A;)jen c A eine Folge disjunkter Mengen. Aus

(iga)- g

jeN jeN

vgl. Aufgabe 2.2, und der o-Additivitat von p folgt

V(U Aj) =M(U 9_1(Aj))

jeN jeN
=D u(07(45))
jeN
= Z I/(Aj).
jeN
Nach Voraussetzung gilt v(G) = u(G) fiir alle G € G. Da G ein n-stabiler Erzeuger ist,
folgt aus dem Eindeutigkeitssatz fiir MaBe, Satz 4.5, dass v(A) = p(A) fiir alle A € A.
Beachte, dass die Voraussetzung (b) in Satz 4.5 erfiillt ist, da p ein endliches Ma8 ist; wir
kénnen G, := E wahlen. (Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass FE € G, da die Bedingung u(G) = u(071(G)) offensichtlich fiir G = E erfiillt ist.)
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5 Existenz von Malen

Aufgabe 5.1. Losung:

(a)

Monotonie: Wir betrachten die einzelnen Falle getrennt:
e 0<a<y: Aus [0,2) < [0,y) folgt 0< Fu(@) = p([0,2)) < u([0.1)) = Fy(y):
e = <0< y: Per Definition, Fj,(z) <0< F,(y).

e z<y<0: Wegen [y,0) c [x,0) gilt 0 < -F,(y) = u([y,0)) < u([z,0)) = —F(z),
also F,(z) < Fyu(y).

Linksstetigkeit: Wir zeigen die Behauptung hier nur fiir den Fall x > 0; der Fall
x < 0 geht analog. Es sei zunéchst > 0 und (zy)geny eine Folge mit zx 1 x. Fir
k hinreichend grof gilt 0 < xp < z. Aus [0,2) 1 [0,2z) folgt mit der Stetigkeit des
MafBes von unten, vgl. Satz 3.3f), dass

N B, () = lim ([0, 24)) = p([0,2)) = Fu().

Ist = 0 und (2% ) ke eine Folge mit x, 1 z, so gilt 2 < 0 und somit [z,0) | [0,0) = @.
Aus der Stetigkeit des Mafles 1 von oben folgt daher

lim £ () = = Jim pu([2,0))) = (@) = 0 = F (0).

Das zeigt die Linksstetigkeit im Punkt x = 0.

Da die halboffenen Intervalle 8 = {[a,b);a < b} einen Halbring bilden, geniigt es nach
Satz 5.2 zu zeigen, dass vp ein Pramafl auf 8 ist (beachte: vp ist kein Maf, denn 8

ist keine o-Algebral).

e v () = 0, vp nicht-negativ: Fiir beliebiges a € R gilt vp(2) = vi([a,a)) =
F(a) - F(a) = 0. Dass vp nicht-negativ ist, folgt aus der Tatsache, dass F

monoton wachsend ist.

e (endlich) additiv: Es seien a < b < ¢ so, dass [a,c) = [a,b) U [b,c) € 8. Dann ist

vr([a,b)) +vr([b,¢)) = F(b) - F(a) + F(c) - F(b)
= F(c) - F(a)
=vr([a,c))
=vp([a,b) v [b,c)).
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e o-additiv auf 8. Wir gehen wie beim Lebesgue-Maf} vor. Es seien I, = [an,b,) €8
diskunkte Intervalle, so dass I =[a,b) = ;2 [an, by) € 8. Fiir hinreichend kleine

€n, € >0 (die genauen Werte wihlen wir spéter) ist
U (an —€n,bn) 2 [a,b—¢]
n=1

eine Uberdeckung des kompakten Intervalls [a,b— €] mit offenen Mengen. We-
gen der Kompaktheit gibt es eine endliche offene Teiliiberdeckung. Insbesondere

gibt es ein N € N so dass

N N
U (an —€n,bn) 2 [a,b—€] = J[an —€n,bn) 2 [a,b—¢).
n=1 n=1

Unser Ziel ist es,

N
vela,b) = 3 vilan,bp) ———0.
o N—oo

zu zeigen. Zunédchst bemerken wir, dal wir a, > a, verkleinern und b, < b/,
vergroflern konnen, um
N

N
L:J an,bn) & J[ap, by,) = [a,D)

n=1

zu erreichen. Auf Grund der endlichen Additivitdt von vp auf 8 gilt dann

N N
0=vpla,b) - > vplay,,b,) <vpla,b) = > vplan,by).
n=1 n=1

Wieder konnen wir die endliche (Sub-)Additivitdt von vr verwenden:

N
0<vpla,b) - Z vplan,by)
n=1
N N
=vpla,b-€) - Z vilan = €n,by) +vp[b—€,b) + Z vilan = €n,an)
n=1 n=1

<0 Uberdeckung & subadditiv

<vp[b-e,b) Z —€n,Qn)-

Nun wéhlen wir € und €,. Es sei 7 > 0 beliebig und auf Grund der Linksstetigkeit

von F' gibt es Werte € > 0 und €, > 0 mit
vp[b—e,b) = F(b) - F(b—¢) < 1

und VF[an - Enaan) = F(an) - F(an - En) <2

N |3

Mithin gilt

N

und die Behauptung folgt, indem wir zuerst den Grenzwert N — oo und danach
1 — 0 bilden.

N
<vpla,b) - Z vilan,by) <
n=1

NJI:S
l\Dld



Lésungen. Version vom January 28, 2022

Gemafl Satz 5.2 existiert somit mindestens eine Erweiterung. Die Eindeutigkeit
folgt nun aus dem Eindeutigkeitssatz fiur MafBle: Die Mengen A,, := [-n,n) erfiillen
vp(Ay) < oo und A, 1 R.

(c) Es sei p ein Ma8 mit p([-n,n)) < co. Dann ist die in (a) definierte Funktion F),
endlich, d.h. F,(x) < oo fiir alle 2 € R. Nach Teil (b) kénnen wir vr, zu einem Maf}
fortsetzen. Um zu zeigen, dass vg, = p geniigt es nach dem Mafleindeutigkeitssatz

zu zeigen, dass

vr,(la,b)) = p([a,b)) fiir alle a <b.
Wir betrachten drei Falle getrennt:

e 0<acxghb:

vr,([a,b)) = Fu(b) - Fu(a) = u([0,0)) = u([0,a)) = u([0,0)  [0,a)) = u([a, ).

e a<bxgO:
vr, ([a,b)) = Fu(b) - F,(a)
= —M([b,o)) - (—M([CL,O)))
= u([a,0)) - u([b,0))
= u([a,0) ~ [b,0))
= u([a,b)).
e a<0<b

ypu([a,b)) = Fu(b) - Fu(a)
= 11([0,)) = (=p([a,0)))
= pu([a,0)) + p([0,0))
= 1i([a,0) v [0,0))
= p([a;b)).

(d) Da A([a,b)) =b-a=F(b)-F(a) gilt F(z)=x, x cR.
(e) Sind a,b <0 oder a,b> 0, dann ist dp([a,b)) = 0 und somit folgt, dass F' auf (-o0,0)

und (0, 00) konstant sein muss. Andererseits ist do([a,b)) = 1 fir a < 0 < b - das
bedeutet, dass F' an z = 0 einen Sprung der Hohe 1 haben muss. Da F zudem

linksstetig sein muss (s. Teil (b)), ist

0, =<0,
F(z) =
1, >0

ein natiirlicher Kandidat. Offenbar erfiillt aber auch ¢ + F(z) fiir jede beliebige

Konstante ¢ € R die gewiinschten Eigenschaften.
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(f) Angenommen, F'ist im Punkt x rechtsstetig. Aus der Stetigkeit des Mafles von unten
(vgl. Satz 3.3f)) folgt dann

w-o{gfee- )
)

- (r(e+ 1) o)

ZF(x)-F(z)=0

wobei wir im Schritt (x) die Rechtsstetigkeit benutzt haben.

Es sei nun p({z}) = 0. Eine &dhnliche Rechnung wie im ersten Teil des Beweises zeigt,

dass fiir jede Folge (€ )keny mit € - 0 gilt:
F(x+) - F(x) :klirn F(x+e) - F(x)
= k}im w([z,z +eg))

(e va)

keN
= p({z}).
[ 1]
Aufgabe 5.2. Losung: Unter Ausnutzung der Messbarkeit erhalten wir
w (QHUAZ-) =u* ((QnUAi) mAl) + " ((QnUAi) ﬂA‘f)
i=1 i=1 i=1
=p (@nAy)+p (Qﬂ UAi)

i=2 (5.1)

n-1

=), 1w (QnAy)+p (Qn (Ui, 4))

%

N
—

fiir alle n € N. Somit gilt u*(Q NnUZ; A;) > 205 1 (Q n A4;) fiir alle n € N. Fiir n —» oo

erhalten wir

w(@n0a) L @nan.
i=1 i=1
Falls Y72, p*(Q n A;) = oo, dann gilt die Behauptung.

Falls Y72, p*(Q n A;) < oo, dann gilt mittels der Subadditivitdt von duBleren Mafien
=N =n

Somit folgt die Behauptung aus (5.1) fir n — co.
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Aufgabe 5.3. Losung: b)= a): Nach Annahme existiert fiir jedes € > 0 eine Folge (Ix)gen
halboffener Rechtecke mit B ¢ Ugey I. Folglich

A"(B) < A" ( U Ik) <e.
keN

a)=b): Wie gewohnt bezeichnen wir die halboffenen Rechtecke mit J. Da A" ein Pramaf

auf J ist, folgt aus dem Satz von Carathéodory, Satz 5.2, dass das Maf3
,U/*(A) = 1nf{2 An(Ik;)7 (Ik:)keN C j, U Ik o) A}
k=1 keN

eine Fortsetzung auf o(J) = B(R™) definiert und dass diese Fortsetzung eindeutig ist (die
Mengen Ay := [k, k)" € J erfiillen Ay 1 R™ und \"(Ag) < o0). Da A" offensichtlich eine

weitere Fortsetzung ist, gilt also
w (A)=A"(A) fur alle AeB(R").

Aus der Definition von p* folgt damit sofort die Behauptung.

Aufgabe 5.4. Losung: Wir rufen uns die Definition von p* in Erinnerung:
p(Q) = inf{z 1(Bj); (Bj)jen ¢ A, U Bj 2 Q}-
jeN jeN
(a) Wir betrachten zundchst den Fall ©*(Q) < co. Aus der Definition des Infimums
wissen wir, dass fiir jedes € > 0 eine Folge (Bje-)jeN c A mit B := Ujeny Bj > Q und
u(B) =" (Q) < Y u(Bj) - " (Q) <e.
jeN

(Die erste Abschétzung folgt aus der o-Subadditivitéit.) Wir setzen B := Ngen Bl/k ¢
A. Offensichtlich gilt dann B o @ und aus der Mafistetigkeit sieht man leicht u(B) =
1w (Q). Es sei nun N € A mit N ¢ B\ Q. Dann gilt B~ N > @ (male ein Bild!) und

somit

P (Q) = u(N) = p(B) = u(N) = (BN N) = " (BN N) 2 p7(Q).

Folglich, p(N) = 0.

Nun sei Q ¢ £ mit p*(Q) = oo. Da p o-endlich ist, existiert (A4;), ey mit A; + E und
p(A;j) < oco. Fiir Q; := Aj n E existiert gemaf dem ersten Teil B; € A, Bj o @5, mit
p(Bj) = p*(Q;) und p(N) =0 fir all N € A mit N c Bj \ ;. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass B; c A;; anderenfalls ersetzen wir B;
durch B;n A;. Tatsdchlich: Es gilt BjnA; >Q;, BjnAje A und

1 (Qy) = p(By) > u(A;n By) > p* (Qy).
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Zudem ist Bj ~ Q; > (BjnA;)\Qj, d.h. fiir N c (BjnA;)\ Q; gilt weiterhin
u(N) =0.

Setze B := Ujey Bj € A. Dann ist pu(B) > u(Bj) = p*(Bj) 1 oo. Es sei nun N € A mit
NcB~NQ. Fir Nj:=NnAjeAgilt

BjicA;
NjZNﬁAjC(B\Q)ﬂAj ]C ]Cj\QZCj\Qj.
Also p1(N;) = 0 und daher folgt aus der o-Subadditivitét, dass u(N) < ¥ ey (N;) = 0.
Definiere i := p*|4+. Wir wissen aus (dem Beweis von) Theorem 5.2, dass fi ein Ma8
auf A* ist. Fiir N* e A mit g(N*) =0 gilt
p (M)<p*(N*)=a(N*)=0 firalle M c N*.
Wir miissen zeigen, dass M € A*. Nach (5.2) geniigt es zu zeigen, dass
VQcE:p" (E)=p" (EnM)+u*(Q~M).

Da p* subadditiv ist, finden wir fiir alle Q) c E:

Q) = 1 ((Q A M) U (@~ M))
<P (Qn M)+ (Q~ M)
< (M) +p* (@~ M) < 1 (Q).

—
0

Folglich ist M e A*.
Offensichtlich ist (E, A*, i) eine Fortsetzung von (E, A, u), denn A ¢ A* und fi|4 = p.
Gemafl Aufgabe 3.7 geniigt es zu zeigen, dass
A*={AUN;AecA, N eN} (%)
bzw.
A*={A"cE;3A,Be A, Ac A" c B: (B~ A) =0}; (%)

hier bezeichnet N := {N ¢ E;3aN" e A,N c N": u(N') = 0}. Wir zeigen ,,o¢ in (%)
und ,,c“in (). Daraus folgt dann schon die Behauptung, da nach Aufgabe 3.7 die

rechten Seiten in (*) und (x*) tibereinstimmen.

"c”: Fir A* € A* existiert nach (a) eine Menge A € A mit A > A* und A\ A" ist
eine A*-Nullmenge. Analog finden wir B € A, B 5 (A*)° mit der Eigenschaft, dass

BN(A")=BnA"= A"\ (B
eine A*-Nullmenge ist. Folglich gilt B¢c A* ¢ A und

ANB c(ANA")U (A" N B9
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ist als Vereingung von zwei A*-Nullmengen wieder eine A*-Nullmenge. Wegen A \
B¢ e Aist A~ B¢ sogar eine A-Nullmenge.

99,

2”: Wir haben in (b) gezeigt, dass Teilmengen von A-Nullmengen in A* enthalten
sind, somit sind Mengen der Form Au N mit A € A und N Teilmenge einer A-

Nullmenge wieder in A*.

Bemerke: o-Additivitét ist wesentlich. Sei (E, A, 1) der Mafiraum aus Beispiel 3.5.¢) mit
A+ P(F) und

0, A=,
p(A) =

oo,  sonst.

Fiir A* definiert wie in Aufgabe 3.7 gilt dann A, = A, da die leere Menge die einzige p-
Nullmenge ist. Benutzen wir dagegen die Konstruktion in dieser Aufgabe (Aufgabe 5.4),
erhalten wir A* = P(E).

Aufgabe 5.5. Losung: Da trivialerweise A c A" gilt, miissen wir nur untersuchen, ob fiir
Mengen B c R mit der Eigenschaft, dass B und B¢ {iberabzahlbar sind, gilt, dass B € A*.
Per Definition ist

v (B) = inf{z v(4j);Aj e A JA; o B}.
jeN j

(Beachte, dass v*(B) < 1 fiir beliebige Mengen B ¢ R, da A} = R, Ay = --- = & eine
triviale Uberdeckung von B ist.) Da B nach Voraussetzung iiberabzahlbar ist, muss eine
der Mengen A; iiberabzélbar sein und folglich gilt v*(B) = 1. Wenden wir die gleiche
Argumentation auf B° an, so erhalten wir v*(B¢) = 1. Dies widerspricht jedoch der

Additivitat von v* auf A*:

1=7(R) =7 (R) #77(B) +7"(B°) = 2

Damit haben wir gezeigt, dass A = A*. Fiir A:=(0,1) gilt daher offensichtlich A ¢ A*.

Aufgabe 5.6. Losung: Da m nach Voraussetzung eine additive Mengenfunktion ist und
0 <m(E) < u(E) < oo gentigt es nach Lemma 3.8 zu zeigen, dass m stetig in @ ist und
m(a) = 0.

o m () =0: Das folgt sofort aus m(2) < u(@) = 0. (Beachte, dass @ = E° € B.)
e m stetig von oben: Es sei (By)geny € B mit By | @. Aus u(Bg) — 0 folgt dann

k—oco0

m(By) < p(By) — 0.

Das zeigt, dass m stetig in @ ist.
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Bemerkung: Der Vollstandigkeit halber iiberpriifen wir nochmal, dass jede additive Men-
genfunktion m auf einer Boooleschen Algebra B, die stetig von unten ist und m(@) = 0,

m(FE) < oo erfiillt, tatsachlich bereits ein Pramaf} auf B ist:

Es sei (By)nen € B eine Folge disjunkter Mengen mit B := Uy Br € B. Aus Biu---uB,, €
B folgt
Ap=B~N(B1y---uB,)=Bn(Byu---uB,) €B.

[ —
B

Da A, | @ erhalten wir aus der Stetigkeit in @, dass m(A,) — 0. Unter Ausnutzung der

Additivitat von m ergibt sich somit
m(B)=m(B~\ (B1y---uBy,))+m(B1y---u By)

(A, + ilm(Bj)

2250+ m(B)).
j=1




6 Messbare Abbildungen

Aufgabe 6.1. Losung:
(a) Nutze Fallunterscheidung (wie in Beispiel 6.3): 1 4 erzeugt die o-Algebra {@, A, A°, E'}.
Diese ist wegen A € A auf jeden Fall in A enthalten, somit ist 1 4 messbar.

(b) B ist das Urbild von {1}, muss jedoch nicht in A enthalten sein. Messbarkeit gilt

hier also im Allgemeinen nicht.
(¢) Nur @ und E konnen als Urbilder vorkommen, 7" ist also messbar.

(d) Wir bezeichnen die Abbildung mit 7. Beachte, dass aufgrund der Disjunktheit der
Mengen A; die Gleichheit T71(B) = u{A; : i € N,¢; € B} fiir alle B € B(R) mit
c; = 27" gilt. Somit ist T71(B) € B(R) fiir alle B € B(R) aufgrund der Messbarkeit
der A;. Dies zeigt die Messbarkeit von 7.

Aufgabe 6.2. Losung:
(a)(X1) @ €A ist offensichtlich.

(X2) Essei AeA. Gilt 2n € A dann gilt auch 2n + 1 € A° (dies folgt direkt aus der
Definition von A; wére 2n + 1 € A, dann wére auch 2n € A). Analog sehen wir,

dass 2n+1 e A° = 2n e A°. Folglich, A° e A.

(¥3) Essei (Aj)jey ¢ A. Ist 2n € U; Aj, dann existiert jo mit 2n € A;). Wegen Aj, € A
gilt also 2n +1 € Aj, € U; A;. Genauso folgt, dass 2n+1eU; A; == 2neUA;.

(b) Die Bijektivitdt von 7' ist klar, denn offensichtlich gilt 77!(n) = n — 2. Es sei nun
A € A eine beliebige Menge. Um die Mefibarkeit von T zu beweisen, miissen wir
zeigen, dass T71(A) e A, d. h.

neT Y (A) o 2n+1eT ' (A) fir alle n> 0.
Ist 2n e T-Y(A), n >0, dann ist 2n +2 = 2(n+1) € A. Wegen A € A impliziert das

2n +3 € A und damit 2n +1=T"1(2n +3) e T-}(A). Folglich ist T messbar.

T7! ist jedoch nicht messbar: Die Menge A = {k;k < 0} ist offenbar in A, aber
T(A)={k;k<2}¢A (da2=2-1ecA,aber2-1+1=3¢A).

Aufgabe 6.3. Losung:
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(a) ,,= Das folgt sofort aus Satz 6.4.

7<": Nach Definition 6.5 wird die o-Algebra o(T;;i € I') von Mengen der Form

G := U’Ti_l(Ai), AZ‘E.AZ‘,

iel
erzeugt. GemiB Lemma 6.2 geniigt es daher zu zeigen, dass f~1(G) € F. Mit Hilfe

von Aufgabe 2.2 sehen wir

e = (U a)

1€l
=UF NI (A))

iel

= L% (foT)™H(Ai) e 5.
eF

(b) Fir i e {1,...,m} bezeichnen wir mit m; : R™ - R,z — x; die Projektion auf die i-te

Koordinate. Die Abbildung 7; ist stetig und somit B(R™)/B(R)-messbar. Weiterhin
gilt offenbar m; o f = f;. Die Behauptung folgt aus dem ersten Teil, falls wir zeigen
konnen, dass

o(mi;i=1,...,m)=B(R™).

Da wir uns bereits iiberlegt haben, dass m; B(R™)/B(R)-messbar ist fiir alle i =
1,...,m, folgt aus der Definition von o(m;;i = 1,...,m), dass o(m;;1 = 1,...,m)
B(R™). Andererseits: Ist I € J ein halboffenes Rechteck (im R™), dann kénnen wir
I =1 x---x I, schreiben wobei I, ..., I, halboffene Rechtecke in R (also halboffene

Intervalle) sind. Damit ist

N

I=n'(I)n--nm () eo(mpi=1,...,m).

Da dies fiir jedes halboffene Rechteck gilt und o(J) = B(R™), zeigt dies o(J) =
B(R™) co(m;i=1,...,m).

Aufgabe 6.4. Losung:

(a)

(b)

44

Ipaan(z)=1 < xe TYA) & T(x)eA
< 1a(T(z)) =1 < (LaeT)(z) =1
Da die Indikatorfunktion nur die Werte 0 und 1 annimmt, erhdlt man die Gleichheit
im Fall = 0 durch Negation der gezeigten Aquivalenz.

,, = Sei T meBbar. Dann gilt T71(A") e A VA’ € A’ und da A eine o-Algebra ist,

folgt somit

o(T) = o({T™H(A') | A € A'}) c o (A) = A.
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"<": o(T) c A bedeutet insbesondere
T HA)eAVA e A,

d. h. T ist messbar.

(c) Nach Satz 6.6 sind BildmaBe stets MaBe. Da T eine Abbildung ist, gilt stets T-*(E’) =
Eund voT Y(E") < 0o bzw. voT (E") =1 folgt jeweils aus der Definition des Bild-
mafes.

Ein von einem o-endlichen Maf erzeugtes Bildmafl muss nicht o-endlich sein. Gegen-
beispiel: Wihle das Ziahlma8 p auf Z? und T'((z,y)) = . Wihrend pu selbst o-
endlich ist, gilt dies nicht fir T'(u).

Aufgabe 6.5. Losung: Beachte: Wir haben — im Sinne der folgenden Definition 7.1 — implizit

“Borel-messbar” angenommen.

Es sei f: (E,A) - (R,B(R)) eine Borel-messbare Funktion und A € A ein Atom.
Angenommen, f ist nicht konstant auf A, dann existieren y1,y2 € R, y1 # yo, und e1,e0 € A

mit f(e1) =y1, f(e2) =y2. Da f Borel-messbar ist, sind

A= ({m)) e A Az = [T ({y2}) € A.

Wesentlich ist hierbei, da} einpunktige Mengen in der o-Algebra des Bildes sind. Das ist
fiir die Borel-o-Algebra sicherlich erfiillt: {y} € B(R).
Die Menge B := A1 n A hat offenbar die folgenden Eigenschaften:

e BeA (A ist eine o-Algebra) und B c A.

e B+2 (wg. e; €B).

o B+ A (wg. ez € Ag).
Dies ist offenbar ein Widerspruch zu der Annahme, dass A ein Atom ist.

Aufgabe 6.6. Losung:  Offenbar gilt 771(3) ¢ T"}(¢(G)) und somit, nach Aufgabe 2.3,
o(T7Y(9)) c T71(0(9)). Fiir die umgekehrte Richtung bemerken wir, dass die Abbildung

T:(E,o(T(9))) — (Y,0(9))

messbar ist. Tatséchlich: Nach Lemma 6.1 gentigt es die Mef3barkeit am Erzeuger § zu

testen. Diese folgt sofort aus 771(G) c o(T71(G)). Folglich ist T messbar und somit
T7(0(9)) c o(T7H(9)).-
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7 Messbare Funktionen

Aufgabe 7.1. Losung:
(a) Nach Lemma 6.2 reicht es, die Messbarkeit am Erzeuger zu untersuchen. Sei also
B =[a,b)€J, a<b. Dann gilt
@ falls a,b<0
QY B)=En (—vb,+Vb) falls a <0,b> 0
(—\/E, —ﬁ] U [ﬁ, JB) falls a,b> 0
Diese Mengen sind in B(E) enthalten, vgl. Aufgabe 2.4, also ist @ B(E)/B(R)-
messbar.

(b) Bezeichnet T' die Einbettung von F nach R mit x ~ z, so gilt formal:
v(T? € B) = v(+T € VB).

Konkret: Wir wissen bereits, dass v o Q7! ein Ma8 ist (Satz 6.6). Weiterhin ist J
schnittstabil und v o @~ in beiden Fillen sogar endlich, da v beide Male aus einem
beschrankten Lebesgue-Maf3 hervorgeht. Somit ist die Eindeutigkeit gemafl Satz 4.5

gegeben und es reicht wieder aus, Elemente B = [a,b) € J, a < b, zu betrachten.

(i) Aus Teil (a) sehen wir

0, b<0odera>1
v(Q71(B)) ={A([0,VD)), a<0,b>0
M[Va,VbAl)), O<a<l1
0 b<0odera>1
{\/b/\I\/OVa/\l, sonst.

(ii) Auch hier benutzen wir (a):

0, b<0Oodera > 1
v(Q7(B)) = {A[(-VD) v (-1), VDb A 1)), a<0,b>0
IMI(-VD) v (-1),a) u[a,VbAl)), O<a<l
0, b<0odera>1
_{Q%A([Ov\/a/\l,\/l_)/\l)), sonst
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0, b<0Qodera>1
(VbA1)) - (0A/anl), sonst

Aufgabe 7.2. Losung;:
(a) Behauptung: o(u) ={B e B(R); B =-B}.

7c”: Sei B € o(u). Nach Definition existiert dann A € B(R) mit B = u~1(A). Es sei
nun z € B. Wegen u(-x) = u(x) € A ist dann auch —z € B. Also B = —B. Weiterhin
ist B € B(R), da u stetig ist.

757: Es sei B € {BB(R); B =-B}. Wir miissen zeigen, dass A € B(R) existiert mit
B =u"'(A). Setze A:= B, dann

reB < |r|]e B <= zecu'(A).

(b) Offensichtlich gilt o(u) = B(R).

(c) Behauptung: o(u) = {B € B(R?);(z,y) e B,ze R= (x -2,y +2) € B}.
"c”: Sei B € o(u), dann B = u~1(A) fiir A € B(R). Insbesondere B € B(R?) da u
stetig ist. Weiterhin ist fir (z,y) € B und z € R immer u(z — z,y + 2) = u(z,y) € A,
dh. (z-2zy+z)eul(A)=B.
"57: Essei B e {BeB(R?);(z,y) e B,ze R = (x-zy+z) € B}. Wir miissen zeigen,
dass B = u~!(A) fiir ein A € B(R). Wir setzen A := {y;(0,y) € B}. Dann

(r,y)e Be (z-z,y+x)=(0,y+x)e B=u(z,y)=x+ycA

(d) Behauptung: o(u) = {B € B(R?);(x,y) € B, (v,w) e R?,2% + y? = v? + w? = (v,w) €
B}.
"c”: Fiir B € o(u) existiert A € B(R) mit B =u"1(A). Ist (z,y) € B und (v,w) € R?

2

mit 22 + y? = v? + w?, dann ist offensichtlich u(v,w) = u(z,y) € A, d.h. (v,w) €

ul(A) = B.

757: Sei B e {B e B(R?);(x,y) € B, (v,w) e R?, 2% + y? = v? + w? = (v,w) € B}. Fiir
A:={(0,9% +2?);(x,y) € B} gilt dann gerade

(z,y) € B (0,22 +9?) e B u(x,y) = 2> +y° € A.

Aufgabe 7.3. Losung: Jede lineare Abbildung auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum

ist stetig und somit Borel-messbar.

Beachte, dass f : R - R? mit f(z) := (z,0)7 stetig und somit Borel-messbar ist. Die
Abbildung ist jedoch nicht messbar bzgl. der vervollstdndigten Borel-o-Algebren:
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Es sei A c R, A ¢ B(R), Teilmenge einer Lesbegue-Nullmenge. Fiir A x {0} gilt dann
A x {0} € B(R?) wegen A x {0} ¢ N := Rx {0} und A>(N) = 0 (vgl. Aufgabe 3.7,
Aufgabe 4.1). Andererseits ist f~'(A x {0}) = A ¢ B(R) c B(R), d.h. f: (R,B(R)) -
(R2,B(R2?)) ist nicht messbar.

Aufgabe 7.4. L6sung: Per Definition ist B* € B(R) genau dann, wenn B* = BU S wo
B e B(R) und S eine der folgenden Mengen ist: @, {—oo},{oo},{—00,00}. Wir benutzen
diese Konvention fiir den Beweis: Mengen aus B(R) sind mit einem ,,*“ versehen. Da

B(R) eine o-Algebra ist, erhalten wir, dass auch B(R) eine o-Algebra ist:
(%1) Wihle B =@ e B(R) und S = @, dann @* = gu @ € B(R).
(X3) Es sei B* € B(R). Aus B* = Bu S folgt

(B")=(BuS)*
=B°nS°
=(R\B)n(R\S)
= (RN Bu{-o00,+00})n (R\S)
=((R~B)n (RN S))u({~00,+00} n (RN S))
= (RN B)u ({~00,+00} n (R S)).

Dies zeigt, dass sich (B*)¢ als Vereingung einer B(R)-Menge und einer der Mengen
@, {~o0},{oo}, {00, 00} schreiben ldsst; mithin, (B*)¢ e B(R).

(X3) Es sei (B} )nen € B(R), B = B, uS,. Dann ist

U B, =U(BruS,) = (U Bn)u(U Sn).
neN neN neN neN
=B =S

Da B(R) eine o-Algebra ist, gilt B € B(R) und S ist eine der Mengen @&, {—oo}, {o0}, {00, 00 }.
Folglich, Uney By € B(R).

Wir miissen nun noch zeigen, dass die Borelmengen in R mit den Borelmengen in R
vertréglich sind (Lemma 7.4).
e RnB(R) c B(R): Es sei B* ¢ B(R), B* = BuS. Dann ist B* nR = B € B(R).
e B(R) c RnB(R): Es sei B € B(R) beliebig. Withlen wir S := &, so folgt, B* = BuS €
B(R) und B =RnB* e RnB(R).

Aufgabe 7.5. Losung:
(a) u"(x) = u(x) L0y () ist messbar da {u >0} € B(R) (beachte hierzu, dass das Pro-

dukt von messbaren Funktionen wieder messbar ist, vgl. Korollar 7.14). Entsprechend
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ist u”(x) = ~u(r)l,cy(z) ebenfalls messbar und somit [u| = u* + u~ messbar als

Summe von messbaren Funktionen.

Die ,,Umkehrung“ ist schwieriger. Es gilt
e u" messbar, v~ messbar, dann ist © = u* — v~ messbar.
e |u| messbar, u* messbar, dann ist u = 2u* — |u| messbar.
e |u| messbar, u~ messbar, dann ist u = |u| — 2u~ messbar.

e |u| messbar, dann folgt nicht, dass u messbar ist. Betrachte dazu eine Menge
A ¢ B(R) und setze u =14 -1 gc. Dann sind u,u*, ™ nicht messbar, aber |u| =1
ist messbar.

e u" messbar, dann folgt nicht, dass u messbar ist. Betrachte dazu Mengen

A ¢ B(R) und B € B(R) und setze v =15 —14. Dann ist w nicht messbar, aber

u* ist messbar.

e y~ messbar, dann folgt nicht, dass v messbar ist. Geht analog zum vorange-

henden Beispiel.

(b) Da jede differenzierbare Funktion insbesondere stetig ist, ist u messbar. Weiterhin

ist .
u(lz+=)—-ulz

n

messbar als punktweiser Grenzwert von messbaren Funktionen, vgl. Korollar 7.13.

Aufgabe 7.6. Losung:

(a) Direkt aus der Definition des Supremums folgt
sup fi(z) > A <= Jige: fi(z) > A

<= dig € IfZO(I‘) > A

(b) Sei x € {sup; fi < A}. Dann gilt f;(x) < sup;e; fi(z) <A fiir alle j € I, also x € { f; < A}
fiir alle j € I und somit € Njer{f; < A}.

(Beachte: ,,o“ gilt im Allgemeinen nicht. Betrachte zum Beispiel f;(x) := —%, i €N,
und A =0. Dann ist {sup; fi <0} =@ E =N;{fi <0}.)

(c) Essei z e U{fi > A}. Dann existiert ig € I mit x € {f;, > A}, also

sup f(z) > fio (%) 2 A.
iel

(d) Folgt aus

sup fi(x) <A <= Viel: fi(x) <A

iel
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— Viel:ze{fi<\}

iel

(e)-(h) Analog zu (a)-(d).

Aufgabe 7.7. Lésung: Beachte, dass |f;(z) — u(x)| < 27 fiir alle z € {u < j} gilt. Somit hat

man sup,.g |fj(x) —u(z)| < 277 fiir alle j > c.

Aufgabe 7.8. Losung:  Betrachte zum Beispiel 7" : [0,1) — [0,1) mit T'(z) = 5 und wy, :
[0,1) - R mit wy(z) = (=1)"py2,1) ().

Aufgabe 7.9. Losung: Wir zeigen zunéachst, dass jede monotone Funktion Borel-messbar ist.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass u monoton wachsend
ist (sonst betrachte —u). Nach Lemma 7.2 geniigt es zu zeigen, dass {u < a} € B(R) fiir
alle ¢ € R. Falls {u < a} = @& ist dies trivialerweise erfiillt, wir diirfen also {u < a} # @

annehmen. Ist x € {u < a}, dann gilt fiir y < z, dass
u(y) <u(x) <a,

alsoy € {u < a}. Setzen wir a := sup{x; x € {u < a}}, so gilt also entweder {u < a} = (—o0, )
(falls « ¢ {u < a}) oder {u < a} = (—o0, ] (falls & € {u < a}). Damit folgt offenbar die
Behauptung.

Wir wollen nun zeigen, dass o(u) = B(R) genau dann gilt, wenn u streng monoton ist.
Da wir bereits gesehen haben, dass o(u) ¢ B(R) miissen wir nur untersuchen, wann
B(R) co(u) gilt.

Angenommen, u ist monoton, aber nicht streng monoton. Dann existieren z,y € R, x <y,
so dass ul[,,,] konstant ist. Behauptung: {z} ¢ o(u). Tatsdchlich: Gilt x € u~L(A) fiir eine
Borel-Menge A € B(R), so gilt auch [z,y] e u'(A). Folglich kann keine Menge A € B(R)
existieren mit {z} = u='(A4). Das bedeutet aber gerade {x} ¢ o(u). Wegen {z} ¢ B(R)
kann also nicht o(u) = B(R) gelten.

Angenommen, w ist streng monoton. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit kénnen wir
annehmen, dass u streng monoton wachsend ist. Fiir a € R, setzen wir A = (—oo,u(a)] €
B(R). Da u streng monoton wachsend ist, gilt u™1(A4) = (~o0,a] € o(u). Da Mengen der
Form (—o0,a], a € R, ein Erzeuger der Borel-o-Algebra sind (vgl. Bemerkung 2.9), folgt
damit B(R) c o(u).
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Aufgabe 7.10. Losung:  Wir betrachten den Fall, dass u rechtsseitig stetig ist; der andere

Fall geht analog. Wir approximieren u durch Treppenfunktionen:

2n?
un(fE) = Z U(JU?H)]I[I;%@;H)(SU)
j=1
mit mg‘ =-n+ % Offensichtlich ist u,, Borel-messbar. Behauptung:

Tatséchlich: Es sei € R. Dann existiert NV € N mit « € [-N, N] und per Definition gilt

dann fiir alle n > N,

() :u(Lnxiu)

(% ist die kleinste Zahl vom Typ %, k € Z, die grofer ist als z.) Aus der Rechtsstetigkeit
von u folgt nun sofort u,(z) - u(z) fir n - co. Folglich ist u Borel-messbar als punk-

tweiser Grenzwert von Borel-messbaren Funktionen.

Aufgabe 7.11. Losung: Offensichtlich definiert
gn(x) := Z 271']1(;1,(37), rekl,
i=1

fir jedes n € N eine A/B(R)-messbare Funktion. Damit ist g = lim,—eo g A/B(R)-
messbar als punktweiser Grenzwert von messbaren Funktionen. Folglich gilt o(g) c A.

Um A c o(g) zu zeigen, definieren wir
Y={AecA;Aca(g)}.

Y. ist eine o-Algebra:
(31) FeX wegen E €A und F €o(g).

(X2) Essei AeX. Dann ist A €o(g) und da o(g) eine o-Algebra ist, ist auch A° € o(g);
folglich A€ € o(g).

(23) Es seien (A;)jen ¢ X. Dann ist Ujey 4 € 0(g), also U; Aj € 3.
Wegen G; = {g=2""} € o(g) gilt zudem § c . Folglich ist A = 0(9) c o(g).

Aufgabe 7.12. Lésung:

(a) Esseiw €. Zunichst bemerken wir, dass es geniigt zu zeigen, dass t = X (¢,w) 1,1 (t) =

X@(t,w) fiir alle a < b messbar ist. Tatsdichlich: Wegen

X(t,w) = lim X BER(tw)
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ist ¢ = X (t,w) dann messbar als punktweiser Grenzwert von messbaren Funktionen,

vgl. Korollar 7.13.

Um die Notation einfach zu halten, betrachten wir hier nur a = 0, b = 1; der allgemeine
Fall geht analog. Wir definieren
2" -1

Xp(tw) = > X(LE, W)l ().
'=0 [2n72n Al)

Fiir t € [0,1] gilt (27t t 1 | ¢ und damit folgt aus der Rechtsstetigkeit

[27t] + 1
2n

X, (t,w) zx( ,w) o X (tw) LT X0 ),
Fiir ¢ ¢ [0,1] ist X, (t,w) = 0= X% (¢,w) und somit gilt
X% (t,w) = lim X, (t,w) fiir alle t € R,w e Q.
n—>oo

Folglich geniigt es gemafl Korollar 7.13 zu zeigen, dass t — X,,(¢,w) messbar ist. Fiir
a € R gilt

(Xt <) = Ul £ 220 ) ene)

jel 2n
| —
eB(R)
wobei
2n
Das zeigt, dass t — X,,(¢,w) messbar ist, und somit folgt die Behauptung.

I::{je{o,... 1}X(]+1w)<a}.

Da t — X (t,w) rechtsstetig ist, gilt

sup X (t,w) = supX(t w). (%)
teR teQ

Tatsdachlich: Offensichtlich gilt ,,>“ d.h. es geniigt ,,<* zu zeigen. Nach Definition

des Supremums existiert fiir jedes € > 0 ein s € R mit

X(s,w) zsup X (t,w) —e.
teR

Aus der Rechtsstetigkeit folgt, dass wir r € Q, r > s, wihlen kénnen, so dass | X (r,w)—
X (s,w)| < e. Damit

sup X (t,w) > X(r,w) > X(s,w) —e 2 sup X (t,w) — 2e.

teQ teR

Da e > 0 beliebig ist, erhalten wir die gewiinschte Ungleichung.

Aus (*) sehen wir nun sofort, dass die Abbildung w ~ sup,.p X (t,w) messbar ist;
es ist ndmlich ein (abzéhlbares) Supremum i{iber messbare Funktionen (vgl. Korol-
lar 7.13).
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Aufgabe 7.13. Losung: 7<": Angenommen es gibt zwei A/B(R)-messbare Funktionen f,g:

o4

E—->Rmit f <¢p<gund pu{f + g} =0. Fir beliebiges x € R gilt dann

{o<a}={o<a, f=g}u{od<a, f+*g}
={g<x, f=gu{d<z, f#g}.

:;A =N

Da f und g messbar sind, ist A € A. Fir N gilt dagegen N c {f # g}, d.h. N ist
Teilmenge einer u-Nullmenge. Aus der Definition von A (siehe Aufgabe 3.7) folgt deshalb

{p<x} e A

7=": Wir betrachten zunachst den Fall, dass ¢ eine Treppenfunktion ist, d.h.
N
P(x) =) iy, (x), rxek,
j=1

mit ¢; € R, Aj € A (j=1,...,n). Aus der Definition von A folgt, dass wir A;j schreiben
konnen als

Aj:Bj+Nj

mit Bj € A und N; Teilmenge einer pu-Nullmenge M; € A. Definieren wir

f(a) = 2 elp () g(x)= z g (@), wel,

so handelt es sich bei f und g offensichtlich um A/B(R)-messbare Funktionen und es gilt
f < ¢ <g. Weiterhin ist

n

f¢9)<u(U )siu(M»w-

Damit haben wir gezeigt, dass die Behauptung fiir Treppenfunktionen gilt.

Es sei nun ¢ eine beliebige A/B(R)-messbare Funktionen. Aus Korollar 7.11 wissen wir,
dass eine Folge (¢, )neny von A/B(R)-messbaren Treppenfunktionen existiert mit ¢, (z) -
¢(x) fir alle z € E. Der erste Teil des Beweises zeigt, dass fiir jedes n € N A/B(R)-
messbare Funktionen f,,, g, mit f, < ¢, < g, und pu(fy, # gn) = 0. Wir setzen

f(z) :=liminf f,(z) g(x) :=liminf g, (x), xekE.

f und g wieder A/B(R)-messbare Funktionen (Korollar 7.11) und es gilt f < ¢ < g.
AuBerdem ist

p(f #g) < (U{fmtgn)sZu(fmegn):o.

neN neN




8 Das Integral positiver Funktionen

Aufgabe 8.1. Losung: Betrachte den Mafiraum ([-1,0],B([-1,0]),\) und die Folge von

Funktionen

fe(@) =21 gu gy (x),  we[-1,0],keNo.
Fiir jedes feste k ist  — fi(2) monoton und positiv. Weiterhin gilt [[71 0] fr(x) M(dx) = 1.
Andererseits ist es nicht schwer zu sehen, dass

sup fr(z) = 22 ]1 —2-§,-9- (7+1))(x)
keNp j=0

(Bild malen!). Aus der Monotonie des Integrals folgt daher

Jorgy S @A) > [ o fi) A(de)

keNg
-1
i 2O AQ =7,-2- (]+1)) pfk(l') )\(d;p)

Jj=

(2,2 0))

EMZ

=2

N | —

N
2

0

.
Il

fir alle N > 1. Da dies fir beliebige N > 1 gilt, erhalten wir

oy S (@) M) = 00 51 = sup [ () M),

)

Aufgabe 8.2. Losung: Wir zeigen zunéchst, dass aus dem Satz von Beppo Levi die Aussage
[ ¥ wn@) utde) = ¥ [ unle) () (+)
n=0 n=0

folgt. Da u, > 0 gilt fir v := Zﬁ:o Up, dass vg T vi= Y07 g uy. Aus dem Satz von Beppo

Levi erhalten wir deshalb
/ nZ:%]Un(SL‘) u(dx) = f v(z) p(dr) = Sup f vp(@) p(dx)
= sup 2 fun(w)u(dx)
- T;)f wn () p(da).
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Das zeigt die Behauptung.

Nun gelte (). Es sei (un)ney € MY (A) mit u, 1 v wie in Beppo Levi. Wir setzen

Up = Up — Up-1, N €N (up :=0). Dann gilt v, >0 und

n [ere]
unzz:vaka:u.
k=1

k=1

Aus (%) folgt somit
J @t = [ 5@ utan)
= v(x) p(dr
> [ on(@) ()

=ig£/;vk(m)u(d$)

=sup [ un(z)p(dr).

[ 1]
Aufgabe 8.3. Losung: Setze
v(A):= fE]lA(.CU)u(a?) pu(dx).
e A ist nach Voraussetzung eine o-Algebra auf . Wegen 14 > 0 und u > 0 folgt aus
der Positivitat des Integrals, dass v(A) > 0 fiir alle A € A.
e Offenbar gilt
v(@) = [ 1o(x)u(z) p(d) =0,
——
0

e Es sei (A4;)jeny c A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Aus Ly, g0, = 2jen La,
und Aufgabe 8.2 folgt

v(u Aj)= [ S, @)u(@)) u(de)
jeN jeN
_ ]ZN / 14, (2)u(x) p(dz)
= Z V(Aj).

jeN

Aufgabe 8.4. Losung: Wegen u,, < u definiert v,, := u—u,, eine Folge messbarer nicht-negativer

Funktionen. Geméfl Fatous Lemma gilt also

f liminf(u —uy,) du = / liminf v, du
n—oo n—oo

<liminf [ v,dp

n—o0

=/liminf/(u—un)d,u.
n—oo
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Aus [ udp < oo und

liminf(-ay,) = —limsupa,
n—oo n—o00

fiir eine beliebige Folge (ay,), c R folgt

fud,u—limsup/und,ué/ud,u—flimsupfundu.

Subtrahieren wir auf beiden Seiten [ udu < oo und multiplizieren die Ungleichung mit

(1), so erhalten wir die Behauptung.

Bemerkung: Fiir weitere Verallgemeinerungen von Fatous Lemma siehe auch Aufgabe 9.5.

Aufgabe 8.5. Losung:

(a)

Es gibt (mindestens) zwei Moglichkeiten die Aussage zu beweisen, entweder mit Hilfe

der Stetigkeit des Mafles oder Fatous Lemma:

Lésung 1: Fir By := Nisk A; gilt By 1 liminf; o A;. Aus der Stetigkeit des Mafles
von unten (vgl. Satz 3.3f)) erhalten wir deshalb

p (timint A} = i (B,
Da By, c Ay, also u(Bg) < u(Ag), folgt
i it 4c) = fi ()
< ligg}fu(/lk).
Lésung 2: Wegen Ljiming, .. 4, = liminf; .o 1 4,, siche Aufgabe 2.9, gilt nach Fatous

i—o00

Lemma

71— 00

n (hmlnf Al) = [ ]lliminflgoo A; d:u

= [ liminf 14, du

i—00
<liminf | 14,dp.
! | —
u(A;)

Genau wie in Teilaufgabe (a) hat man auch hier verschiedene Moglichkeiten, die
Aussage zu beweisen.
Lésung 1: Fir By := Uik A; gilt By | limsup,_, ., A;. Aus der Stetigkeit des Mafles

von oben folgt

BrcAy
u(limsupAi) = lim pu(Br) > limsupp(Ag).

1—>00 n—o00
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(Fiir die Stetigkeit von oben haben wir die Endlichkeit des Mafles verwendet, siehe
Satz 3.3g).) Ldsung 2: Wir verwenden eine Folgerung aus Fatous Lemma, die in

Aufgabe 8.4 gezeigt wurde:
lirnsupf u; dp < f lim sup u; dy
1—>00 1—>00

falls 0 < u; < w fiir ein u mit [ wdp < co. Hier kénnen wir u = 1 wéhlen (integrierbar,

da p ein endliches Maf} ist) und erhalten

I (hm sup Az) = f Tiim SUP; 00 Ai d'u
1—> 00

f limsup 1 4, du

7,*)00

hmsupf]lA du .
1—>00
p(Ai)

(c) Betrachte den Mafiraum (R, B(R),\) und A4, := [i,2i]. Wegen

limsup 4; = () J[i, 2] = ([k,0) =@

i->00 keN izk keN
gilt
A (lim sup Ai) =0.

71— 00

Andererseits ist pu(A4;) =i fir alle i € N, also

lim sup pu(A4;) = co.

(d) Aus 72 1u(A;) < oo folgt offenbar

Zu(A)k:ﬁo
i=k

Damit

0< ,u(limsupAi) =pu

1—>00

e

nU4)

keNizk

Ai

2k

IN
=
/—\

A
'Mg

i
>

e
|
8

Aufgabe 8.6. Losung: Bevor wir mit dem Beweis beginnen, beweisen wir ein Hilfslemma.
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Lemma. Es sei (f3;;)i jen € R. Dann gilt

supsup 3;; = supsup f;;. (%)
ieN jeN jeN ieN

Beweis. Offensichtlich gilt Sy, < supjeysup;ey Bi; fir alle m,n € N. Da die rechte Seite
nicht von m,n abhéngt, bleibt die Ungleichung erhalten, wenn wir das Supremum tiiber n
nehmen:

sup Bmn <supsup f;;  fiir alle m e N.
neN jeN ieN

Mit der gleichen Argumentation folgt

Sup sup Byp < supsup ;.
meN neN jeN ieN

Die umgekehrte Ungleichung ,,>“ indem wir die Rollen von ¢, j und m,n vertauschen. m

(a) Zunédchst bemerken wir, dass wegen ¢; > 0 die Reihe u(A) = ¥y cipi(A) fur jedes
A € A eine Summe von nicht-negativen Zahlen darstellt und somit ;1(A) wohldefiniert

ist (beachte, dass wir u(A) = oo zulassen).
(M1) Aus p;(@) =0 erhalten wir
(@) = Y cipi(2) = 0.
1€N
Beachte: Es kann der Fall ¢; = oo auftreten; dann gilt aber trotzdem c;u(@) =
oo -0 =0, vgl. Tabelle 7.1.

(M2) Essei (A;j)jen c A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Aus der o-Additivitat
der p;’s folgt

M(U Aj) = Zciﬂi(UAj)

jeN ieN jeN

N
= lim ZCZ' Z,uz(A])
N—ooil  jeN

N M
= lim | Y ¢ ]Vl[im > ni(Aj)
i=1 0 4=1

N—oo

N M
= lim i i (A
A, i, & 2 ciri(4))

N M
=sup sup » > cipi(4;).
NeN MeN j=1 j=1

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass die Folgen monoton wachsend sind,

also lim = sup. Mit (*) sehen wir nun

M N
u(L’J Aj) = sup sup ., - cifti(A;)

jeN MeN NeN j=14=1
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= lim lim ZZQM(A)

M”‘X’N”‘X’j 1i=1

= lim Z chul(A)

Mﬁooj 1jeN

M
= A}lmooj; citt (Aj)

8

=) u(Aj).
7=1

(b) Fiir Ae A gilt

fllAdu n(A) = cipi(A) = cz‘fﬂAd% (%)
€N

ieN
d.h. die behauptete Gleichheit gilt fiir u = 14. Ist nun u = ¥ a;14;, a; € R,

Aj € A, eine einfache Funktion, so folgt aus der Linearitéit des Integrals
m
fuduz Zaj[]lA].d,u
j=1
(%) <5
= Zachi ]lAdei
1eN

j=1
= ch(f(Zaj]lAj) dui)
ieN j=1
=Zcifudui.
ieN

SchlieBlich sei u € M, (A) eine beliebige Funktion. Wir wihlen geméafl dem Sombrero-
Lemma eine Folge (ug)rey von einfachen Funktionen mit 0 < u,, 1 u. Aus dem Satz

von Beppo Levi (BL) sowie (x) erhalten wir

BL [ere] m
fud,u =" sup und,uzsuchifundui:sup Z Zci/und,ui

keN neN ;=1 neN meN =1

*

@ sup sup ch / Uy dpy; = sup lim Z ¢ [ Uy, dpt; = sSup Z ¢ hm Uy, dfb;
meN neN ;=1 meNT—~>®, 3 meN j=1

L suchl-/ udp; = ch- [ud,ui.
meN =1 ieN

(c) Wahle ¢; =1 und p; = d; fur alle ¢ e N. Aus (b) wissen wir, dass

/u(:v (%5((&)) ZEZN[u(x)a(dx)

fir alle uw e M. Fir u(z) := Y ey @k, © € N, ergibt sich wegen

Ju(Saan)% [ oa(Satan)- 55w

ieN €N keN ieN

und

u(z) d;(dx) a;
3 [ u@)idn) = 55 aa

ieN keN
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die Behauptung.

Alternativlosung: Wir kénnen die Aussage auch elementar mit («) beweisen. Wegen

a;r, > 0 gilt

M N
2 Zaik: sup supZZaik

1eN keN MeN NeN =1 k=1

N M
= sup sup Z Z ik
MeN NeN p=14=1

Aufgabe 8.7. Losung:
(a) Zunachst beobachten wir, dass das Integral [ N(z,Q) u(dz) wohldefiniert ist, da die
Abbildung z » N(x, Q) messbar und nicht-negativ ist.
(My) Fiir jedes x € E ist Q —» N(x,Q) ein MaB; insbesondere ist also N(z,2) = 0.
Damit folgt aus der Definition uN (@) = 0.
(Ms) Es sei (Q))jen ¢ I eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Dann gilt
> N(.Q) 1 3 NQ)) = N(a:, v @j)
j=1 j=1 JeN
fiir jedes € E. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt daher

MN(U Qj) = fN(l’a J Q]) p(dz)

jeN jeN
- sup (ilm,@j)) e

“sup Y [ N(2,Qp) ()

neN j=1
= ;MN(QJ‘)-

(b) GemaB Teilaufgabe (a) ist das Integral N f(z) := [ f(y) N(z,dy) wohldefiniert. Die
Additivitat (bzw. positive Homogenitét) folgt sofort aus der Additivitat (bzw. pos-
itiven Homogenitét) des Integrals, vgl. Lemma 8.8. Wir miissen also nur noch die
Messbarkeit zeigen. Dazu sei f € M*(F). Gemifl dem Sombrero-Lemma existiert
eine Folge (f,)nen von einfachen Funktionen mit 0 < f,, 1 f. Wenden wir den Satz

von Beppo Levi an, so sehen wir, dass

Nf(x) = [ sup fuly) N dy)
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:Sull\l) fn(y) N(‘T7dy)

=sup N f,, ().
neN

Da = » N(z,Q) messbar ist fir alle @ € F, siecht man leicht, dass x — N f,(x)
messbar ist (schreibe die einfache Funktion in ihrer Standarddarstellung auf und
benutze die Additivitat und positive Homogenitét). Folglich ist « — N f(x) messbar,
vgl. Korollar 7.13.

(¢) Wir folgen dem Hinweis und betrachten zunéchst messbare nicht-negative Treppen-

funktionen. Es sei also
n
f(x) =) clg,(x), xeF,
j=1

mit ¢; >0 und Q; €JF, j=1,...,n. Aus der positiven Homogenitat und Additivitét

erhalten wir

M:

[ 1@V n) = Yo [ 10,(@)(uN) (da)

1

.
I

M:

¢i(nN)(@5)

J

o fN@Q](M)

:;/([mmwN@@ﬂmm>
- [ Nf(@) uida).

Das zeigt die gewlinschte Identitét fiir nicht-negative Treppenfunktionen. Um die
Aussage auf alle nicht-negativen messbaren Funktionen zu erweitern, wenden wir
das Sombrero-Lemma an: Fiir f € M*(F) existiert eine Folge (fy,)nen von Treppen-

funktionen mit 0 < f,, 1 f. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt

J 7@ ) = sup [ ) (N ()

= sup N fo(z) p(dz)

= [ sup N fu(w) (o)

neN

- [ Nf(@) uida).

(Die letzte Gleichheit folgt mit Teilaufgabe (b); dort haben wir gezeigt, dass f,, 1
f = Nf=sup,Nfn.)

Aufgabe 8.8. Losung:
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(a) Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass p(A4;) > 0 (da
A; 1 E gilt p(A;) >0 fiir ¢ hinreichend grof}). Wir definieren
F(@) = Y s ta (@),
2'p(A;)

ieN

Beachte, dass f wohldefiniert ist, da fiir ¢ hinreichend grof gilt, dass u(A4;) > min{u(F)/2,1}.
Da fiir jedes x € E ein ¢ € N mit = € A; existiert, ist f(x) > 0 fiir alle z € E. Weiterhin
ist f messbar (Grenzwert von messbaren Funktionen, vgl. Korollar 7.13). Aus dem

Satz von Beppo Levi folgt

ff(q:) du(x) = f (supz (A )]lA (:1:)) dp(x)

neN =1

G /1)
= Z; ? < 00.

(b) Es sei ¢> 0. Dann folgt aus der Monotonie des Integrals

p{u>c} = f{} du(x)

- f{m};d“( z)
- = S @ )

1
<~ [ @) dp(a).
c
Bemerkung: Fiir weitere Versionen der Markov-Ungleichung siehe auch Korollar 10.5

und Aufgabe 10.4.

(¢) Wir folgen dem Hinweis und setzen A; := {f > i}. Offensichtlich gilt dann A; 1t E
und A; € A (da f messbar ist). Mit der Markov-Ungleichung aus Teil (b) sehen wir

auflerdem
. 1
M(Az‘)w{fm}égffdu@o
fir alle 7 € N.
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9 Das Integral messbarer Funktionen

Aufgabe 9.1. Lésung:  Fiir jede messbare Funktion u gilt v € £'(u) < |u| € L1 (). Wir

kénnen also ohne Beschréankung der Allgemeinheit annehmen, dass v > 0. Wegen

k
Z ﬂ{2n<u<2n+1}u T ’LL]].{M>0}
n=-k

folgt aus dem Satz von Beppo-Levi, dass

d =/ dy = f dy,
fu H {u>0}u a nze% {2”<u<2”+1}u #

vgl. auch Aufgabe 8.2. Offenbar gilt zudem auf Grund der Monotonie des Integrals

Ci= f 2nd < / d < [ 2n+1d,
Z {2n<u<2n+l} M Z {2ngu<2n+1}u /JJ Z {2n<u<2n+1} M

nez nez nez

d.h.
c<y [ dp < 2C.
Z {2n<u<2n+1} u M

nez

Folglich sind die folgenden Aussagen dquivalent:

uwe L (p) < > ﬂ2n<u<2n+l}udu < oo

nez

< C=Y2"u{2" <u<2"} < co.

nez

Aufgabe 9.2. Losung:

(a) Da die Abbildung g : C - R? stetig ist, gilt ¢~'(B(R?)) c B(C). Andererseits:
Ist 2 € C und € > 0, dann ist B.(z) = g‘l(Bg(z)(e)) e g Y(B(R?)); folglich gilt
o(0¢) c g1 (B(R?)) (Beachte: Die o-Algebra o(O¢) wird von offenen Kugeln der
Form B((z), z € C, € >0, erzeugt, vgl. den Beweis von Aufgabe 2.5.)

(b) Aus Teil (a) folgt, dass eine Abbildung h: E' - C genau dann A/C-messbar ist, falls
goh:E - R? A/B(R?)-messbar ist. Tatsdchlich: Die Abbildung h: (E,A) - (C, )
ist per Definition messbar genau dann, wenn h™(A) € A fiir alle A € . Wegen € =
g H(B(R?)) ist dies dquivalent zu h™ (g7 (B)) = (go h)"1(B) € A fiir alle B € B(R?)

und damit zur Messbarkeit von g o h.

"=": Es sei h: F - C A/C-messbar. Dann ist

Reh
(goh)= (Im h)
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A/B(R?)-messbar. Da die Projektionen 7; : R? 5 (z1,29) = z; € R, Borel-messbar
sind (das folgt sofort aus der Stetigkeit), erhalten wir, dass Reh = m1(g o h) und

Imh =me(goh) als Kompositionen von messbaren Funktionen messbar sind.

7<": Es seien Reh und Imh A/B(R)-messbar. Dann ist die Abbildung (go h) =
(Reh,Imh) A/B(R?)-messbar (siche Satz 16.9). Damit folgt aus den obigen Uberlegungen,
dass h: (E,A) - (C,C) messbar ist.

(c) Wir zeigen zuniichst die Additivitit: Es seien g,h e £&(u). Aus
[Re(g + )| <|Regl+|Reh| € L' (n) [TIm(g +7)| < |Tm(g)| + | Tm(R)| € £ (n)

sehen wir, dass g + h € £1(n). Wegen Re(g + h) = Re(g) + Re(h) und Im(g + h) =

Im(g) + Im(h) erhalten wir aus der Definition des Integrals

[(g+h)d,u=[Re(g+h)du+i/Im(g+h)du
= [ (Re(9) + Re(h)) dy +i(Tm(g) + Tm(h)) dp
:fRe(g)du+fRe(h)du+z’fIm(g)du+if1m(h)du
:(f Re(g)du+i[1m(g)du)+([ Re(h)du+if1m(h)du)
:/gd/wr/hd,u.

Hier haben wir benutzt, dass wir bereits wissen, dass das Integral fiir reellwertige
Integranden linear ist. In analoger Weise folgt die Homogenitéit des komplexwertigen

Integrals aus der Homogenitéat des reellwertigen Integrals.

(d) Da Reh und Im h reellwertige Funktionen sind, gilt [ Rehdu € R und [ Imhdp € R.

Folglich ist
Re([hdu):Re(fRehdu+ifImhdu)
=fRehdu.
Analog;:
Im([hdu):Im(fRehduﬂ'fImhdu)
:flmhd,u.

(e) Wir folgen dem Hinweis: Da [ hdu € C kénnen wir 6 € (—m, 7] wéhlen, so dass
e [ hdp > 0. Somit folgt aus (c),(d)

‘[hdu‘zew/hdu
=Re(ei9fhdu)

= f Re(en) du
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(f) Wir haben uns bereits in (b) iiberlegt, dass die Messbarkeitsbegriffe ibereinstimmen,
d.h. dass h: (E,A) - (C,€) genau dann messbar ist, falls Reh und Imh A/B(R?)-

messbar sind. Sind Reh und Im h p-integrierbar, so ist auch

|h| = v/(Reh)? + (Imh)2 <|Reh| + | Im h|

p-integrierbar. Ist dagegen |h| € £1,(p1), so folgt aus |Reh| < |h| und |Im h| < |k, dass
auch Reh und Imh p-integrierbar sind.

Aufgabe 9.3. Losung: Wir zeigen zunéchst die Ungleichungsmkette.

Z;]l{|u|>i}(x) <Ju(z)] < gﬂ{mpi}(ﬂf)
fur alle z € E.

Variante 1:

S 0o 0o oo k )
Yo Ly = 20 00 Lrrtspulsky = 200 20 Lewtsfulskt = 2 KL risulsk)
=1 1=1 k=1 k=11=1 k=1
und
Y kL gtspusky € O [l s s pusry = [ulLgys1y
k=1 -
sowie
Y E L ekt = 2 ([l = D gasiusry = (ul = DL gus1y 2 [l gus1y = Tgusor-
k=1 k=1
Somit

2o gy <l sy < Jul ST+ Tupiy = 20 Liup
i=1 =1 1=0

Variante 2: Es sei z € E, dann existiert genau ein k € Ny mit &k < |u(z)| < £+ 1. Dann

gilt also
re{|lul>i} firalleie{0,...,k}
und
xé¢{|lu>i} firallei>k+1.
Folglich

Z ]l{|u|2z} (x) =k+1.

iENO

Wegen k < |u(z)| < k+1 gilt also

> Ly (@) =k+12fu(z)| > k=(k+1)-1= ( > 11{u|>¢}(33)) - L
1€Ng 1€Np
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Wegen 1 = 1yj,50) (da u > 0 nach Voraussetzung) folgt die behauptete Ungleichungskette.

Durch Integration der Ungleichungskette erhalten wir unter Verwendung von Lemma 8.9,

dass

> ullul > < [ fuldp <Y pllul > ),
=1 i=0

also (b). Ist nun u € £ (1), dann folgt sofort, dass ;51 p(Jul > 1) < co. Andererseits: Ist
u messbar und ¥; u(|u| > i) < oo, dann folgt [ |u|du < oo, also u € L1 (1). Das beweist (a).

Aufgabe 9.4. Losung: Losung 1: (R,B(R),dp) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Funk-
tion u(z) := x, x € R, ist offensichtlich nicht beschrénkt. Es gilt jedoch

[ (@) 8o(de) = u(0)] = 0 < oo,
d.h. we L(5).

Lésung 2: ([0,1],B([0,1]), ) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum. Definiert man

u(z) = Z Qi/Q]l[in’Qle)(:L‘)
1eN

so ist u nicht beschréankt. Aus dem Satz von Beppo Levi sehen wir, dass

f[ IICRCOEDY 9i/2 f A(dz)

= [2-,2-i+1)
-3 9i/2(97i+1 _9-i)
1eN
= Z 2712 ¢ 00,
ieN

also u e L1(N).

Aufgabe 9.5. Losung:
(a) Aus u;(z) > u(zx) folgt fi(z) :=u;(x) —u(x) > 0. Nach Fatous Lemma gilt somit
[ liminf (u;(x) = u(z) p(dx) < liminf / ui(z) —u(x) p(dr).
1—>00 | 7 71— 00 \ ,
fi(z) fi(x)

Da u € £ (1) konnen wir auf beiden Seiten [ u(x) p(dr) addieren und erhalten die
gewiinschte Aussage.

(b) Dies folgt direkt aus Teilaufgabe (a) mit u; = —v; und u = —v (beachte, dass
limsup,,(-a,) = —liminf, a,). Alternativ: Wende Fatous Lemma auf die nicht-

negative Folge f;(x) :=v(z) - v;(z) an.
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(¢) Aus Teilaufgabe (a) folgt (mit u; = w;, u =—g), dass

f liminf w;(z) p(dz) < liminf / w;(z) p(dx).

Aus (b) (mit v; = w;, v = g) erhalten wir zudem

fhmsupwz(x) (da:)>hmsupfwz(x)u(da?)

1—> 00 1—> 00

Wegen limsup,, w; = liminf,, w; = w ergibt sich durch Kombination der beiden Un-

gleichungen
limsup/wi(x) p(dx) < f lim w; () p(dx)

= [ w@)u(de)
Sligglffwi(:n)u(dx).

Die umgekehrte Ungleichung (also liminf... < limsup...) gilt trivialerweise nach

Definition von Limes inferior und superior. Damit
lim wy(2) p(der) = [ w(a) p(de) = [ lim wi(e) p(da).

(d) Betrachte den Mafiraum ([0,1],B([0,1]),A) und die Folge u;(z) = il 1/:1().
Dann gilt
1
f ui(z)dr =—i- )\(O, —,:| = -1,
i

liminf u;(z)dz =0

aber andererseits

da w;(z) — 0 fir alle x € [0,1]. Damit ist die Ungleichung in (a) nicht erfillt. Die
Folge v; := —u; ist ein Gegenbeispiel fiir die Ungleichung in (b).

Aufgabe 9.6. Losung:

(a) ,,c“ Sei € Cf, d.h. f(x) = limpoeo fr(x) existiert. Dann ist insbesondere

(fn(x))nen eine Cauchy-Folge, d.h. fiir alle k € N existiert ein £ € N, so dass

1
\fu(@) = fru(x)| < = fiir alle m,n > L.

Folglich, @ € Ngeny Uzen Ny e UL fn (2) = firn (2)] <

757 Es sei Mien Uren Nypee {fn(2) = fn ()] <
feN, so dass

1
)
+}. Dann existiert fiir alle k € N ein

[fn(2) = fm(2)| < % fiir alle m,n > £.

Das bedeutet gerade, dass (f,(x))nen eine Cauchy-Folge in R ist. Da R vollstandig
ist, folgt die Behauptung.
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(b)

Es folgt direkt aus der Definition des Grenzwertes, dass

Cr=NU N{lfm(z) - f(@) <3}
keN £eN m=¢
vgl. die Argumentation in (a). Wir beobachten, dass
Ant EU ﬂe{lfm(w) ~f@)|<332C
=1 m=

fiir n — oo. Aus der Stetigkeit des Mafles folgt daher

u(4E) m(g () U - £0)] < %}) _ u(E).

(Beachte: Ist A ¢ B messbar und pu(A) = p(E), dann gilt auch pu(B) = p(FE).)

Insbesondere kénnen wir n = n(k, €) wihlen, so dass u(A¥) > u(E) - €27%. Damit

p(E N Aﬁ(k,g)) = pu(E) - M(A’:L(k,e)) <e2’”,
Es sei € > 0. Wir wahlen n = n(k,e) wie in Teil (b) und setzen
k
A€ = ﬂ An(k7€) € A
keN

Aus der Subaddditivitit von p folgt

p(E~Ac) = p ( UE Aﬁ(k,e))) <SP MENARgo) < Y et e
keN keN keN

Wir miissen noch zeigen, dass f, auf A, gleichméfliig gegen f konvergiert.

Definition gilt
n(k,e) oo

A= U DA - ful <3}

keN (=1 m=¢
d.h. fiir alle z € Ac und k € N existiert £(x) < n(k,€), so dass
1

7@) = @)l <

fiir alle m > £(x).

Wegen £(z) < n(k,e) folgt daraus insbesondere

1

F@) = @)l < 7

fir alle x € Ac, m > n(k,e¢).

Nach

Da k € N beliebig ist, zeigt das die gewiinschte gleichméflige Konvergenz auf A..
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10 Nullmengen

Aufgabe 10.1. Lésung:  Die Richtung < ist klar. Umgekehrt: Da u — v als Differenz von

messbaren Funktionen messbar ist, sind die Mengen {u > v}, {u < v} messbar. Aus

[|u—v| d,uz[{uzv}(u—v) du—[{u<v}(u—v) dp=0-0

folgt dann mit Satz 10.2, dass pu(u—v #0) =0, d.h. u =v fast iberall.

Aufgabe 10.2. Lésung: Die Richtung < ist klar. Umgekehrt: Wir zerlegen v = u* —u~ und

v =v"—v~ und ordnen die Gleicheit auf der linken Seite folgendermafien um:

v(QG) = '[G(u++1f)du:/;;(v++u7)du::p(G) VG e §.

Da die Integralausdrucke Mafle auf A definieren und da die Mafle auf G iibereinstimmen,
konnen wir v(A) = p(A) aus dem Mafleindeutigkeitssatz folgern — beachten Sie, dass auf

Grund der Integrierbarkeit von u, v gilt, dass v(G,,) = p(Gy,) < co.
Die Behauptung folgt nun mit Hilfe von Aufgabe 10.1.

Aufgabe 10.3. Lésung: Die Funktion 1g stimmt fast iiberall mit einer stetigen Funktion
tiberein, ist aber nicht fast iiberall stetig. Andererseits ist 1} ) fast iiberall stetig, aber

stimmt nicht fast {iberall mit einer stetigen Funktion {iberein.

Aufgabe 10.4. Losung:
(a) Es gilt

c m 1
M{|U|>C}=f]1{u|>c}du=/(-:1{|u>c}d/i<f%1{u|>c}du<zf|u|dﬂ-

Im letzten Schritt wurde die Monotonie des Integrals verwendet:

[ Vpleldu< [ fuldp

(b) Da (0,00) > = P monoton wachsend ist, gilt u(|u| > ¢) = p(juf’ > ). Aus

Teilaufgabe (a) folgt somit

(@) 1
plul > e} = p{lul”> P} < c—prUIPdu-
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(c) Wir betrachten zunéchst den Fall [ wdu > 0. Fiir u > 0 ist u = |u| und damit erhalten
wir aus Teilaufgabe (a) (mit ¢:= « [ udp), dass

1 1 1
,u{u?ozfudu}:uﬂul)c}é—f|u|d,u: /ud,u:—
c afudp a

Ist [udp =0, dann ist [ |u|du =0 (denn nach Annahme gilt « > 0) und aus Satz 10.2
erhalten wir u{u # 0} = 0. Damit folgt

1
,u{u>oz/ud;z}=u{u>0}=0<—
a
fiir alle o > 0.
(d) Die Monotonie von ¢ impliziert {|u| > ¢} € {¢(|u|) > ¢(c)}. Mit der gleichen Argu-
mentation wie in Teilaufgabe (a) erhélt man daher

plul > e} <p{o(jul) > 6(c)}

= f ]1{¢<u|>>¢<c)}%dﬂ

f Lounze(o)y qﬁ((‘c‘))

) % / Lig(upsae)y @(Jul) dp.

Nach Voraussetzung ist ¢ nicht-negativ und folgern wir aus der Monotonie des Inte-

grals schlief3lich
1
ol > ¢} < —— [ o(Jul) d.
)

(e) Beachte, dass
{lul <} < {¥(lul) 2 ¥ (c)}

da ¢ monoton fallend ist. Mit einer analogen Argumentation wie in (d) folgt die

Behauptung.

(f) Wahlt man in (b) p=2, u=X -EX und ¢ = avVX, dann

2y 1
P(|X—EX|>a¢W)<WE((X-EX))_ .
VX

Aufgabe 10.5. Lésung:

(a) Es seien A, B € A mit AcQc B. Dann gilt u(A) < u(B) und indem wir zu sup 4.
und infgcp tibergehen, folgt daraus £14(Q) < 1*(Q).

Es sei € > 0. Gemaf3 der Definition von pu, existiert A c @), A € A, mit

1+ (Q) = n(A)| <e.
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Indem wir A gegebenenfalls vergrofiern, konnen wir erreichen, dass
" (Q%) — u(A%)| <e.
(Beachte: A€ > Q°.) Folglich,

(E) = 1 (Q) = ™ (@) < |1 (B) = p(A)| + 1™ (EF) = p(A%)] < 2e.

Da € > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.
Es seien A, B € A mit Ao Rund B> Q. Wegen Au B> EuUF gilt dann

p'(Ru@) < p(AuB) < p(A) + u(B).
Indem wir das Infimum inf 45 und inf g nehmen, erhalten wir p*(Ru@) < p*(R)+
1 (Q).
Es seien nun R,(Q c F disjunkte Mengen. Fiir A,B € A mit Ac R und B c @ gilt
offensichtlich Au Bc Ru@ und An B =@. Folglich,

(R0 Q) > p(Aw B) = p(A) + u(B).

Indem wir zunédchst das Supremum sup 4. und dann das Supremum sup g nehmen,
folgt 1+ (R Q) 2 pa(R) + pa(Q)-

Aus der Definition des Supremums/Infimums wissen wir, dass Mengen @, Q" € A,
Q. c Q c Q" existieren mit

1(Q) = 1(Qn)] + |1 (Q) = Q™) < %

Fir Q. == Upen Qn € A und Q* = Npey Q" gilt dann Q. ¢ Q c Q*; insbesondere gilt
also p(Qx) < px(Q) und p*(Q) < u(Q*). Weiterhin ist

w3 (U] > @@~

fir alle £ € N. Folglich u(Q+) = 1+(Q). Analog zeigt man, pu(Q*) < p*(Q) + % fiir
alle k£ € N und erhélt daraus u(Q*) = 1 (Q).

Aus (c) folgt, dass
A*"={QcE;3A,Be A, AcQc B:u(B\A)=0}.

Die Menge auf der rechten Seite ist aber gerade die vervollstindigte o-Algebra A,
vgl. Aufgabe 3.7, und somit ist A* ebenfalls eine o-Algebra.

Wir haben in (d) gezeigt, dass A = A*. Um zu zeigen, dass (E,A, i) die Ver-
vollstandigung ist, geniigt es daher zu zeigen, dass i(A) = u(A) fiir alle A € A*
wobel wir mit fi das in Aufgabe 3.7(a) definierte Mafl bezeichnen.
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Es sei also ) € A*, dann existieren per Definition Mengen @ : *,Q* € A, Q. c Q c Q~,

so dass
1(Qx) = p+(Q) = p*(Q) = (Q7). (%)
Insbesondere ist pu(Q* N Q.) =0. Fiir N:=Q~ Q. ist @ = Q. UN und N c Q* ~ Q.,

d.h. N ist Teilmenge einer py-Nullmenge. Aus der Definition von ji erhalten wir

somit
~ _ (*) (*) %
Q) = u(Qy) = 1+(Q) = p(Q).

Aufgabe 10.6. Losung:  Es sei (G )nen, € A mit Gy, 1 E und 0 < p(Gy) < co. Wir setzen
dP(x) == f(z) du(z) mit

2" ().

f(fE) = n%ﬂ ,u,(Gn)

Offenbar gilt f > 0. Aus dem Satz von Beppo-Levi folgt

B(B) = [ f(@)du(x)

- > H(én)z-n /B Lo, () du(z)

fiir B € A. Speziell fiir B = E erhalten wir

P(B)= ) 27"=1,

TLGNO

d.h. P ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Fiir jede u-Nullmenge N folgt dagegegen aus
Satz 10.2b), dass

PV) = [ f@)du(x) 0.
Andererseits: Ist P(N) =0 fiir N € A, dann ist

[ i@ (@) du) =0

und nach Satz 10.2 folgt f- 15 =0 p-fast tiberall. Da f > 0 erhalten wir 1 = 0 p-fast
iiberall, d.h. u(N) =0.
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11 Konvergenzsatze

Aufgabe 11.1. Losung: Aus der elementaren Ungleichungskette
la =0 < (la] + |p])” < (2max{|al, [b[})" = 2" max{|al”, [b]" }
folgt sofort, dass |u, — ulP < 2PgP € L1 ().

Losung 1: Die Abschétzung |u, —ufP < 2PgP € L1(p) gibt uns eine integrierbare Majorante
fir die Folge wy, := |u, — u[P. Da nach Voraussetzung lim,, w,, = 0 gilt, ergibt sich aus dem

Satz von der dominierten Konvergenz

lim | |u,—ufPdp = lim / wp, dp = f lim w, du = 0.
n—oo n—00 n—o00
———
0

Losung 2: Wir imitieren den Beweis von dem Satz von der dominierten Konvergenz. Aus
der oben bewiesen Ungleichung sehen wir, dass 2PgP — |u, — u[P > 0. Aus Fatous Lemma

folgt daher
2pr f lgP dp = / liminf(27¢” — |uy, — ulP) dp
n—o0
< liminf /(2pgp —|up —ulP) du
n—oo

=liminf([2pgpdu—/|un—u|pd,u)

=2P f lg? dp - limsup/ [tr, — ulP dp
n—>oo
(beachte, dass liminf,, . (-a,) = —limsup,,_, a,). Folglich gilt

0 < liminf [ |t — ulP dp < lim sup f |t — ulP dp < 0.
n—>00

n—oo
Dies zeigt, dass der Grenzwert limy, o [ |uy, — ulP dp existiert und gleich 0 ist.

Aufgabe 11.2. Losung: Da YF_ | |un| 1 £ Jun| gilt gemiB dem Satz von Beppo Levi,
Satz 8.6,

) k k oo
8.6
f(Z Iunl) dp = f (supZ Iunl) dp = Supf > lunldp =37 flunldﬂ<°<>-
n=1 keN n=1 keN n=1 n=1

Das zeigt w = Y021 [un| € £ (). Aus Korollar 10.6 sehen wir 302, |u,,|du < oo fast iiberall.

Insbesondere gilt also u := Y7 uy < oo fast iiberall. Um die zweite Aussage zu zeigen
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mochten wir den Satz von der dominierten Konvergenz anwenden. Dazu definieren wir

Vg = Zﬁ:l up und bemerken, dass dann
k

2 tn

n=1

Weiterhin gilt offenbar vy, - w = Y77 uy, fiir kK - co. Damit folgt aus dem Satz von der

dominierten Konvergenz

) k
[Zund,uzfuduzf lim vg dp = lim kaduz lim Z[undu
n=1 k—o0 k—o0 k‘%oonzl
= Z/und,u.
n=1

|vg| =

k oo
<Y Junl € Y fun| <w e £ ().
n=1 n=1

Aufgabe 11.3. Losung: Geméif dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe v := Y07 1 (=1)"uy,.
Weiterhin folgt aus der Monotonie, dass die Partialsummen Sy := ¥*_, (=1)"u,, die Un-

gleichungskette

Sop < Sopro € ... < U

erfiillen. Damit erhélt man aus dem Satz von der monotonen Konvergenz

fud/zzklim /Sgkd,u

2k
= lim ) /(—1)"undu
n=1

k—oo =
_ Z(—l)”/und,u.
n=1

Beachte, dass die Reihe auf der rechten Seiten konvergiert: u,, | 0 impliziert, dass [ Up dpt |,
0 (Satz von der monotonen Konvergenz) und damit folgt die Konvergenz wiederum aus

dem Leibniz-Kriterium. Folglich gilt u e £ ().

Aufgabe 11.4. Lésung:  Mit dominierter Konvegenz (e™"* < 1€ £(p) fiir alle 7,2 > 0) sehen

WIr

lim e u(da) = f lim e ju(dx) = f Lo p(da) = p{OY.
RV . p(dx) 000) p(dx) 0.00) oy #(dx) = u{0}

r—>00

Aufgabe 11.5. Loésung:

(a) Es sei e >0. Wegen f € £L1(\) folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz,

dass

I f )\ = 0.
dim BR(O)C\f!

Insbesondere konnen wir R > 0 wahlen mit

d\<e.
[BR o
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Da K kompakt (also insbesondere beschrankt) ist, existiert » = r(R) > 0, so dass

x+ K ¢ Br(0)° fir alle z mit |z| > r. Folglich gilt

wsf A <
[ o A<

fir alle x € R™ mit |x| > 7.

Es sei € >0. Da f nach Voraussetzung gleichmafig stetig ist, existiert d > 0 so dass
If(y) - f(x)|<e fiirallexeR" yex+ K :=x+ Bs(0) = Bs(x).
Somit

I@F = s Jen FEPDW)
0 S (1@~ F@I @) D).

—_——
<€

Unter Ausnutzung der Ungleichung
(a+b)P <C(a? +b"), a,b>0 (%)

fir ein C' = C(p) > 0 erhalten wir

1P <505 (fon @ D@+ [ 1wl aw)

DMK +x) O
<O TN Jrenn TN A

—_—
1

Aus Teilaufgabe (a) folgt nun

e—0

limsup|f(x)|P < Ce’ — 0.

|0

Offenbar ist dies dquivalent zu limy, . |f(x)| = 0.

Zu (%): Wir betrachten zunéchst den Fall p € (0,1). Dann ist die Funktion [0, c0) 3
a ~ f(a) = aP konkav und deshalb insbesondere subadditiv, d. h.

(a+b)P =f(a+b)< fla)+ f(b) =aP +1P, a,b > 0.

Folglich gilt (x) mit C' = 1. Fiir p > 1 folgt die Ungleichung dagegen aus der Holder-

d d v d ¢
Yoyl < 2l ) D vl
j=1 j=1 Jj=1

fiir alle z,y € R? wobei p + g = 1 konjugierte Indizes bezeichnen. Wihlen wir speziell

d=2,z=(a,b),y=(1,1), dann

Ungleichung:

1 1
la-1+b-1]< (|af + [pP)7 - 21.

Bilden wir von beiden Seiten die p-te Potenz, erhalten wir die gewiinschte Unglei-

chung.
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Aufgabe 11.6. Lésung:
(a) Sei € > 0. Fir R > 0 betrachten wir Mengen der Form B := {|f| < R}. Offenbar

gilt dann per Definition sup,.z|f(z)| < 0o. Andererseits folgt aus dem Satz von der

dominierten Konvergenz und Korollar 10.6, dass

tim [ 1) de - Aﬁm f(2)| dz = 0.

R—oo

Insbesondere konnen wir also R hinreichend grofl wéhlen, so dass [3|f(z)|dz < e

Weiterhin sieht man aus der Markov-Ungleichung (Korollar 10.5), dass
1
AB) = MIf1> Ry < [ If(@)lda <co.

(b) Es sei € >0 und B € B(R") eine Menge wie in (a). Weiterhin sei A € B(R") mit
A(A) < e. Dann gilt

[nan= [ intax+ [ irlax

<supl (@) ANAnB)+ [ |]dA
J’,’EB ———— Bc
<A(A)

<sup |f(x)]-e+e.
zeB
(Beachte, dass sup,.g|f(x)| < 00.) Dies zeigt gerade, dass

tim [ |fldx=o.
im A|f|d)\ 0

A(A)—0

Aufgabe 11.7. Losung:

(a) Aus u, € £1(p) und |Ju, — ulle < 1 fiir n hinreichend grof, folgt zunichst aus der

Dreiecksungleichung, dass

[ ldir< [ =y [ fwnldp < Jun = wloops(B) + [ il dia < o0,

also u € £1(p). Eine ganz dhnliche Rechnung zeigt

‘/und,u—[ud,u‘:‘[(un—u)d,u

Da (E) < oo folgt aus der gleichm’aBigen Konvergenz |u, — u]e — 0, dass

lim ‘fundu—fudu‘=0.

(b) Die Aussage ist im Allgemeinen falsch. Betrachte zum Beispiel den Mafraum (R, B(R), A1)

< [ fun =l dgr < e = ul oo ().

und die Folge u,(x) := %1[_%”](;1:), x € R. Dann gilt offenbar u,, — 0 gleichméfig,
up, € LH(AY), aber
lim und,uzlth:/udM.

n—oo
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Aufgabe 11.8. Losung: Auf Grund der Monotonie von f gilt fiir jede Folge (ay)nen  (0,1)
mit a, | 0, dass
Flan) 1 £(04) = inf £ (2).
Speziell fir die Folge a, = t", t € (0,1) gilt also f(t") | 0. Aus dem Satz von der
monotonen Konvergenz folgt somit

1 1 1 1
Jiiilofo f(t”)dt=7ilrel£fo f(t")dt=[0 }lgglf(t”)dt:[o F0+) dt = F(0+).

Aufgabe 11.9. Lésung:  Setze u,(t) = t"f(t), t € (0,1). Wegen |t"| < 1 fiir t € (0,1) gilt
offenbar

fun(®)] = [E"]- LF ()] < |f ()] € £1(0, 1).

Weiterhin folgt aus " ~—= 0 fiir t € (0,1) und | f(#)| < oo fast iiberall (vgl. Korollar 10.6),
dass |u,(t)] — 0 fast iiberall. Damit ergibt sich aus dem Satz von der dominierten Kon-

vergenz, Satz 11.3, und Bemerkung 11.4a), dass

hrn tnf(t) dt = hm f un(t)dt = [ hrn un(t) dt =

\_...._,,_....../
0
]
Aufgabe 11.10. Ldsung: Bekanntermafien gilt = = ¥,502" fiir € [0,1) (geometrische
Reihe). Damit sieht man leicht, dass fiir alle ¢ > 0
1 _ ]. _t —t\n _ -nt
et—l_etl ,;)(e ) %:16

(beachte, dass e < 1 fiir ¢ > 0!). Definiert man ug(t) = sin(t) - ¥*_; ¢, dann bekommt

man die Abschétzung

k
t
=|sint| Y e ™ <|sint] Y. e @ (%)
n=1

n>1

|ug (t)] < |sint|-

fiir alle k € N und ¢ > 0. Aus den elementaren Abschiitzungen e’ — 1 > ¢ (¢ > 0) und

et =132 et? (t > 1) erhalten wir somit

Jur (£)] < Lpoa7 () + €211 o) (£) =2 w(2).

Wir wollen nun als niichstes zeigen, dass w € £1((0,00)). Dies folgt aus dem Satz von

Amw(t)dtzfoli(ﬁdt+£m3@dt

1 e—t/2

Beppo Levi:
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n
=1+ sup et dt = 1+sup[—26_t/2]:71 < 00.
neN J1 neN -

Hier haben wir verwendet, dass jede Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] - C,
—00 < a < b < oo, auch Lebesgue-integrierbar ist und dass das Lebesgue-Integral mit dem
Riemann-Integral iibereinstimmt (sieche Satz 13.2). Nach dem Satz von der dominierten
Konvergenz gilt also

[e S (e8] k (e8]
fo Sltn(tl) dt = kh_glo fo ug(t) dt = k}irilo; '[0 sin(t)e ™ dt.

et —

Schreiben wir nun Ime*! = sint¢, dann

fooo sin(t)e ™ dt = Im (]0-00 ett=m) dt) ,

vgl. auch Aufgabe 9.2. Unter erneuter Benutzung des Satzes von der dominierten Kon-

vergenz sehen wir, dass

) R
/ sin(t)e ™ dt = Im ( lim / ett=m) dt)
0 R—oco J1/R

( |:et(1—n) ]R )
m| lim

()=
=Im = .
n-1 n2+1

[ ]}
Aufgabe 11.11. Losung: Nach Definition der Exponentialfunktion gilt e** = ¥, 5027 (Z‘T)n
Folglich,
2z =3
wn(e) = £ Y C 2 gy
n=0
Weiterhin folgt sofort aus der Dreiecksungleichung
za:)" 2x 2l
)l <@ 33 [ <o) 3 L = o,
. n>0 -
Nutzen wir nun, dass 2 ~ e f(z) integrierbar fiir X = |z|, dann finden wir
Jur ()] < [ (@)L oo,y (2) + 1 (@)1 0,0y (2) € £1(R).
Anwenden des Satzes der dominierten Konvergenz gibt
f f(x)e* dx = f klim ug(z) dr
= lim ug(z) dx
= hm /(zx)"f(x) dx
= Z —[x"f(x)d:n
n=0 n!
unter Ausnutzung der Linearitét des Integrals.
L] ]
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Aufgabe 11.12. Lésung: Nach Voraussetzung definieren
Up = fn = Gn v =G = fn

nicht-negative Folgen, die punktweise konvergieren:

lim u, =f-g lim v, =G - f.

n—oo n—>oo
Wir wissen, dass [ f,dp < [ Gpdp — [ Gdp; insbesondere folgt daraus

limsup/ fndp < oo.
n—oo

Analog erhalten wir liminf, .o [ frndp > —00. Wir wenden zunichst das Lemma von

Fatou auf die Folge (v, )ney an:

f(G—f)duzfliminfvndu<liminf/vndu=liminf(/Gndu—ffnd,u).
Wegen f Gdu = limnf Gpdp e R liefert das

f(_f)dughgglff(—fn)du,

also

[fdu?limsupffndu

(da liminf,,(-a,) = —limsup,, a,). Analog erhalten wir fiir (uy)nen:
f(f -g)du = f liminf u, dp < liminf | w, dp = liminf (f frndu - f In d,u)
und somit
f fdu< liminf/ fndpu.
Folglich gilt
—00 < limsupf fndu < f fdu< liminf/ fndp < oo.

n—oo

Aufgabe 11.13. Lésung: Die Ungleichung |[, fdu| < [, |f|dp ergibt sich sofort aus der

Dreiecksungleichung. Es geniigt also, die zweite Ungleichung zu zeigen. Es sei € > 0.

Losung 1: Es folgt direkt aus dem Sombrero-Lemma, dass eine Folge (fy,)neny € E(A) ex-
istiert mit |f,| < |f| und lim,,, f, = f (Korollar 7.12). Aus dem Satz von der dominierten
Konvergenz erhalten wir nun [ |f,, — f|du LindaN 0; insbesondere konnen wir also n € N
wéhlen mit [ |f, - f|du < e. Da f,, beschriankt ist (das folgt direkt aus der Definition von
Treppenfunktionen) gilt

[ faldi < Ul () <

fir alle A € A mit u(A) < § := ¢/| fnlloo. Folglich sehen wir mit Hilfe der Dreiecksungle-

ichung

Joftaus [ 1= flaus [ Adns< [ V= fldus [ 1fldi<2e
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fiir alle A € A mit p(A) < 6.

Losung 2: Offenbar gilt

d :f d +f d x
INZ o 1 [l (+)

Wir schétzen die Terme getrennt ab. Fiir den ersten Term auf der rechten Seite gilt nach

dem Satz von Beppo-Levi

R—oo
dyp —— dp.
[Aﬂ{|f|>R}|f| : An{|f|=o0} 7l

Da nach Voraussetzung f € £1(u) ist u(|f| = 00) = 0 (vgl. Beweis von Korollar 10.6) und
damit gilt nach Satz 10.2,

dp = 0.
/Aﬂ{|f|=°°} 7l

Somit konnnen wir R > 0 wahlen mit

du < e.
fz‘\ﬂ{lf\>R}|f| a

Fiir den zweiten Term in (x) sieht man leicht, dass

du<R f 1du < Ru(A).
/An{f|<R}|f SR [, ey LS B A)

Fiir alle A € A mit u(A) <9 :=¢/R erhalten wir also

d:/ d+[ du<e+ Ru(A) € 2e.
1714 o 1+ [l 1(A)




12 Parameter-Integrale

Aufgabe 12.1. Losung: Damit die Integrale existieren, muss |e %] € £1 (1) bzw. |e™*¢|-|u(-)| €
L1(dx) gelten. Wegen |e™*¢| = 1 sind sinnvolle Bedingungen an die Existenz, dass p ein
endliches Maf8 ist (dann ist die Konstante 1 integrierbar) bzw. dass u € £'(dx) ist. Wir
bekommen dann die Stetigkeit der Transformationen direkt aus dem Stetigkeitslemma fiir

parametrisierte Integrale: Definiere
f(&x) = —mg EeR,zeR.

Nach Voraussetzung ist |f(z,§)| < (27r)_1 e LY(p) und € = f(&,z) ist stetig. Damit folgt
die Stetigkeit der Abbildung

& [ F(& @) =)

aus Satz 12.1. Die Argumentation fiir 4 geht analog.

Hinreichende Bedingungen fiir die n-fache Differenzierbarkeit konnen wir aus dem Diffe-

renzierbarkeitslemma ableiten. Wegen

i _ (—Z$) —1x€
dgf(é‘ax)_ o =

gilt
el
271' ’

s ea)

Nach dem Differenzierbarkeitslemma existiert also d%/l({) falls [ |z| p(dz) < oo. Iterieren

wir diese Uberlegung, so folgt, dass /i n-mal differenzierbar ist, falls

f |z|" p(dx) < oo.

Analog: 4 ist n-mal differenzierbar, falls [ |z|" |u(z)|dz < oo.

Aufgabe 12.2. Losung: Es sei
V(x):= f w(t) p(dt).
(z) (0.2) (t) u(dt)

)

Die Stetigkeit von V' in x = zg ist dquivalent zu V (z9-) = V(zo+) mit

V(xo-) := hTm V(x) V(zo+) := liim V(x).
ZTTo xlx
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(Beachte, dass auf Grund der Monotonie von V beide Grenzwerte existieren.) Es sei
(2 )nen eine Folge mit x,, 1 xo. Dann gilt L0,0,) T L(0,20) und somit erhalten wir aus dem

Satz von der monotonen Konvergenz

lim V(x,) =supV(z,) = f T (0,20)u(t) p(dt).
n—oo neN

Folglich,
V(rg-) = / u(t) p(dt).
( 0 ) (0,20) () ( )

Ist (2 )neny dagegen eine Folge mit x,, | z¢, dann L0,2,) ¥ L(0,20]- Es folgt wiederum aus

dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass
Vx+:ianxn:/ w(t) p(dt).
(o) =inf Vi) = [ u(t) u(at)
Es gilt also V(zp-) = V(x0+) genau dann, wenn
0=V (aot) ~Vieo) = [ ult) ()
o

Wegen u > 0 folgt die Behauptung (vgl. Satz 10.1).

Aufgabe 12.3. Losung:

(a) Esseite(-R,R) fir R>0. Da |p(x)—t| <|p(x)|+]t]| < |p(x)|+ R e £L1([0,1]) und die
t — |¢(x) —t| stetig ist, folgt aus dem Stetigkeitslemma, Satz 12.1, dass die Abbildung

CRR)> e (1) = [ 16()~1do

stetig ist. Da R > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.

Alternativlosung: Aus der (umgekehrten) Dreiecksungleichung folgt

- f(s) < — 1]~ |p(2) - s|| dz < ~t|dz = s -
POl [ N6 ~t=lo() ~sllde< [ |s=tldw=]s~]
d.h. f ist sogar Lipschitz-stetig.
(b) ,,<=* EsseiteR mit A{¢p =t} =0 und h € R. Wir schreiben
@) =ik,
b<t—h

h h
[ @@,
t—h<¢<t+h h
[p(x) - (E+h)| - |o(x) -]
" f¢>t+h h du

=: Il(h) + Ig(h) + Ig(h)

und behandeln die Integrale getrennt. Es gilt

nm=f ~(é(@) = (t+ l}?) +(6(@)=1)
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h—0
:[pst—h de = Ao <t-h) =5 Mo < t).

Analog folgt

nm=[ (¢(z) = (t+ f;) (@)=t

=M@ t+h) A (6> 1),

Da nach Voraussetzung A\(t —h < ¢ <t + h) Lina A(¢ =t) = 0 erhalten wir aus dem

Satz von der dominierten Konvergenz

_ [¢(x) - (t+h)|—|p(x) —t] | h-0
IQ(h) - t—h<g<t+h h dz

0

(beachte, dass ||¢($)_(t+}z)|_‘¢(m)_t“ < 2; umgekehrte Dreiecksungleichung!). Kom-

binieren wir alle Resultate, so erhalten wir

o F@+ )~ (@)
h—0 h

=Aop>t)+ Ao <t).

,, = Wir verwenden die Notation von ,,<=*“. Ist f in t € R differenzierbar, folgt wie

im ersten Teil des Beweises, dass
. _ el BRE BRE
}Lli%fz(h) =f(t) }Lli%fl(h) }g%h(h)
existiert. Wir zerlegen I» nochmals:

6() = D)= [6@) 1]

I =
Z(h) {t—h<p<t+h}\{p=t} h
[ B@ep@ o,
{o=t} h
= I, (h) + I3(h)
Offensichtlich ist
hl |1
By = g Pl
HORLS) BIRCIEE SYCED

und aus dominierter Konvergenz folgt

lim IX(R) = 0.
hlf% 2()

Folglich kann limy,_,o I3(h) nur existieren, falls
lim I3 (h) = A(¢ = t) lim IA]
h—0 h—0 h

existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn A(¢ =t) = 0.

Aufgabe 12.4. Lo6sung;:
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(a)

86

Die Abbildung t = u(t,x) = z72sin?(z)e™* ist auf [0, 00) stetig und auf (0, o0)
differenzierbar. Geméafl dem Stetigkeits- und Differenzierbarkeitslemma, Satz 12.1
und Satz 12.2, geniigt es daher entsprechende Majoranten fiir die Ableitungen zu

finden. Es sei ¢t > 0. Aus der elementaren Abschatzung sz 1 und e < 1 folgt

[ut, @) < Tgo,1(2) + — 11(1oo>(ﬂf)— w(z).

Wegen w € £1([0,0)) (vgl. Beispiel 12.4) folgt damit aus dem Stetigkeitslemma die
Stetigkeit von f. Nun sei t € (7, 00) fiir r > 0. Dann

( x)e—tz

<L) () + e L ooy (2) € £1([0, 00))

Sln2({L‘) )26715:2

sin (x)

Oru(t, )| =

07 u(t, )| =

11[071](m) + x26_tx]l[17oo)($) € Ll([O, )).

Somit folgt aus dem Differenzierbarkeitslemma, dass f zweimal differenzierbar ist
und

f,(t) _ _Aoo SiDQ(J“) e—tz‘ dx

X

f(t) = Amsin2(z)e_txd$.

Um f” auszurechnen, benutzen wir eine Regel, die in Kapitel 13 bewiesen wird:
Ist eine Funktion Riemann-Integrierbar, so ist sie auch Lebesgue-integrierbar und

Riemann- und Lebsgue-Integral stimmen {iberein (Satz 13.3).

Aus sin?(z) = %(1 —cos(2x)) = %Re(l — e'2%) folgt zunichst

(@) = %Re(/(;oo(l—eﬁx)e_mdw),

vgl. Aufgabe 9.2. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir

) R
/ (1-¢"*)e ™ dg = lim (1-e"2)e ™ dg.,
0 R—o00 JO

Da z + (1 -e'?*)e ' Riemann-integrierbar ist, diirfen wir wie gewohnt rechnen:

00 1 R 1 BEo1o
f (1-e")e ™ dx = lim [—e tx] - lim [—ex(zl_t)] ==- :
0 R—oo [ —t z=0 R—-oo|21—1 =0 t t—-2

Somit

o1 (1 1 ) 1 (1 / ) p
t)=—-Rel-- =—|-- = .
PO=5Re(s-12,) 720 " ed) " i@
Die Grenzwerte lim;_oo f(t) und limy_co f'(t) konnen wir leicht mit dem Satz von

der dominierten Konvergenz berechnen (die Existenz der entsprechenden Majoranten

haben wir in (a) gezeigt):

hm f@t) = f (sm () 1t"’”) dz =0,
lim f'(t) = —foo lim (Me_m) dx =0.

t—o00 t—o00 T
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(c) Wir finden zunéchst eine einfachere Formel fiir f’: Nach dem Hauptsatz der Integral-

und Differentialrechnung gilt

-0 = [ (s s

Fiir R — oo folgt mit (b)

R
@ == lim [T s)ds
1 1 R
=3 I%LH:O [logs -3 log(s* + 4)]

s=t

1 1
= 5 (logt - 5 10g(t2 + 4))
1 t

=—1lo .
2 g\/t2+4

Schliefllich

ds.

) R 1 e s
f=-Jim [T(s)yas=—3 [ log ———

(Auch in dieser Teilaufgabe haben wir wieder verwendet, dass wir fiir Riemann-
integrierbare Funktionen die Integrale mit den gewohnten Rechenregeln ausrechnen

diirfen.)
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13 Riemann vs. Lebesgue

Aufgabe 13.1. Lésung: Wir folgen dem Hinweis: Da e > 0 folgt aus dem Satz von Beppo

Levi

-~ " _at "o_at
f e " dr = sup e dr = lim e " dx.
0

neN <40 n—oo J0

Weiterhin ist x — e *

stetig (also insbesondere messbar und Riemann-integrierbar auf
kompakten Intervallen), so dass wir dank Theorem 13.2 wie gewohnt mit dem Riemann-

Integral rechnen diirfen:

—tiL’ n
INGCHE noee 1
0 —t t

z=0

Folglich gilt e~ € £1(0, c0) und Jo e dr = % Wir wollen nun das Differenzierbarkeits-

lemma, Satz 12.2, anwenden. Dazu definiere u(t,z) := e™**. Dann ist
0pu(t, )| = |z]e™™ < |z]e™* € £1(0, 00)
fir alle ¢t € (a,00), a > 0 (vgl. Beispiel 12.4). Aus dem Differenzierbarkeitslemma folgt

i[we_txdmzfoo(—:c)e_m dx
dt Jo 0

fiir alle t € (a,00). Da a > 0 beliebig ist, folgt die Differenzierbarkeit fiir alle ¢ > 0. Indem

daher, dass

wir diese Uberlegung iterieren, erhalten wir dass wir Ableitungen beliebiger Ordnung mit

dem Integral vertauschen diirfen. Damit

d" © 4 ar (1
- g = 2|2
(e e)- 55 6)
o S (-1)"n!
3(-/0 (—IE) e tdm):tnT‘
Fiir £ =1 ergibt sich gerade die Behauptung.

Aufgabe 13.2. Losung:
(a) Es gilt f(o,l)(xlnx)k d\ = f(oyl](xlnx)k d)\ da der Integrand bei x = 1 definiert ist
und A(1) = 0. Nun sei
0, z =0,

ug(x) = :
(zlnz)*, >0,
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ug ist stetig (mit L’Hospital) auf [0,1] und somit wu; Riemann- und Lebesgue-

integrierbar auf [0,1]. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt daher

[0 1](xlnx)k d\ = fy}i_)rglo]l[%vl)(azlnx)k d\

)

= lim (zlnz)* dx.
[5:1]

n—00

Dieses Lebesgue-Integral stimmt mit dem Riemann-Integral iiberein (Satz 13.2), also

erhalten wir per Substitution (z = e‘yﬁ,dx = —ﬁe_yﬁ dy):

(k+1)Inn k
lim (xlnx)k x = lim - e Y (=)
n—oo [; n—oo 0 (k: l)k

( 1)k (k+1)Inn —y ktl-l
—7}1_")0 —(k+1)k+1 / ey dy.

1
DS 16_%1 d

Da e‘yyk]l[o,oo) € L]0, 00) folgt mit dem Satz von Lebesgue

. (-1)F (k+DInn 1 (1)
nh—{gom[ eyy+ d =WF(I<:+1)

Da [0,1] 3z — zInz stetig ist, gilt

n (—zlnx)”

,gk!

— |xlnx|k |z Inz| 1
< =e <ceL7(0,1
k;) u (0,1)

fiir alle m € Ng. Aus (a) und dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir

somit

—$1’l$‘ (xlnx)
[(071) WA = [ 2 A(dz)

) ( zlnz)k
= lim — Az
/(0 1) m—o0 ,;) k! (dz)
(-zlnz)” xlnm)
= Jim, z f N A(dz)
1 F(k +1)
= lim
ml—>ookEO (k_;,_ 1)k+1 k!
1
_ i 1
i kP
] |
Aufgabe 13.3. Losung: Fiir jedes n € N gilt
xan xa
— <€
n!
und somit
e’ <nlz™ "
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Weiterhin gilt 279" € £1(1, o) fiir an > 1. Wihlen wir n > %, dann erhalten wir

@

0 < 1[07m]e_x < 11[071] (ZL’) + ]1(1700)(.7})71!1'_0”1 € LAl[O, ()O)

_x&

Das zeigt, dass [0,00) 32— e™®  integrierbar ist.

Aufgabe 13.4. Lo6sung:
(a)

f | sin x| d)\(x)>/ | sin x| dA(x)
(1l,;0) {ze(1,00); |S1n(m)\>2} T

sz[ﬂ ) ]gd)\(a:)

k=1 6 kT, g

iy | 1

5L A([ )
k:12?ﬂ—+kﬂ' 6

i’: 2

= = 00.

=15 +6k

Das zeigt, dass f nicht Lebesgue-integrierbar ist. (f ist jedoch uneigentlich Riemann-
integrierbar, vgl. Beispiel 16.5.)

(b) Aus |sin(z)| <1 folgt

sin(z?) B ‘Sin($2)’

= 2 fir alle z > 1.

T2

Es gentigt daher, die Integrierbarkeit von x% zu zeigen. Das sieht man so:

1
_[ — 11,00y (2) d = hm / [1,n) (%) dx Beppo Levi

= lim —2 dx iibliche Kurzschreibweise
n—oo [1 n) x€X
1 n
= lim (R) — dx Riemann- fl existiert
n—o00 x
i ]
= 11m|:1——]—1<00
(c) Genau wie in (b) sieht man M| < ﬁ, d.h. es geniigt zu zeigen, dass ﬁ €
£1((0,1)). Dies folgt aus
f 1o,11(z) dr = lim ]l(l/n 11(x)dz  Beppo Levi
1
= lim f —dz ibliche Kurzschreibweise
e Jam v
1
= lim (R) in o dx Riemann- f auf (1/n,1] existiert
n—oo €T
= [Nﬂl/n
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R 1
= Jim [2-2/7]
=2 < oo.
(d) Wendet man den Mittelwertsatz auf f(x) =sinz an, so sieht man leicht, dass
|sin(z)| < |x| fir alle z € R.

Damit ist |%| = @ <% =1. Da [0,1] > x = 1 offensichtlich Lesbgue-integrierbar

ist, folgt aus dieser Abschéatzung, dass auch [0,1] > z — % Lebesgue-integrierbar

ist.
Alternativliosung: Aus dem Satz von Bernoulli-Hopital folgt sofort, dass die Funktion

Si;‘”, x#0,
f(x) =
1, x =0,

stetig in « = 0 ist. Da f offensichtlich auch fiir alle x # 0 stetig ist, ist f auf R stetig

(also insbesondere auch messbar). Nach dem Satz vom Maximum gilt daher

sup |f(z)| < oo
z€[0,1]

und da Konstanten iiber [0, 1] integrierbar sind, folgt damit, dass f e £1([0,1]).

(e) Aus

1 ) 1 .
/ - Lo1y(z) dr = 7%1_{]20 f - L(1/n,11(z)dr  Beppo Levi

1
= lim —dx ubliche Kurzschreibweise
n—co J(1/n,1]
11
= lim (R) —dz Riemann- [ auf (1/n,1] existiert
n—c0 1n

= lim [log x]bn

. 1
7%1_{1010 [log(l) —log E]
=0
folgt, dass x — % auf (0, 1) nicht Lebesbue-integrierbar ist.

(f) Aus dem Satz von Bernoulli-Hopital folgt

lim k(x) = alim cos(az) =a,
z—0 z—0 e’
d. h.
- k(z), ==#0,
Fr) = (z)
a, xz =0,
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definiert eine stetige Fortsetzung von k auf [0,00). Aus dem Satz von Maximum
erhalten wir daher

sup |k(z)| < C < oo.
z€[0,1]

Fiir z > 1 folgt aus der elementaren Abschitzung ¢ > 1+ 22/2, z > 0, dass

sin(ax)
e* -1

1 12
e -1 22/2 a2

<X

Folglich ist
2
[k(z)] < CL(gqy(x) + p]l[mo)(x)'
Da Konstanten auf [0, 1] integrierbar sind und die Funktlon 5 auf [1, 00) integrierbar

ist (siche Beweis von Teil (b)), zeigt das k € £L1((0,00)).

Auf dem Intervall [%, 2] sind alle Funktionen stetig, daher beschréankt und somit Lesbesgue-

integrierbar.

Aufgabe 13.5. Losung: Mit Hilfe der geometrischen Reihe sehen wir fiir = > 0, dass

o0

Z e " sin(ax). (%)

sm(aaz)

Aus der elementaren Ungleichung |siny| < |y| ergibt sich fiir n € N

oo o0
fo le™"* sin(ax)| dx < a/o xe " dx.

Es gilt
00 k
[0 ze " dr = klim . ze " dr Beppo Levi
k
= klim R- ; xe " dx Riemann- / existiert auf [0,n]
+1 k
= lim [—mj 5 e_m]
k—o0 n =0
1
==
Mithin:

el oo
> / le™"* sin(ax)| dx < .
n=170

Somit konnen wir die Reihe () gliedweise integrieren und die Behauptung folgt dann aus

/0 e " sin(ax)dx = Im [0 emo(n=ia) gp -9

a2 +n?2’
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Aufgabe 13.6. Loésung: GemiB der binomischen Formel gilt (1 +2%)™ > 1 +na?; daraus folgt
insbesondere
1+ na?

— |

(1+a2)n
Wegen

1 2
lim — % _0 fiir alle ¢ (0,1)

n—oo (14 x2)"
(exponentielles Wachstum ist stéarker als polynomielles Wachstum) erhalten wir aus dem

Satz von der dominierten Konvergenz

11+ na?
lim ﬁdx =0.
n—oo Jo (1+2z2)"

Aufgabe 13.7. L6sung:
(a) Zunéchst zeigen wir, dass f wohldefiniert ist, d.h. dass das angegebene Integral
existiert. Dazu erinnern wir uns an die folgenden Abschétzungen:

jarctan(y)| <y |arctan(y)| < T, yeR,

(die erste Abschétzung folgt aus dem Mittelwertsatz, die zweite aus der Definition

von arctan.) Weiterhin ist

1 1
sinh:vzi(ex—e_x)>§(ex—1)> z?

1
2

N | —

fir alle z > 1. Folglich gilt fur u(t,z) := arctan( L )

sinh x

™
[u(t,2)] < L0y (@) + | | Lt o) (2)

sinh x
11

T 1
< 51[0,1]@) + Z;ﬂ[l,oo)(‘r) € £7((0,00)).
Das zeigt, dass das Integral f(t) = f(o o) u(t, z) dx existiert. Um Differenzierbarkeit
von f zu zeigen, genligt es nach Satz 12.2 entsprechende Majoranten fiir die Ableitung

zu finden. Dazu sei R >0 und t € (R™!, R). GemiB der Kettenregel gilt

0 (t,2) 1 1
—u(t,z) = 5
¢
ot L+ (sinhx) sinhz
B 1
£ 4 sinha
sinh x
Da die Funktion = ~ R-+ stetig ist, existiert nach dem Satz vom Maximum eine
sinh x

Konstante C7 > 0 mit

1 <C
su — /% .
a:e[OI,)l] R2 +sinhz !

Aus 0 <sinhz <1 fiir z € [0, 1] folgt daher

1 1
< - <Cr
+sinhx R 2+sinhz

|atu(t’ I)| < R-2

sinh z
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fir alle z € [0,1]. Analog: Fiir > 1 beobachten wir dagegen

1 1 2 1
owu(t,z)| > =2 == e LY((1, 0)).
Drult, @) sinhz e?—e® T 1-e2 ((1, 00))
—_——
§02<<>o

Folglich,
1
|8tu(t,x)| < 0111(071](1‘) + 2026—1”]1(1700)(.%) € Ll((O, oo))

Wenden wir das Differenzierbarkeitslemma, Satz 12.2, an, so erhalten wir, dass f auf

dem Intervall (R™%, R) differenzierbar ist und

@).[ . 4r firallete (R R).

Da R > 0 beliebig ist, ist f auf (0, 00) differenzierbar. Dass der Grenzwert limy o f'(t)

nicht existiert, folgt sofort aus der geschlossenen Formel fiir f’ in Teil (b).

(b) Zunéchst bemerken wir, dass f(0) = 0. Um eine geschlossene Formel fiir f' zu
finden, substituieren wir v = coshx und erhalten unter Verwendung der Identitat

cosh? z —sinh?z = 1:

1
1= NUQ—V—

1
- g
‘/(l,oo) t2 -1 +u2 “

(Beachte, dass x — ﬁ stetig und daher Riemann-integrierbar ist; da wir in
+smn x

sinhz

(a) bereits die Existenz des Lesbegue-Integrals nachgewiesen haben, diirfen wir daher
nach Satz 13.2 wie mit Riemann-Integralen rechnen.) Wir betrachten nun zwei Félle

getrennt:

e ¢>1: Dann ist 2 — 1> 0 und somit

) 1 1
t) = 4
f() 2 (1700)14_( w )2 (%
V-1
V2 1 arct Y
t2 _ 1 [ arctan \/t2—_1 -

=——— | = -arctan
t2-1\2 V2 -
1
= arctan(\/t2 - 1) .

_

e t < 1: Dann ist C := V1 —t2? wohldefiniert und somit
W+ttt -1=u*-C? = (u+C)(u-c).

Fiihren wir eine Partialbruchzerlegung durch, so erhalten wir

11 1 11
-C2 20u+C 2Cu-C
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und somit

2 2
/ ;du=[ w-C du
(1e0) u2 +12 -1 (1,00)
1 kR 1 R 1
= — 1 -
2C’R1—I>Iolo(f1 u+Cdu ]1 u—Cdu)
1 . 1+C R+C
= — lim (ln( )+ln( ))
2C R—oo 1-C R-C
1 | (1+C)
“ac\1-C
1 1n(1+\/1—t?)
W1-2 \1-V1-¢2)

Aus dem ersten Teil unserer Uberlegungen folgt insbesondere

[100 f(t)dt = 0.

Wegen f(t) = f(1) +f1t f'(s)ds, t > 1, beweist das lim;_e f(t) = o0.

Aufgabe 13.8. Losung: Es sei (¢, )nen eine Abziahlung von Q. Da jede Funktion mit endlich
vielen Unstetigkeitsstellen Riemann-integrierbar ist, definiert u,(z) := 1yq, . 4.3() eine

Folge von Riemann-integrierbaren Funktionen. Andererseits ist

1o ZT}I—{I.}ou"

nicht Riemann-integrierbar (siehe Beispiel in der Einleitung von Kapitel 13).

Aufgabe 13.9. Losung: Da u eine messbare nicht-negative Funktion ist folgt aus Beppo Levi,

dass

)

./;0 - u(x) AM(dzx) = 8]16115 A*l,j] u(x) A(dx)

=lim | _]u(x))\(dx).

g=oo J[j71j

Nach Voraussetzung ist u|[j717j] Riemann-integrierbar und geméfl Satz 13.2 stimmen das
Riemann- und Lebesgue-Integral iiberein. Aus der uneigentlichen Riemann-Integrierbarkeit

sehen wir also, dass der Limit

lim u(x) A(dz) = lim (R) f] u(z) dr
J=oo J[j71 5] J—oo gt

existiert und somit folgt die Behauptung.
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Aufgabe 13.10. Losung: Da z + sin(2?) stetig ist, ist die Abbildung auf jedem beschrankten

Intervall Lebesgue-integrierbar. Mit Hilfe der Substitution y = 2% sehen wir

Vb b g
f (sin(a2)dz = [ 5@
va AT

fir alle 0 < a < b. Fir a := ay := km, b:=ak+1 = (k+ 1)r folgt aus dieser Identitidt auf

Grund der Periodizitdt von sin, dass die Folge

V(k+1)mw
[ |sin(z?)| dz
Vkr

monoton fallend in k ist und gegen 0 konvergiert. Da sin(z?) auf dem Intervall [ /ax, \/@x+1]
entweder positiv oder negativ ist (je nachdem ob k gerade oder ungerade ist) und die

Vorzeichen immer alternieren, erhalten wir aus dem Leibniz-Kriterium, dass die Reihe

(k+1)7r
> [ sin(z?) dx
k>0

konvergiert. Somit existiert das uneigentliche Riemann-Integral. Die Argumentation fiir

x > cos(z?) ist analog; alternativ kann man benutzen, dass sin(z?) = cos(z? - %).

Die Funktionen sind jedoch nicht Lebesgue-integrierbar: Aus sin(z?) = cos(z* - ) folgt,
dass die Integrale [ sin(2?) dr und Je0.00) cos(2?) dr entweder beide existieren oder
keins von beiden. Falls beide Integrale existieren wiirden, dann wiirde aus sin?(z?) +

cos?(2?) =1 und |sin|,|cos| < 1 auch folgen, dass

ld:rzf sin?(22) + cos?(z?)) dx

o . (S10°0%) 05 (2?))
< sin(z? d:r+[ cos(x?)|dz < 0.
o lsin@lde s [ feos(a?)

) )

Offensichtlich ist dies ein Widerspruch.

Aufgabe 13.11. Lésung:
Zunéchst erinnern wir uns an den Mittelwertsatz fiir Riemann-Integrale:

Es sei u > 0 Riemann-integrierbar auf [a,b] und f € C[a,b] eine stetige Funktion. Dann

existiert ein & € (a,b) mit

[Tuns@ya= @ [Tutya (-

Die Aussage kann man zum Beispiel so beweisen: Wegen u > 0 ist

b
tl&f]f(t).[a u(t) dtsf u(t) f(t)dt < sup f(t) u(t) dt.

te[a,b]

Da [a,b] 5t — f(t) nach Voraussetzung stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass

€ € (a,b) existiert, so dass (*) gilt.
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Es sei nun r < R und ohne Beschriankung der Allgemeinheit a < b. Dann

R CCE PRy (CO Wy o (CLP

X X

bR f(y) all f(y)
Rl e

:’/abRMdy—‘/abr%dy.

R Yy T

Aus dem Mittelwertsatz fiir Riemann-Integrale folgt somit, dass &, € (ar,br) und &g €

(aR,bR) existieren mit

B f(bx) - flaz) . R 1
JE T =) [y &) [ dy
- f(em)In " - f(&) .
Fiir r - 0 (bzw. R — o0) folgt, dass f(&.) - m (bzw. f(&r) — M); folglich,

/R f(bz) - f(az) , = R-co

r—0

b
(M -m)In—.
a




14 Die Raume L£? und L?

Aufgabe 14.1. Lésung:

(a) Wir betrachten zunéchst den Fall p < co: Fiir r > 1 gilt %+ % =1. Durch Anwenden
der Holderungleichung erhalten wir

1 1

1 1 1
lllg = Tl < Pl 1102 = fulgr n(E)

r—1

T

Q=

Wir setzen r := g > 1. Damit gilt %%

zl? und es folgt
11
lullg < llulp p(E)a%.
p =o0: Aus der Holder-Ungleichung folgt

1 1 1
lulg = Iull{ < (el oo L)@ = p(E) 1] oo

(b) Ist u € LP(u), dann folgt aus Teil (a), dass |ul, < oo fiir alle ¢ > p. Folglich ist
weLl(p).

Aufgabe 14.2. Losung: Wendet man die Holder-Ungleichung an, so sieht man leicht, dass

die gewiinschte Ungleichung gilt. Wir wollen hier stattdessen motivieren wie man auf

den Exponenten A\ kommt: Es sei A € (0,1) und «, 3 € [1,00] konjugierte Indizes (d.h.

é + % =1). Aus der Holder-Ungleichung folgt

[l = [l dp
1 1
< (f |u|7")\adlu)°‘ (/|u|r(1—A)B)B .

Ziehen wir auf beiden Seiten die r-te Wurzel, so erhalten wir

2L 1-2
A ra 1-X
HUH’I’ < (f |u|7"/\a du) (/ |u|7“(l—)\)5)

A -2
= Julraluliitas:

1
T3

Damit ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

p=ria g=r(1-X)pg.
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Unter Ausnutzung von p~' +¢ ' =1 und o' + 7! = 1 findet man die Losung

Die Relation £P(p) nL9(p) ¢ L7(w) folgt sofort aus der gezeigten Ungleichung.

Aufgabe 14.3. Losung: Wir zeigen die Behauptung per Induktion:

e Induktionsanfang (n = 2): Fiir n = 2 ist die Ungleichung gerade die Holder-Ungleichung,
vgl. Satz 14.3.

e Induktionsannahme: Die Ungleichung gelte fiir ein n > 2.

e Induktionsschritt (n — n + 1): Es seien uq,...,up+1 € M(A) und p; € (1,00) mit
Ylp;l = 1. Wir setzen

n
visluru| wi=lunal  pT= g g =

Aus der (gewohnlichen) Holder-Ungleichung folgt

f|u1"'un+1|d,u:f|v'w|du
1 1
<( [ rran)( [ 1wrdn)’
1
= ([t ) o

Fiir den ersten Term auf der rechten Seite benutzen wir die Induktionsvoraussetzung
mit Aj pJ (beachte, dass Y74 A; L=1):
f fur -l dp < s o+ Hunl® [ pan = Jua oy lun |75, -

Ziehen wir auf beiden Seiten die p-te Wurzel und setzen die Ungleichung in die

vorherige Abschitzung ein, so folgt die Behauptung.

Aufgabe 14.4. Losung:  Das Ma8 % ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Da (0,00) 3 = —
—log x konvex ist, folgt aus der Jensen-Ungleichung (Satz 14.15)

'k’g(f (E)) J ot 5
((E)f ) iy J ot

f log(u) dp < pu(E) log(

also

Wegen [ udp =1 folgt

)
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Wenn p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, dann gilt
[ log(u) dp < 0.

Aufgabe 14.5. Losung:

(a) Sind f,g € LP(u), dann sind f + ¢ und af immer in L£P(u); das folgt sofort aus
der Homogenitat des Integrals und der Minkowski-Ungleichung, vgl. Korollar 14.5.
Wie man aus Cauchy-Schwarz Ungleichung sehen kann, ist das Produkt fg wieder
in £P(u), falls f,g € £L?P(u). Allgemeiner gilt: Existieren konjugierte Indizes «, 3 €
[1,00] (d.-h. @™t +B71=1), 50 dass f € L% und g € L7, so ist fg € LP(u). Dies ist
eine direkte Folgerung aus der Holder-Ungleichung.

(b) Betrachte den MaBraum ((0,1),B((0,1)),A) und f(z):= g(z) := /3. Dann gilt
1 1
fo ]f(a:)\2dx:f0 m_2/3dx:3[x1/3]i:0:3<oo,

d.h. f,geL%(p). Andererseits ist f-g ¢ £2(p), denn

1

[N @@ o= [ do - tim -3 oo

r—> T=r

Das zeigt, dass £2(u) keine Funktionenalgebra ist. Setzt man f := f2 und § := ¢°

erhilt man ein entsprechendes Gegenbeispiel fiir £1(p).

(¢) Aus der Minkowski-Ungleichung folgt

1£lp = 1Cf =9) +glp <f = glp+ 9y
= £l = Ngllo <15 = glp-

Vertauscht man die Rollen von f und g, so ergibt sich

lgllp = 1f1p <lg=flp=1f = glp-

Damit folgt
11y = 9lp| = max{[[ £, = Iglp, lglp = 115} < 1.f = glp-

Aufgabe 14.6. L6sung:
(a) Wir betrachten die verschiedenen Fille getrennt:

(i) Jede Abbildung u : (Q,{2,Q}) - (R,{>,R}) ist messbar. Tatsdchlich: w ist
genau dann messbar, falls u™}(A) € {@,Q} fiir alle A € A = {@,R}. Wegen

u (o) =2 u ' (R) =9

sind diese Bedingungen fiir beliebige Abbildungen u erfiillt.
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(ii) Jede messbare Abbildung u: (2, {2,9Q}) - (R, B(R)) ist konstant. Tatsichlich:
Angenommen, u ist nicht konstant, d. h. es existieren wy,ws € Qund z,y € R, x #
y, so dass u(wy) =z, u(ws) = y. Dann ist w1 ({z}) ¢ {@,Q}, denn w; e u™*({z})
(also u™t({z}) # @) und wo ¢ u *({z}) (also u ' ({z}) # Q).

(iii) Jede messbare Abbildung u : (2,{2,Q}) - (R,P(R)) ist insbesondere auch
{2,Q}/B(R)-messbar. Aus (ii) wissen wir, dass solche Funktionen konstant sein

miissen. Andererseits sind konstante Abbildungen bzgl. beliebiger o-Algebren
messbar. Folglich ist jede {@, 2} /P(R)-messbare Abbildung konstant.

Wir bestimmen zunéchst die o(B)-messbaren Abbildungen. Behauptung: Jede
o(B)/B(R)-messbare Abbildung ist von der Form
u(w) =clp(w) +collpe(w),  weQ, (*)

fir ¢1,co € R. Tatsdchlich: Ist u von der Form (x), dann gilt

Q, c1,c9€A,

B, c1eA A,
ul(A) = L
BC, C1 ¢ A,CQ € A,

g, cl,c0¢A

fir alle A € B(R). Folglich ist u o(B)/B(R)-messbar. Andererseits: Es sei u eine
0(B)/B(R)-messbare Funktion. Wir wihlen beliebige wy € B, ws € B¢ und setzen
c1 = u(wy), ca = u(we). Angenommen, u ist nicht von der Form (*), dann existiert
w e Q mit u(w) ¢ {c1,ca}. Fiir A= {u(w)} gilt dann offenbar u™1(A) ¢ {@,9Q, B, B¢}.

Dies ist ein Widerspruch zur Messbarkeit von u.

Nach Definition gilt
LP(Q,0(B),un) = {u :(Q,0(B)) - (R, B(R)) messbar : f lulP dp < oo}.

Wir haben bereits gezeigt, dass die o(B)-messbaren Funktionen von der Form (x)

sind. Aus der Linearitdt des Integrals folgt

[ di= e (B + o (5.

Folglich ist u € LP(Q,0(B), 1) genau dann wenn
e ¢; =0 oder u(B) < oo
e ¢y =0 oder u(B°) < oo.

Insbesondere: Ist p ein endliches Maf, so ist jede Abbildung der Form (x) in
LP(Q,0(B), ).
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Aufgabe 14.7. Losung: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei « < 5. Wir betrachten die
Félle x € (0,1) und z € [1,00) getrennt. Ist x <1, dann
L P ! > L 11 Vo<l
z® " x4+ xf T g+ 2z

Das zeigt, dass x +~ (2% + 2°)™' € LP((0,1), dz) genau dann, wenn ap < 1.

Ist dagegen x > 1, dann

1 1 1 11

— > > =—— Va2l
2P Tz xP T 2Py aB 22P

Folglich ist = + (z® + 2%)™' € LP((1,0),dz) genau dann, wenn pS > 1. Kombinieren wir
beide Uberlegungen, so erhalten wir, dass z ~ (z® + 2°)~! € LP((0, 00), dz) genau dann,

wenn ap <1 und Bp > 1.

[ 1]
Aufgabe 14.8. Losung: Wir erinnern uns zunéchst an die folgende einfache Identitét:
= a3 = [ (= ) g (14.1)
= fuidu—Z[unumd,u+fu$ndu
~ Junl + fml3 =2 [ wntim dp (+)

”=": Angenommen, u, konvergiert in £2(1) gegen eine Funktion v € £?(x). Dann ist
(tn )nen insbesondere eine L?-Cauchy-Folge, d.h. limy, psoo [Un — tum[2 = 0. AuBerdem
folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung (vgl. Aufgabe 14.5(c)), dass

n—oo

[lunl2 = lul2] < Jun - w2 — 0,

also limy, oo [|un|l2 = |ul2. Folglich ist

2 M,n—>00

2 [t it 3+ a3 = i = 3 " 2]l
7<": Angenommen, der Grenzwert
c:= lim Up U, At
m,n—>00

existiert. Aus der Definition des Grenzwertes erhalten wir: Fir alle € > 0 existiert N =

N(e) €N, so dass
funumdu—c <e fur alle m,n> N.

Daraus folgt insbesondere

lim u%du:c:nlli_r)rio[uzndu.

n—-oo

Aus () sehen wir nun

lm ||, — um |3 = ml}LIEOO (||un”§ + || |3 - 2 f U U, d/J,) =+ -22=0.

m,n— oo
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Aufgabe 14.9. Loésung: Wir betrachten zunéchst den Fall |u] e < co. Setzen wir As = {u >
[t]oo =0}, 6 >0, so gilt u(As) >0 und

1
P 1
luy > (f, (el =0 die)” = (Ll = 8)ue(A5)
Folglich
1
liminf [ul, > liminf (([ufe - 0)1(A5)?) = Ju]eo 6.
p—>oo n—00
Da ¢ > 0 beliebig ist, zeigt das liminf, e |u[p > [|ulleo. Andererseits: Fiir p > ¢ gilt
f u(a)[” dp = f (@) P u(@)| dpp < e g
Ziehen wir auf beiden Seiten die p-te Wurzel, so erhalten wir
. . =1 4
tisup uly < i sup (Ful Julf ) = e
p—>00 p—>00
Das beendet den Beweis fiir den Fall |u] e~ < oo.

Fall |u| e = co: Die Ungleichung
limsup [lulp < fufe
p—>0o0

gilt trivialerweise. Die andere Ungleichung sieht man so: Wir definieren Ap := {u > R},
R >0. Dann gilt u(A,) >0 (sonst wére ||u~ < co!) und wie im ersten Teil des Beweises

gilt

1
D 1
full > ( f, Rdn)’ = RutAn)?.

Damit folgt liminf, . |u], > R und da R > 0 beliebig ist, zeigt dies bereits die Behaup-
tung:

liminf |u|, > 0o = |-
p—>o00

Aufgabe 14.10. Lésung: Wir machen zunéchst zwei Beobachtungen:

o Firr <s<qgilt ||ul, <|luls. Das folgt sofort aus der Jensen-Ungleichung, Satz 14.15,
und der Tatsache, dass V(z) := 2% ", x € R, eine konvexe Funktion ist (siehe auch

Aufgabe 14.1). Insbesondere ist |u[, < oo fiir alle r € (0, q).

e Es gilt
f log |u|dp < log |u], fir alle p e (0,q). (%)
Auch dies folgt aus der Jensen-Ungleichung angewendet auf die konvexe Funktion
V(x) :=-loga:
~tog ([ fuldu) < [ ~1og(ul)dye-p [ 1ogluldps
folglich,

1
log |ul, = }—jlog(/ |ulP d,u) > [log\u\ dp.
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Wegen () geniigt es zu zeigen, dass lim,_o |u|rr <exp([ In|u|du). (Beachte: Auf Grund
der Monotonie von |u, fiir p | 0 wissen wir, dass der Limes lim,_,q |lul|, existiert.) Dazu
bemerken wir, dass

P_1
a a>0. (%)

loga = inf
p>0 P
monoton wachsend ist. Benutze den

aP-1
p

(Hinweis: Zeige durch Differentiation, dass p — “pp_l

Satz von Bernoulli-Hopital, um zu zeigen, dass lim,_ =loga.) Damit erhalten wir

aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (mK)

m P—1
/log|u|du 23 inf/ Ldu
p>0 D

p —
, JluPdu-1
p

Julh =1 ()
=—2— > log|ul,

fir alle p > 0. Fur p - 0 erhalten wir die Behauptung.

L] ]
Aufgabe 14.11. Lo6sung: Es sei p € (0,1) und ¢ := p%l < 0 der konjugierte Index. Fiir
§:= % € (1,00) ist der konjugierte Index ¢ gegeben durch
1
=S o2 b (100
s-1 1-1 1-p
p
Aus der ,,gewohnliche“ Holder-Ungleichung folgt
1
[ P di= [ (ulhwly = du
[w]?
1
<( [t au)” ([ ol an)
p 1-p
= ([ ot} ( [ fp’o D au)
Ziehen wir auf beiden Seite die p-te Wurzel, so erhalten wir
N (1-p)/p
([ 1ran)” < ( [ aliwldn) ( [ 1wl an)
_1
= ([|uw|d,u) ([|w|qdu) "
Folglich,
luvlps > ] Lo |v] La- (*)

Die ,,inverse“ Minkowski-Ungleichung ergibt sich aus der ,,inversen“ Holder-Ungleichung

genau wie die Minkowski-Ungleichung aus der Hélder-Ungleichung:

/(u+v)pdu:f(u+v)(u+v)p_1du
:/u(u+v)p_1d,u+fv(u+v)p_1du
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(

Wegen ¢ = }% und (p - 1)q = p zeigt das

-1 -1
f(U+v)”du> Jullzelu+ ol + vlze fu+ol7,

Indem wir beide Seiten durch |u + vHﬁ;l dividieren, folgt die Behauptung.

*
) . .
> Jull gl (u+ o) o + [0l o (u + 0)P | o
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15 Produktmale

Aufgabe 15.1. Lésung: Offenbar ist Ax N e A® B c A® B in der Produkt-o-Algebra
enthalten. Damit folgt direkt aus der Definition des Produktmafles auf A x B, dass

(11®)(Ax N) = p(A)(N) = 0.

Aufgabe 15.2. Lésung: Nach Voraussetzung existiert eine Menge A € P(E)\A und eine nicht-
leere Nullmenge N € B. Aus Aufgabe 15.1 folgt p®@ v(E x N) =0. Wegen Ax N c Ex N
ist A x N also Teilmenge einer p ® v-Nullmenge. Andererseits ist nach Theorem 15.5
Ax N ¢A®B: Wire Ax N € A x B, dann wire auch die Abbildung

(B,A) 520 Laxn(z,y) 'S 1a(z) € (R, B(R))

messbar. Dies ist aber nur moglich falls A € A.

Aufgabe 15.3. Lésung:
(a) ,,<=“ Da B, x{n} € B[0,00) ® P(N) ist dies offensichtlich.
”’=": Fiir n € N definiere
By, :={x €[0,00);(x,n) € B}.
Wegen
(x,n) e B x€B,

folgt bereits die Behauptung.

(b) Aus Lemma 15.3 wissen wir, dass Mengen der Form BxN, B € B[0,00), N € P(N), ein
Erzeuger der Produkt-o-Algebra sind. Da aber fiir jedes Mafl = auf B[0, 00) ® P(N)

T(BxN)= ¥ w(Bx{n})

neN
gilt, erhalten wir aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafle deshalb sofort, dass jedes Maf}
auf B[0, 0) ® P(N) eindeutig durch die Werte 7(B x {n}) bestimmt wird.

Zur Existenz: Definiere

V(N)i= ¥ 6,(M),  NeP(N).
neN

107



R.L. Schilling: Maj$ & Integral

Wir wissen bereits, dass v ein o-endliches Maf auf (N, P(N)) definiert. Weiterhin

m(BxN):= Y w(Bx{n})

neN

o t"
= Z fBe t—',u(dt)
neN

:f (—/B *tt',u(dt)) dv(n)
ffBN —(u@y)(dt dn),

d.h. das definierte 7 hat die gewiinschten Eigenschaften. (Hier haben wir im letzten
Schritt den Satz von Tonelli, Satz 16.1, verwendet; alternativ kann man sich auch

elementar iiberlegen, dass es sich hierbei um ein Mafl handelt.)

Aufgabe 15.4. Lo6sung:

(a) Da p ein o-endliches Maf ist, existiert eine Folge (Gy)neny € B(R) mit pu(Gy) < oo
und G, 1 R. Fiir jedes n € N ist die Menge

Bp = {r e Gun((e) > 1)

endlich. Das sehen wir so: Angenommen, es gébe (mindestens) abzéhlbar viele
(zj)jen € By, o # x; fir i # j. Aus der Disjunktheit der Mengen wiirde dann folgen,

dass

1(Gn) > M(Z{fva’}) = > n({zj}) = oo.

jeN jeN
Offenbar ist dies ein Widerspruch zu u(Gy,) < oo.

Folglich ist die Menge

- e e Guip({a)) >0h = U {oe Gusplan) > £}

keN
abzahlbar. Somit ist

D= B"
neN
als abzahlbare Vereinigung von abzahlbaren Mengen ebenfalls abzahlbar.

(b) Fiir die Diagonale 1A (7,y) = 1 (7)1r(y) erhalten wir aus der Identitét in Satz 15.5:

pev(@)= [ ([ 1@ ) vy
= [ Do) vidy)
= % u(whvu).

yeD
(Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass D abzéahlbar ist.)
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16 Der Satz von Fubini—Tonelli

Aufgabe 16.1. Losung: Nach dem Satz von Fubini, Satz 16.2, geniigt zu zeigen, dass

e Wsinzsiny| A(dz)\(dy) < co.
o Jom! yl A(dz)A(dy)

Offenbar gilt
e e 1

vy

-/(\Ooo

)

e sin(a)| A(d) < f(o Y M) =

und Slﬁ e £1((0,1]), d.h. wir haben eine integrierbare Majorante fiir y < 1 gefunden.

Wir brauchen noch eine entsprechende Majorante fiir y > 1. Wenden wir zweimal partielle

Integration an, so erhalten wir

(k+1)m ey el (k+1)m o=y
/ e Wsinx dx = sinz (k+l)m _ / cosz dx
k k

s -y km ™ -y
efxy (k+1)71' (k‘+1)7’l’ e Yy
= —5 cosz, _[k —( 1)sinzx dz.
Das ist dquivalent zu
y2 +1 /-(k+1)w T gin e d e~ (k+1)my (_1)k+1 B e~ kmy (_1)k _ (_1)k (e—(k+1)7ry . e—k:ﬂ'y)_
2 —a2 ) 2

Yy km Yy Yy Yy

Folglich

(k+1)7
fk e Wsing dr = (-1)F—— (e_(k+1)7ry +e k),

T 2-‘1—1

Daraus erhalten wir nun die gewiinschte integrierbare Majorante fiir y > 1:

/(0 e Y| sin(x)|dx = kz%) f %y(sinaj)(—l)k dx
i 1) ( 1)k ( —(k+1)7ry+€—k:7ry)
Z( —ﬂy)k

Z(e‘”) € £1((1,00))

y+1

yl

S Y2+ 17
Wir haben damit gezeigt, dass

siny

f le™ sinz siny| A(dz)A(dy) < f AMdy) +
(0,00) (0,00) (0,1] (1,00)

() 3 ()
k=0

< 00.
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Aufgabe 16.2. Losung: Aus

dyz?+1y? (22 +y2)?

d y 1,‘2 _y2
(*)

folgt
T

22— y? 1 1
7 _dyd :f L aret T
/(0,1) ‘[(011) (22 +y2)2 yax 1) 22 + 1 x = arctanm|, 1

Entsprechend erhalten wir (entweder mit einer analogen Rechnung oder durch die Sym-

T
de=-2,
f01)f01)(x2 2)2 dy dx 4

Somit kann das Doppelintegral nicht existieren, denn dann miissten die beiden berechneten

metrie des Integrals)

Integrale den gleichen Wert haben (Satz von Fubini, Satz 16.2). Dass das Doppelintegral

nicht existiert, kann man auch direkt zeigen:

-yt
dyd f f dyd
f01)f01) yax > (x2+y2)2 yar

(:La " y2)2

Aufgabe 16.3. Losung: Da der Integrand eine ungerade Funktion ist, gilt fiir alle y # O:

Ty
7 dr=0.
/(—1,1) (22 +2)2

Die Menge {0} ist eine Lebesgue-Nullmenge und daher erhalten wir

/ Lf (x2+ 7y M) [ Mdw) =0 / lf m)\(dx)])\(dy)
(1D

-1,1) (-1,1) L-1,1)

Wir miissen noch zeigen, dass das Doppelintegral nicht existiert. Dazu fithren wir die

Substitution z = {|y| durch:

f xy /'1/|y| i > f it
-1 [ (22 + y2)2 “ (€2+1)2 "7 Jyl (52 +1)?
=
Beachte, dass C € (0, 00). Folglich,
f f Y Nagzdy>C 2 dy=oo
(-1,1) J(-1,1) [ (22? + y2)? ” (-1,1) |y

Gemaéfl dem Satz von Tonelli existiert daher das Doppelintegral nicht.

Aufgabe 16.4. Losung: Wir schreiben generisch f(z,y) fir die Integranden.
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(a) Wir haben

|z - 3|
f f(, y)dy‘ﬁ

und diese Funktion ist in « nicht iiber (0,1) integrierbar. Fiir 0 < y < % gilt

1 -y 1, 4 1 1, 5
/0 f(x,y)dx—fo (3:—5) dx+£+y(x—§) dx = 0.

Fiir das Intervall % <y < 1 hat dieses Integrall ebenfalls den Wert Null. Mithin

1 1
[ ([ feyds)dy=o.
0 0
Schliefllich gilt

1 1 1
[ lr@wldy=le=32 = [* ["If@y)ldvdy = oo,

(b) Es gilt
1 x+y v=l
rr war- [ [t
(:L’2+y2)3/2 0 |z (22+y2)1/2 40
/‘1[ x+1 ]d
= — |dx
0 |VaZii-1

[1 c+Vr2+1 :|x=1
= n——
1+Va2+1-

=In?2.

Aus (Anti-)Symmetriegriinden gilt aber

f f ($2+y2)3/2 drdy=-1In2.
Weiterhin:

bl

dy dx [ [ (x2+y2)3/2dydx
H1 z-y v
:[0 c@rgr]
Y y=0
1
-(v2-1) [ dr
0

= 0.

(:Dz N y2)3/2

(¢) Da es sich um eine positive Funktion handelt, sind nach dem Satz von Tonelli alle

drei Integrale gleich. Zunachst sei p # 1. Dann

folfol(l—xy)_pdydy=Z%fol((l—ﬂ?)l_p—l) d;x-

Dieses Integral ist genau dann endlich, wenn p < 2. Fiir p = 1 ergibt sich

1,1 1 dx
/ / (1—:Uy)_pdydy=—f In(1-2) — < co.
o Jo 0 T
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Aufgabe 16.5. Lésung:

(a) Esgilt [-n,n] 1 R fiir n > oo und A([-n,n]) = 2n < co. Also ist A ein o-endliches Maf.
Wahlen wir eine Abzahlung (g;)jen von Q, so gilt fir A, = {q1,...,q,} U (RN Q),
dass A, 1 R und (g(A,) =n < co. Das zeigt, dass (g o-endlich ist.

Wir wollen nun zeigen, dass (g nicht o-endlich ist: Angenommen (g wére o-endlich.
Dann wiirde es eine Mengenfolge A, t R, n € N, geben, mit (g(A,) < co. Da (g
per Definition das Zahlmaf ist, ist A, fiir jedes n € N abzdhlbar. Also wire R
die abzéhlbare Vereinigung von endlichen Mengen und somit abzaéhlbar. Dies ist

offensichtlich ein Widerspruch.

(b) Die rationalen Zahlen Q sind eine A-Nullmenge, also ist fiir festes y auch é@ eine

A-Nullmenge und somit gilt:

./(0 H L1g(x-y) A(dx) =0 fiir alle y € R.

Daraus folgt offensichtlich
1g(z-y)dA(z)d =0.
Jons ooy Lol 1) dA(z) déz (1)
(c) Sei xze€(0,1). Die Menge (%@) N (0,1) enthdlt unendlich viele Werte, also gilt

/(-0,1) Lo(z-y) Cr(dy) = oo fiir alle .

Folglich hat auch das Doppelintegral den Wert oo.

(d) Sei x € (0,1)\Q. Dann ist y-z ¢ Q fiir alle y € Q, also
_[(0 N L1g(z-y) Co(dy) =0 fiir alle z € (0,1)\Q.

Andererseits: Ist 2 € Qn(0,1), so ist y-x € Q fiir alle y € Q und somit

f(o  Lo(e9) Coldy) = oo fiir alle 2 € (0,1) Q.

Da Q eine A-Nullmenge ist, erhalten wir daraus

[(0’1) [(071) To(z-y) Coldy)A(dz) = f(o

(e) Die Ergebnisse in (c),(d) widersprichen nicht dem Satz von Fubini und Tonelli, da

N Lg(x) - oo dA(z) =0.

)

diese die o-Endlichkeit der MaBle voraussetzen (vgl. Teilaufgabe (a)).

Aufgabe 16.6. Lésung:
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(a) Da der Integrand nicht-negativ ist, konnen wir den Satz von Tonelli anwenden und

diirfen daher das Integral als iteriertes Integral ausrechnen:

_/ dx dy
 Jl0,00)2 (1 +y) (1 +a2y)

1 1
=/ ([ d:c)dy
[0,00) 1 +7y \J[0,00) 1 + 22y

~ / 1 arctan(zy/y)|™
[0,00) 1+ \/g

x=0

2[ 1+y\/_

(Hier haben wir verwendet, dass der Integrand stetig ist und wird deshalb auf
kompakten Intervallen mit Riemann-Integralen rechnen diirfen. Beachte dazu, dass
f[o,oo) “++ = SUPpeN f[Om) ... geméB dem Satz von der monotonen Konvergenz.) Sub-

stituieren wir nun u = ,/y, so erhalten wir

1 © a2
== 5 du = marctan(u) -
2 J[0,00) 1 +u weo 2
(b) Wir fithren in (a) eine Partialbruchzerlegung durch:
11 1 1 21
l+yl+22y 1-221+y 1-221+22y
Damit
1 21
f a dy | dx
Uoo) 1- :E21+y 1-221+a%y
2 2
z© In(l+2z°R)
f (Rm[ sIn(1+ R) -~ H ]) d
:f (hmln( L+ 1 ))dl‘
(0,00) 1 — x2 R-oo  \1+22R
= In(z"%)d
Jow o
= 2f In(z) dz.
[0,00) 2 = 1
Aus (a) folgt also fOoo) w5 dr=5= %2.

(c) Mit Hilfe der geometrischen Reihe sehen wir, dass

— Y@ - T Jal<,

n20 n>0

und

11 1 1 e i
5 = — :—QZ(mQ) :2x2(+1), |z| > 1.

_ 29 _ -2
-1 z¢1-=x % 5350 >0

Folglich ist

|
/(0 ne =-> [ 2 Inxdr + > [ 272 D g da. (%)

7°°) $2 n>0 n=0
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(Dass wir Summation und Integration vertauschen diirfen folgt direkt aus dem Satz

von der dominierten Konvergenz.) Mittels partieller Integration ergibt sich

2n+1 1

1
f e ngde = = Inz - 2 dx
(0,1) 2n+1 w0 2n+1J(01)
~ 1
~ (2n+1)2
und, auf analoge Weise,
-2(n+1)+1 o0
f e D pdp= 2~ Ing ot 2724 gy
(1,00) -2(n+1)+1 ee1 2(n+1)+1 J(1,00)
1 1

T (2(n+1)+1)2 (2n+1)2
Setzen wir diese Ergebnisse in (%) ein, so erhalten wir aus (b) die Behauptung.

Aufgabe 16.7. Losung:

e (a) = (b): Ist f u3 ®ue-vernachléssigbar, so folgt aus dem Satz von Tonelli, Satz 16.1,

dass
0=/, (sz |f(331,932)|duz(952)) dpa (z1).

Aus Satz 10.2 erhalten wir nun

1 (/;32 [f (- o) |dpa(22) # 0) 0.

Das bedeutet gerade, dass f(x1,-) fir pi-fast alle 21 po-vernachléssigbar ist.
e (b) = (a): Es sei
N = {xl e B [ 17wl dria(a2) ¢o}.
2

Nach Voraussetzung gilt p1(N) = 0. Folglich,

Jo (L st due = [ ([, #nm)ldnen) dut:)
+fEl\N( 5 |f($17$2)|du2($2)) dpi(z1).

Das erste Integral auf der rechten Seite hat geméaf Satz 10.2 den Wert 0. Das zweite
Integral ist ebenfalls 0, das folgt sofort aus der Definition von N. Aus dem Satz von

Tonelli erhalten Wir daher
’ X ,.’,172 d,LL ® ,“jg ,L2) = O
‘/;1 XE2 | ( ! )| ! (:Ul v )

e (a) © (c): Nutze entweder Symmetrie oder eine analoge Argumentation wie in ,,(a)
= (b) (4‘
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Aufgabe 16.8. Losung:  Wir verwenden den Variablenwechsel y; = (x;/a;)P". Damit ergibt

sich folgender Integralausdruck

- f! g P e dy, L dy,,
pl p?’l i= 1yL <1 yLZO n

Um den Integralausdruck zu berechnen, kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit

p; = 1 annehmen. Wir gehen rekursiv vor und setzen fiir 1 <m <n und A >0

am—1
I(N): [ Jg st Yyt ey dyn . Y.
Offensichtlich gilt I,,,(A) = A*****m [ (1). Mithin (hier geht die Formel fiir die Eulersche

Beta-Funktion ein)
1
(1 :f f -l ponlgy  d
n( ) yn=0 Z?;ll Yi<l=yn, ¥:20 Yy Yn L Yn
1
= [ ey

= dn- l(l)f Yn _1(1_yn)al+m+an_l dy,
Flap)T(ag + - +ap-1+1)

=1
! Mo+ +a,+1)
Aus
n@= [ty =
1 ~ Jo Yy Y1 = o
folgt somit
L(1) = 1 T(an)-T'(az)l(a1+1) _ T'(ap) - T(a2)l(aq)
" a; Tlag+-+a,+1) T(ag+ - +a,+1)°

Aufgabe 16.9. Lésung:

(a) Die Richtung ,,f messbar == I'y messbar“ hatten wir bereits im Beweis von Satz
16.7.

Alternative: Definiere F': E x [0,00) - R durch F(x,t) := f(x) —t. Da die Abbil-
dungen (¢,2) = f(x) und (¢,x) » —t messbar sind, ist F als Differenz von messbaren
Funktionen messbar (bzgl. A ® B(R)). Aus der Definition von F' sieht man sofort,
dass T'y = F71([0,00)). Aus der Messbarkeit von F folgt somit 'y = F~1([0,00)) €
A ® B(R).

Umgekehrt sei nun I'y messbar. Der ,,z-Schnitt® bzw. ,,t-Schnitt* einer Menge ist

(Ff)x ={t: (z,1) eFf} bzw. (Ff)t ={x : (z,1) eFf}

und nach dem Satz von Fubini sind die Schnitte in B[0, o) bzw. A enthalten. Somit

folgt mit dem Hinweis, dass

{f>)\}x{t>0}=Lnj{(x,)\+t/n)€Ff} = {f>>\}=LnJ(Ff),\+t/n€A'
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Alternative: Es sei A > 0. Es gilt

(2N ={ecE: f(@)> A} = {ee B : (f(2),\) eTg) = (T,

mit der oben eingefiihrten Notation fiir den t-Schnitt. Wie bereits im ersten Losungsweg
bemerkt wurde, folgt aus dem Satz von Tonelli, dass (I'f)y € A. Alsoist {f > A} e A
fir alle A > 0. Wegen f > 0 zeigt das bereits die Messbarkeit von f.

Bemerkung: Wenn p das eindimensionale Lebesgue-Maf ist, dann kénnten wir auch
so argumentieren: Mit Fubini sehen wir, dass x +~ (I'y), messbar ist. Andererseits
ist

p((Tp)e) = f ().

Setze I := {(z,t) : 0<t < f(x)}. Dann gilt Gy =T'y \I'}. Nun gilt aber (vgl. den

Beweis von Satz 16.7:

f fdu=pe(Ty)
und da A'{t} = 0 fiir jedes ¢ > 0 gilt auch

f fdp=peX(Th).

Mithin ist dann fiir integrierbare Funktionen f p®\'(Gy) = u® A\ (T'f) —,u®)\1(F}) =
0. Wenn f nicht integrierbar ist, betrachte man fi, == (f Ak)1a, wo Ap T E, u(Ax) <

oo und man mache sich klar, dass U, G, = G.

Alternative (mit Satz von Tonelli): Mit einer analogen Argumentation wie in Teil
(a) sieht man, dass Iy := {(z,?) : 0 <t < f(z)} messbar ist und damit ist Gy = T'y~I"
messbar. Wegen (z,t) € Gy < t=f(z) und A'({f(2)}) = 0 gilt

f[om) Lo, (z,t) X' (dt) = fm’m) Ly (DA (dE) = N ({f(2)}) =0

fiir alle x € E. Mit dem Satz von Tonelli folgt nun
(neN)(@p)= [, [ Ao, ()X (@) p(dr) =0,

Aufgabe 16.10. Losung: Ist p = 1, so ergibt sich die Behauptung sofort aus dem Satz von

Tonelli, also geniigt es p > 1 zu betrachten. Wir folgen dem Hinweis und setzen

Up(x) := (/;]u(a;,y)\y(dy)/\k) 14, (2), rveE keN,

fiir eine Folge (Ag)geny € A mit Ax 1 F und p(Ag) < co. Ohne Beschrankung der All-
gemeinheit gelte Uy (z) > 0 auf einer Menge mit positiven (u-)Mafl (anderenfalls ist der
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Ausdruck auf der linken Seite der Ungleichung gleich 0 und die Behauptung ist trivialer-
weise erfiillt). Fiir den konjugierten Index ¢q = p%l erhalten wir aus dem Satz von Tonelli
und der Holder-Ungleichung (Satz 14.3):

[ut@n) < [ v @ [ jutenivd)) )
- [ [ Ur @l y)ludd) v(dy)

< L[ v@mtan) fE|u<x,y)|pu<dx>)”p] s (dy).

Teilen wir beide Seiten durch ([ UF (z) ,u(dx))lfl/p, ergibt sich

(fE U,f(fv)u(dw))l/p < fF(/EIU(x,y)Ipu(dx))l/p v(dy).

Fiir £ - oo folgt mit dem Satz von Beppo Levi die Behauptung.
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17 ¢Unendliche Produkte

Aufgabe 17.1. Losung: Fiir k,n € Ny sei d, := k27", Behauptung:
B([0,1]) = o({[dk, dfs1] - kyn e Noy U {{d}}; k,n e No}) = B. (*)

Tatsdchlich: Die Borel-o-Algebra B([0,1]) wird von den abgeschlossenen Mengen erzeugt
(vgl. Satz 2.7) und da sowohl [d},d},,] als auch {d}}, k,n € Noy, abgeschlossen sind,
gilt ,,2“ Andererseits: Es sei U c [0, 1] offene Menge. Fiir jedes x € U existiert dann

€ >0, so dass Bc(z)n[0,1] c U. Da die dyadischen Zahlen dicht sind, kénnen wir dann n

hinreichend groB und k geeignet wéhlen, so dass x € [d}},d},,] c U. Somit ist
U= U [dydgale®

k,neNo
[d},dy ]cU

Da es sich bei der Menge auf der rechten Seite in (%) um einen schnittstabilen Erzeuger
handelt, geniigt es gemafl dem Maf-Eindeutigkeitssatz, Satz 4.5, zu zeigen, dass die beiden
Mafle auf diesem iibereinstimmen. Wir bemerken, dass wir fir jedes feste k,n € Ny eine

Darstellung der Form
n .
k=2 ui2”
7=0
finden kénnen wobei y; € {0,1} von k,n abhangen.

e A={d"}: Nach Definition gilt

FHA) = {1} x - x {yn} x {0} x {0} x--- = Q\IAJ‘
fur

Aj={y1} x - x {yn} x{0} x -+ x {0} x{0,1} x ...
7 mal

Aus der Stetigkeit des Mafles folgt somit

11
Po f'(A) = lim Po f'(4;) = lim —-= 1.-=0.
j—>o0 j—>o0 2 2
—
n + j mal

Das zeigt A\1(4) =0=Po f71(A).

o A=[d},d}, ]: Esist

FHA) = {ynd < {yn} x {0,1} x {0, 1} x ...,
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also

Al

n
k>

n
k+1

D-
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18 Bildintegrale und Faltung

Aufgabe 18.1. Lésung:

(a) Nach dem Satz von Weierstral sind stetige Funktionen iiber kompakten Mengen
beschrankt. Da u einen kompakten Trager K := suppu besitzt, ist daher ||u|c :=
SUp erd [u(x)| < 0o. (Beachte, dass u(z) = 0 fiir alle x ¢ suppu.) Aus der Kompaktheit
von K folgt, dass ein R > 0 existiert mit K ¢ Br(0). Damit

[ u@)lde = [ u(@)] da < o X(K) < Jul oo A (Br(0)) = Juleo B < o0,

Jule

(b) Um [ u(Az) dz zu berechnen, wenden wir zunéchst den Transformationssatz, Korol-
lar 18.2, mit T'(z) := Az an:

[ wa)Adz) = [ uy) A dy).
Aus Satz 3.7c) folgt nun
[ a2y xn) = [ uly) AN y) F des A [ uly) Mdy).

Diese Identitéat konnen wir benutzen, um [ u(nz) dz zu bestimmen. Dazu beobachte
man, dass u(nz) = u(Az) fiir A = nE; wobei Ey die Einheitsmatrix im R? bezeichne.

Wegen det A = n folgt damit sofort
1
f u(nz) A(dzx) = i f u(y) dA(y).

Aufgabe 18.2. Losung: Aus der Definition der Faltung (Definition 18.5) und dem Satz von
Tonelli folgt

0y % 6,(B) = ff L5 (u +v) 6, (du) 8, (dv)

:f(f ]lB(u+v)5x(du)) 5, (dv)
:f]lB(x+v)6y(dv)
=1p(x +y) = 0psy(B)

fur alle B € B(R™). Das zeigt 0, * 0y = 0z+y. Analog erhélt man

o u(B) = [[ Ln(u+v) 8u(du) p(dv)
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:/(/13(u+v)6z(du)) p(dv)

= [ 1a(a+ o) p(dv)
= [ 1a(ra() u(av)

wobei 7_; : R" - R", v » v+x die Translation um x bezeichnet. Der Transformationssatz,

Korollar 18.2, zeigt

60 1(B) = [ 1p(0)7-0(1)(do) = 70 (1) (B).

[ 1]
Aufgabe 18.3. Losung: Es seien x,y € R. Dann
L0171z =) 110,11(Y) = Lo -1 (=) 110,17 (y)
= L p-1,21 (W) j0,11(v)
0, z <(0oderz > 2,
= ]1[0,1](2/)7 T e [07 1]7 (*)

]1[:):—1,1]7 Z € [172]

Folglich

(L0,17 * Lo,17) () = fR Lpo1)(z —y)Lo,1(y) dy
0, x <0oderzx > 2,

fox dy = x, x €[0,1],
fxl_l dy=2-z, wzell,2],

2oy (2) + (2 - 2) L[ 9)().

Die Linearitat und Kommutativitdat der Faltung impliziert nun

(1[0,1] * ]1[0,1] * 11[0,1])(36) = (]1[0,1] * (11[0,1] * ]1[0,1]))(95)

= f Tioa1(x = y) (oY) + (2 - y) 1 2(y)) dy
[ oG- »ipn@dy+ [ C-»)on -9t dy
~ (2) + Io(a).

Wir berechnen die beiden Integralausdriicke getrennt. Fiir das erste Integral folgt aus (*):

0, x> 0oderzx > 2,
Il(l’): fomy:§7 I’E[O,l],

[laydy=30-(1-2)?), zell1,2].
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x? 1 9
=5 (@) + 51 -1 -2))1p 2 (2).

Fiir den zweiten Integralausdruck fithren wir eine dhnliche Rechnung wie in (*) durch:

0, x < loderx > 3,
Loz =)L 2)(¥) = Loy (L2 () = {1 (y), @ e[1,2],
1[2:—1,2](?4)7 T e [273]

Damit erhalten wir

0, x < loderz > 3,
I(z) = flw(2—y)dy=2(x—l)—%(w2—1), x€e[l1,2],
[y dy=23-2) - 5(1-(1-2)*), we[2.3]

_ (2@ “1)- %(ﬁ - 1)) Ty (2) + (2(1 i) - %(4 —(1- x)2)) Lo (2).

Schliefilich

22 3
(Tro,17 * Lpo,17 * Lpoa) () = 31[0,1](90) + (—952 +3z - 5) 1y 0y () +

(26-2) - 504- =) 1 o).

Aufgabe 18.4. Losung: Man beachte, dass diese Aussage dquivalent zu

(suppu +suppw)“ c (supp(u * w))*

ist. Sei also z¢ € (suppu +suppw)®. Da die Menge offen ist, existiert ein r > 0 mit

B, (z9) c (suppu +suppw)®. Waihle x € B,(zg) beliebig. Fiir alle y € suppw gilt dann

x — vy ¢ suppu. Insbesondere ist
u(z—y)-w(y) =0 fiir alle y € suppw.
Andererseits gilt (nach Definition des Trégers)
u(z—y)-w(y)=0 fiir alle y ¢ suppw.

Damit folgt, dass u(z — y)w(y) = 0 fir alle y € R". Aus der Definition der Faltung ist
nun sofort ersichtlich, dass (u * w)(z) = 0. Da dies fiir beliebiege = € B,(x¢) gilt, folgt

7 ¢ supp(u * ),

Aufgabe 18.5. Lésung:
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(a)

Da wu,w messbar sind, ist auch (z,y) = u(ry™')w(y) messbar. Aus dem Satz
von Tonelli, Satz 16.1, folgt daher die MeBbarkeit von = — u ® w(z). Um die
Kommutativitat zu zeigen, wenden wir den Transformationssatz, Satz 20.4, mit

z:=®(y) =2y ! an:

uew(z) = [(07w)u<my-1>w<y>d—j

Um die verbleibende Aussage zu beweisen, wenden wir zunéchst den Satz von Tonelli,
Satz 16.1, an:

o ueu@utn = [ ([ u(xy1>w<y>dy—y) &
oo (o ™ 2 uy) d—yy (+)

Fiir festes y € (0,00) definieren wir 6, := y~'z. Aus Satz 3.7 wissen wir, dass das
BildmaB 6,(\)(dz) des Lebesgue-Mafles A unter 6, durch yA(dz) gegeben ist (vgl.
auch Aufgabe 4.9). Aus Korollar 18.2 erhalten wir

dxr dzx
-1, 4T _ 1 -1
f(oyw)U(wy )x Y /(O’W)U(wy )ch_1

RO (++)

(Alternativ kann man wieder mit dem Transformationssatz, Satz 20.4, argumen-

tieren.) Setzen wir dieses Ergebnis in (%) ein, so folgt

dz dy
u®w(x da:z/ (/ uz—)w —
/mm) @A) = J ey ooy “H 7 )2
= ud wdp.
/(0700) H (0,00) H

Wir betrachten zunichst den Fall p = oo: Aus |u(zy™")| < [ufpe(,,) fiir p-fast alle
y € (0, 00) folgt

wew@) < [ futzy™yu)lutdy) < luls [ ol ady) = fule= ol

Das zeigt |u ® wl|pe < ||ul|pe|w| 1. Es sei nun p € [1,00). Wir bemerken, dass
1
v(dy) = T——lw(y)| n(dy)
Jwl s

ein Wahrscheinlichkeitsmaf} definiert. Aus der Jensenschen Ungleichung (angewendet

mit V(x) = 2P) erhalten wir daher

wew@p<( [ ey iw)n@)
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p
ol (., el
<lwlls [, luCay™)P v(dy)

=l [ ey P o() a(dy).

Aus dem Satz von Tonelli, Satz 16.1, folgt somit

Jmew@pdp@ <l [ ([ e ae) pd)

=l [ (o P ) o))

Genau wie in (x*) ergibt sich

D u(d d:eff -1 pd_””:f pdz
f(o,oo)w(xy W) < [ ey T P S

def D
= [ O ().

Setzen wir dieses Ergebnis in die vorherige Ungleichungskette ein, dann erhalten wir

S wew@pana) <l [ ([ P pd) ) udy)

(07

~Jwlt [ luPdp [ foldn

= Jwl g1 ul7,-
Ziehen der p-ten Wurzel auf beiden Seiten gibt

[u®w]rr < fwlp|ul]Le-

Aufgabe 18.6. Losung: Die Messbarkeit von u * w folgt wie im Beweis von Satz 18.7. Nach

Voraussetzung gilt

1 1 1

—+—-=1+-

p q r
1 1 1 1 1
PG G
T D r q T

SN—— |
=1-¢~1€[0,1) =1-p~1l€[0,1)

Wir schreiben

u(z —y)w(y)| = (lu(z - )P/ w9 (julz - y)| 727 (Jwy) |97

und wenden die verallgemeinerte Holder-Ungleichung (siehe Problem 14.3) mit den Expo-

nenten aus (*) an:

juxw(@)| < [ ula - y)wy)ldy
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1
T

SI=

([ -]} ([ e (f o)

Bilden wir auf beiden Seiten die r-te Potenz, so folgt auf Grund der Translationsinvarianz

des Lebesgue-Mafles
lux w(@)[" <{ [ [u(@=-y)Plo@) dy | [ul,™|w]g™
P q
= [ul” s fwl* (@) [ul, ™ [w]g ™. (**)
Nun konnen wir beide Seiten (iiber x) integrieren und Satz 18.7 anwenden:
Juxwl; [ fusw(@)" do

G =B 7= P q

<l wlg f [ul? * [wl? () da

=l lewllg™ Mul” * wl? ]y

T 7Pl 7= g 12 |

< ullpy P lwlg  lulplwlg

= llullplwlg:

Aufgabe 18.7. Losung:

126

(a) ¢ € C*: Da ¢ rotationsinvariant ist, geniligt es zu zeigen, dass

00 = exp () ()

2
,
beliebig oft differenzierbar ist. Der Beweis ist Standard und daher geben wir nur

eine Beweisskizze.

Fiir r # 1 ist dies Differenzierbarkeit von v offensichtlich, wir beschranken uns daher
auf die Diskussion fiir 7 = +1. Nach Definition ist ¢(£1) = 0 = ¢ /% = ¢~ und somit

ist ¢ stetig in r = +1. Die Differenzierbarkeit zeigt man per Indukion: Es gilt

, 27 1
V) = g e () T ().

Ist ¥*) von der Form ¢®) (1) = fk(r)erTl—l]l(_Ll)(r), so gilt

/ 1 2 L
¢(k+1)(r) _ fk;(r) exp (72__1) ]1(_171) (r) + fr(r) 1 _7;«2 exp (7“2 1 ) 1(_1,1)(7“).

Ist also f eine gebrochen rationale Funktion deren Wachstum fiir ¢ - +1 nicht so
stark ist wie der Abfall von eﬁ fir t - +1, so gilt dies auch fiir fr,;. Per Induktion
erhalten wir somit, dass 1 beliebig oft differenzierbar in r + 1 ist und *)(£1) = 0
fiir alle k e N.

Die Eigenschaften supp¢ = B1(0) und ¢ > 0 sind klar aus der Definition. Damit
[ ¢d\" =1 gilt, miissen wir

1

-1

- —— )4
g [91<0)6Xp(|x|2-1) “

wahlen.
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(b) ¢ € C* folgt sofort aus der Kettenregel. Aus

>l |z|>e

sehen wir supp ¢ = B(0). Wir miissen noch zeigen, dass ||¢¢[1 = 1. Dazu bemerken

wir zunéchst, dass

T Mgz fir M :=
€
0 et
Offenbar gilt det M = ¢™™. Aus Satz 3.7 erhalten wir daher

L Jofe)- s foonas
2 [ () (Ma")(dy)
¥ [ oy

= f¢(y)dy: L.

(c) Wir zeigen allgemeiner, dass

SUPp U * W C SUPP U + SUPP W (*)

sofern die Faltung w * w Sinn ergibt und entweder supp u oder supp w kompakt ist.

Es sei g ¢ suppu + suppw. Da suppu + suppw abgeschlossen ist, existiert € > 0 mit
B(xp) c suppu+suppw. Dann gilt = -y ¢ supp u fiir alle y € suppw, = € B¢(xo) und
daher

u(z—y)w(y) =0 fir alle y € suppw.

Da w(y) = 0 fiir alle y ¢ suppw, gilt die letzte Gleichheit trivialerweise auch fiir
y ¢ suppw. Folglich ist

f u(z —y)w(y)dy =0 fiir alle z € Bc(xp).
Wir haben damit gezeigt, dass xg ¢ supp u * w; also
(suppu +suppw)© c (suppu * w)°.

Bemerkung: Beachte, dass die Summe A + B zweier abgeschlossener Mengen A und
B im Allgemeinen nicht abgeschlossen ist. Ist A jedoch zusatzlich kompakt, so ist
A + B abgeschlossen. Daher nehmen wir hier an, dass entweder suppu oder supp w

kompakt ist; vgl. auch Aufgabe 18.4.

(d) Es folgt direkt aus Satz 18.7, dass

[ e * ulp < lgellr - lulp = ulp- (x*)
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Weiterhin impliziert ¢, € C2°(R™) offensichtlich 0%¢, € C2° fiir alle a € Njj. Insbeson-
dere ist u * (0%¢.) wohldefiniert. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten

wir im Folgenden den Fall € = 1.

Es sei € R" mit |z| < R fiir R > 0. Wegen
y ¢ Br(0) = y¢Bi(z) = ¢(x-y)=0

gilt

dru@) = [ p(o-y)uly)dy.

BR+1 (0)
Weiterhin ist

107 (6 (2 ~ y)u(y)| =107 (x ~llu(y)] < 1036 ]wclu(y)] € £ (Brs1(0))-

(Beachte: £'(Br;1(0)) ist ein endlicher MaBraum. Aus u € LP(Bg;1(0)) c LP(R™)
folgt daher u € £L1(Bg;1(0)), vgl. Aufgabe 14.1.) Folglich diirfen wir das Differen-

zierbarkeitslemma, Satz 12.2, anwenden und erhalten

02(6+u)(@) =02 [ o(a-y)uly)dy
- [ 926 -yuly)dy
- (920) * u(@),

Das zeigt, dass ¢ * u beliebig oft in = differenzierbar ist. Da R > 0 beliebig ist, folgt
die Behauptung.

Da [ ¢.(y)dy =1 folgt aus der Minkowski-Ungleichung fiir Integrale, Aufgabe 16.10,

p 1/p
||u_w¢€||p=( / ‘ J (@) =t =)o) dy d”f)

< [ 1uC) = u= )l éc(y) dy

{ [+ }uuc)—u(-—y)me(y)dy.
lyl<h  [y[>h

Aus der Stetigkeit der Abbildung y ~ ||u(:) —u(-—y)|p, vel. Satz 18.9, dass fiir jedes
0 >0 ein h=h(d) >0 existiert, so dass

Ju() =u(-=y)lp <5 fiir alle [y| < h.

Benutzen wir diese Abschitzung im ersten Term und die Dreiecksungleichung (in L?)

und die Translationsinvarianz fiir den zweiten Term, dann ergibt sich

lu-usdcp< [ ooydy+ [ 2ulyocy)dy

lyl<h ly|>h

<5[¢6(y)dy+2||qu f be(y) dy

lyl>h
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<o+2ul, [ ocy)dy.

ly|>h

Lassen wir nun erst ¢ - 0 (beachte, dass supp ¢, = B¢(0)!) und dann 6 — 0, so

erhalten wir

5>
limsup |u—u * ¢cllp <6 220 0.

€E—>
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19 Der Satz von Radon—Nikodym

Aufgabe 19.1. Lésung:

(a)

=: Ist v ein endliches Maf, so gilt per Definition

E) - f dpt < co.
v(E)= | fdp<oeo
Da f >0 zeigt dies f e L1(p).

<: Wiederum folgt wegen f > 0, dass

v(E) = [ Fdu=|flcr <o

=: Da p und v o-endliche Mafle sind, existieren Folgen (Ay)gen € A, (Bg)keny € A
mit Ap t E und p(Ag) < oo sowie B t E und v(By) < oo. Setzen wir Cf := A N By,
so gilt immernoch Cj, 1 oo und pu(Cy) < oo, v(Cy) < co. Wegen

p({f =o0}) = lim u({f = 00} 0 C)

geniigt es zu zeigen, dass u({f = oo} N Cx) = 0. Dazu bemerken wir, dass aus der

Markov-Ungleichung folgt, dass

1 1
p(F> By < 3 [ fdu= u(Oy).

Aus v(Cy) < oo folgt daher

0<p({f =00} nCh) = lim p({f > R} nCy) S}%iir;o(%u(ck)) ~0.

Alternativiosung: Wir wahlen (Ck)gen € A wie oben und kg hinreichend grof3, so dass

1(Cr,) > 0. Angenommen, pu({f =o0})>0. Aus

{f=o00}=U{f =00} nCp2{f =00} nCy,

keN
folgt dann
v(Cgy) 2 f dp = oo.
(Cro) Ckom{f:m}f W
Dies ist offensichtlich ein Widerspruch zur Annahme, dass v(Cy) < oo fiir alle k € N.
<: Da p ein o-endliches Maf ist, existiert (Ag)genA mit Ax 1 F und p(Ag) < oo.
Setze Cf := A n{0< f <k}. Dann gilt Ay 1 E wegen f >0 und

C) - d gkf dyi = k(A .
v(Ck) anioeany T ISE f, dn 1(Ag) < 00
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Aufgabe 19.2. Lésung:

(a) Es sei AeA eine (p+ v)-Nullmenge, d.h. (u+v)(A) =0. Dann folgt wegen

132

0=+u)(A) =v(A)+pu(A) > v(A),

dass A auch eine v-Nullmenge ist. Folglich gilt v «< v + u. Koénnen wir zeigen,
dass (u + v) ein o-endliches Maf ist, so folgt aus dem Satz von Radon-Nikodym,
Korollar19.4, dass f = dv/d(v + p) existiert:

v=[f(u+v)=fu+fr ()

Dass (u + v) o-endlich ist, sieht man so: Nach Voraussetzung existieren Folgen
(Ap)nen, (Bp)neny € A mit A, t E, B, 1 E und p(A,) < oo, v(B,) < co. Setzen
wir nun C), := A, n B, € A, dann gilt C,, 1 E und

(p+v)(CR) = u(Cp) +v(Cp) < p(Ay) +v(By) < co.

Somit ist (p+ v) ein o-endliches Maf auf (E,A).

Aus Korollar 19.4 wissen wir, dass f > 0. Um zu zeigen, dass f <1 gilt, bemerken

wir, dass

v({fe1ee)= [ fdwe

{f>1+€}
>(L+ear({f21+e})+ (1 +e)u({f>1+¢})
(2 1+0)

fiir alle € > 0. Folglich muss iiberall ,,=“ gelten und damit folgt insbesondere

pu{f>21+e})=0=v({f>1+€}).

Das impliziert
(> 1) = (U 2101/ ) € S 101)) =0

und (analog) v({f > 1}) = 0. Das bedeutet, dass {f > 1} eine (u + v)-Nullmenge ist,

und daher konnen wir annehmen, dass 0 < f <1. Aus (x) erhalten wir dann

(1-fv=fpu (**)
Fiir N:={f =1} ¢ A gilt
(**)f
N) = du = du = 1-f)dv=0.
p(N) oy {le}fu {le}( f)
Andererseits ist
def

VN = ({0 < f < 1) T o< f<1n{f=1})=0.
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Das zeigt v* 1. Weiterhin folgt aus ()

° (%) /
A= (A 1) = [ dv \2 [ —d
g ( ) V( ﬂ{f< }) An{f<1} g An{f<1y 1= f a
fiir alle Ae A, d.h. v° < pund dv°/dp = f/(1 - f)L{pay-
(d) Es sei v = 0° + " eine weitere Zerlegung. Es seien N, N € A mit 7+ (N¢) = v(N¢) =0
und p(N) = w(N) = 0. Fiir M := NUN € A gilt dann (M) = 0 und 7+ (M°) =
v (M€) = 0 wegen (M€ > N¢ und M®> N°¢). Somit ist

vH(A) = (AnM)+ v (AnM) =v(AnM)-v°(AnM) =v(AnM)-°(An M)

= DH(An M)+ 7 (An M®) = i (A)
| —
0

fiir alle A € A. Analog folgt v°(A) =v(An M) =0°(A) fiir AeA.

Aufgabe 19.3. Lésung:
(a) Offensichtlich, da sich die o-Additivitdt durch Linearitét von p und v auf p vererbt.
(b) Verwende dominierte Konvergenz, um die o-Additivitat zu zeigen.

(¢) |p|(@) = 0 ist offensichtlich. Es sei (A,,), c A eine Folge disjunkter Mengen und € > 0.
Dann gilt auf Grund der Definition von |p| (0. E. kénnen wir |p|(A,,) < co annehmen,

da sonst alles klar ist)

Vno 3(A))ic A, L;JAZ = An, 22: p(AL)] > [pl(An) —e27™"
und da UJ; ,, Al = A gilt auch

ol (A) > ; ; Ip(A7)] > ; (Il(An) —€27) > ; ol(An) €.

Mit € — 0 ergibt sich dann

A1(4) > 240
Nun sei (Bg)r ¢ A eine weitere Zerlegung (), B, = A. Dann gilt
Vk [J(AnnByg) = A,
und somit

Ylo(Bi)l =3,
% k

Wir gehen nun zum Infimum iiber die Zerlegungen (By )y iiber und finden daher

PI(A) <D 1pl(An);

Zp(An n Bk)

< ; S 1p(Ann By) = ; Ip(An 0 Bi) <Y [pl(An).

damit ist die o-Additivitat gezeigt.
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(d) Wir nehmen nun |p|(A) = co an und zeigen
ACcA, CeA:|p(C) 21 und [p|[(ANC)=oco.

Nun ist |p(A)| < co und auf Grund der Definition von |p| gibt es eine Folge (4;); c A
disjunkter Teilmengen von A mit

> (Al > 2(1 +[p(A)]).

i=1
O.B.d.A. sei 7" p(A;) >0 (der andere Fall geht analog) und wir setzen B = U{A4; :
1<ig<n, p(4;)20}. Damit gilt dann

n

1
o(B)| >3, Slo(A)[> 1 +[p(A)] > 1;
i=1

lp(A~ B)| 2 [p(B)| = [p(A)| > 1+ |p(A)| - |p(A)] = 1.

Andererseits gilt ja |p|(A) = |p|(B) + |p|(A \ B), d.h. mindestens einer der beiden
Awusdriicke auf der r.S. ist unendlich. Damit konnen wir C entweder als B oder als

A\ B wahlen.

(e) Wir wéahlen in der vorangehenden Teilaufgabe A = F und finden C; mit |p(C1)| >
1 und [p|(E \ C1) = co. Erneute Anwendung mit A = E \ Cy liefert ein Cy mit
|p(C2)| 2 1 usw. Nach Konstruktion sind die (C,), disjunkt. Nun ist aber, wegen
der o-Additivitat

Rsp (U Cn) = an(An)
d.h. die Reihe auf der r.S. muss konvergieren — das kann sie aber nicht, da die

Reihenglieder nicht nach Null konvergieren. Somit muss |p|(E) < oo sein.

(f) Die Mengenfunktionen p* sind wegen |p(A)| < |p|(A) (betrachte die triviale Uberdeckung
(A,2,...) von A!) offensichtlich positiv und o-additiv. Ausserdem gilt |p|(@) =

p(2) =0.
(g) Wegen |p(A)| < |p|(A) gilt p < |p| und ebenso p* « p. Nach dem Satz von Radon-
Nikodym gibt es also Dichten h; so dass p* = h.|p|. Weiter ist

P> 1= [ ol > lpl{he > 1)
{hs>1}
was nur moglich ist, wenn {h, > 1} eine Nullmenge ist. Damit ist h, < 1 fast sicher.

Nun sei Eyy = {hs <7} mit r <1. Dann

pH(Er) = [ hudlpl <ripl(Er)

was nicht moglich ist, es sei denn E,.. ist eine Nullmenge.

Somit gibt es Mengen E* = {h, = 1} die, nach Abdnderung auf einer Nullmenge,

disjunkt sind und E = E* v E~. Insbesondere haben wir
p*(A) = |p(E* n )] = |pl(E* 0 A).

Daraus folgt sogleich p*1p~.
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(h) Es sei p = p1 —p2 = p* — p~ eine weitere Zerlegung in positive Mafie. Dann gilt, da

pP<p1

p (A)=p(AnE") <p1(AnE") < pi(4)

und p~ geht analog.

Wir zeigen hier nur, dass p A o das grofite Mafl ist, das kleiner als p und o ist; die
anderen Behauptung beweist man analog. Wéhlen wir B = A bzw. B = @, so folgt
pAo(A) <min{p(A),0(A)}, d.h. esgilt pro <pund pAro <o. Wir zeigen als

néchstes, dass p A o ein Maf definiert.

(M) Offensichtlich gilt p A A(@) = 0.

(Ms) Es sei (Aj)jen ¢ A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Weiterhin seien

Bj € A, B;j c Aj beliebig. Dann gilt B = ey Bj ¢ Ujen 4j =t A und aus der
Definition von p A o sowie der o-Additivitéit von p und o erhalten wir daher

p/\o-(UAj)gp(UBj)-i-O'(UAj\ UBJ)

jeN jeN jeN jeN

jeN jeN
= >, p(Bj)+ ), a(A;~ By)

jeN jeN

= > (p(Bj) +o(Aj~ Bj)).
jeN

=p(U Bj)+U(U(Aj\Bj))

Fir jedes € > 0 konnen wir B; = Bf so wéhlen, dass
<O (pao(4))+ eQ‘j)
jeN

=Y pro(A4))+e
jeN

Es folgt mit € - 0

pAU(U Aj)< > pAT(4;).

jeN jeN
Die andere Ungleichung zeigt man analog: Ist B c A, dann ist Bj:= An A; € A,
Bj c A;. Folglich,
pro(Aj) < p(Bj)+o(A;\ Bj)

und indem wir iiber alle 5 € N summieren, zeigt eine dhnliche Rechnung wie eben,

dass

%MU(AJ‘) <p(B)+o(AN B).

Nehmen wir nun wieder das Infimum iiber alle zuldssigen Mengen B € A, so folgt

pPAC (L’JjeN Aj) 2 YjenpAo(Ay).
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Ist v ein weiteres Maf}, das von p und ¢ dominiert wird, so ist
v(A)=v(B)+v(ANB)<p(B)+d(A\B)

fiir alle B c A, B € A. Bilden wir auf der rechten Seite das Infimum tiiber B, dann

ergibt sich v < pAo.

Es sei A € A. Wilen wir in der Definition von |p| die Uberdeckung A; = A, Ay = A°,
Az =---=¢@, dann

= v[(E) > [u(A) = v(A)] +|pn(A%) - v(A%)]

= [p(A) —v(A)|+[(1 - p(A)) - (1 -v(4))]
= 2[u(A) -v(A)l.

Damit gilt 2sup{u(A)-v(A); Aec A} <|u-v|(E). Um ,,>“ zu zeigen, sei (Ap )ney € A

eine beliebige paarweise disjunkte Uberdeckung von E. Wir setzen
I:= {n€N§M(An)2V(An)} J=N~T
sowie A :=Uper Ap € A und B := Upeg AS € A. Dann

> u(An) —v(An) = 7 (1(An) - v(An)) + 30 V(A7) - (A7)

neN nel neJ

= (u(A) -v(A)) + (v(B) - u(B))
< 2sup{u(C) -v(C);C e A}.

Das beweist die erste Identitdat. Um die zweite Gleichheit zu zeigen, rufen wir uns

zunéchst die Lebesgue-Zerlegung von v in Erinnerung (vgl. Aufgabe 19.2):
v=v°"+vt, V° < pu,

und es existiert N € A mit v*(N) =1, u(N) = 0. Wir bezeichnen mit f := Cﬁl—”o die
m
Radon-Nikdodym-Dichte. Es gilt dann

L= dp= [ (=) du= 1= f)dp = p(A) - v(A
Ja-pran= [ Qs [ =D dus p(A)-v(4)
fir A:={f <1} nN¢eA. Folglich ist

sup{u(4) = v(A); Ac A} > [ (1-f) dp.
Andererseits: Wegen v*(A) > 0 folgt sofort

(A) = V() = i(A) = v (4) = V4 (4) < p(A) = v°(4) = [ (1= F)d
< [a=prau< [a-prap
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(k) Essei f € Co(R?) mit | f]oo < 1. Dann ist f gleichmiBig stetig, d. h. fiir € > 0 existiert
4 >0, so dass
If(z) - f(y)| <e firalle |z -y|<4.

Wir iiberdecken R? mit disjunkten Wiirfeln (Qj)jen mit Diagonalen der Lange 6 und

setzen

g(x) = Zf(xj)]le(m)7 xERdv

jeN
wobel z; € Q; beliebig ist. Wegen |[(f - g)dp| < [|f - g|d|p| (das folgt sofort aus
(f)) und || f|e <1 erhalten wir

dep < f(f—g)dp + fgdp‘
% [Q A7 -gldil+ ZN F(2)p(Q))

<€

<elpl(E) + ) 1p(Qy)]
jeN
<epl(E) +[p(E)].

Beachte, dass |p|(E) < oo (siehe Teil (e)); da € > 0 beliebig ist, zeigt das also
sup { [ fdpif € Co®?, 11 < 1} < lol(E).

Nun sei (Ap)neny € A eine beliebige paarweise disjunkte Uberdeckung von E. Fiir

9= 2 nensgn(p(A4,))1 4, gilt dann

[ loldiol= ¥ 1o1(An) = 16(E) < o0,

neN

d.h. g e L'(]p]). GemiB Satz 23.7 existiert daher f € C.(RY) mit | f =9l <€

Damit ist
[ -ndp

< [lo-fidiol < e

und somit

Slonl= [ gdo= [(o=Ddp+ [ fdp<er [ rap

Da e > 0 ist, folgt die Behauptung.
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20 ¢Der allgemeine Transformationssatz

Aufgabe 20.1. Losung:

(a) Fir z,y € (0,1) gilt

L > (ay)™,

1 —TY 20

(geometrische Reihe). Aus dem Satz von Beppo Levi folgt daher

1 1
d = f nd = _ TL'
[[0,1] 1-ay o ,;) (0,1)(xy) v Z n+ 1y

n20

Unter Anwendung des Satzes von Tonelli und Beppo Levi erhalten wir

1
1= o) d(,y) = / / dxd
/[0,1]2( my)" d(@.9) (0,11 J[01] 1 —zy S

1
= " d
./(0,1)(2n+1y ) Y

nz0
1 n
CSn+l on? Y
B 1
nz1 n?
(b) Wir fithren zunéchst die Transformation
u-v u+v
€Tr = =
i

durch; das entspricht gerade der Drehung des Integrationsgebietes um 45 Grad. Das

neue Integrationsgebiet ist somit ein Quadrat ) mit Eckpunkten

oo (8) oo ()

Gemafl dem Transformationssatz, Satz 20.4, ist also

1 2
d(x,y) = f —— d(u,v).
/[;],1]2 1-xzy () Q2—-u?+0v2 (u,v)

Auf Grund der Symmetrie des Integranden gilt
2
L= [,
Q2—-u?+0v2 (w,v)

2
:2f —C_d(u).
Qn{v=0} 2 — u2 + v? (u,v)
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Wir splitten das Integral nun auf (Bild malen!)

1/V2 V2 2-u
I:4f f“Lduwf f _ W
0 0 2-u?+0v? 1/v2 Jo 2 —u? + 02

:Il +_[2.

Wir berechnen die Integrale I1 und I» getrennt. Aus

| 1 T
A mdt = aarctana (*)
folgt zunéchst
1/V2 1 U

arctan

0 V2 - u? V2-u2
Setzen wir u = v/2sin 0, dann ist du = V2cosf =2 -u2df und

I =

(**)

U U V2sin 6 4

= = anf
V2-u?  /2(1-sin6?) 2cosb

wegen cos? @ = 1 —sin?. Fiihren wir in (x*) die Transformation durch, so erhalten

jus 2
11=4f69d9=2(f) .
0 6

In analoger Weise berechnen wir I5: Aus (*) und der Definition von Iy folgt

V2 _
12:4f arctan( V2 u) du .
1/V2 V2-u?) V2 -u2

wir

Fiir u := /2 cos(26) gilt
du = -2v/25sin(260) df = —2v/2/1 - cos2(260) df = -23/1/1 - u2/2d6 = -2V/2 — 2

und

V2-u _ V2(1 - cos(26))
V2-u2  \/2-2cos?(20)

| T-cos(20)
~ \ 1+cos(26)
B [ 2sin? 0
~V 2cos26

=tand.

Aus dem Transformationssatz ergibt sich nun
jus 2
12=8f69d9:4(f) .
0 6

2 2
1:11+12:6(%) -z

Schlieflich,
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Aufgabe 20.2. Losung:

(a) Fithren wir in
I'(z) = fom et dt
die Substitution u? =t durch, so erhalten wir
I'(x)=2 [OOO e 2L gy,
Aus dem Satz von Tonelli, Satz 16.1, ergibt sich somit

['(z)['(y) =4 (fooo e g2 du) (/Ooo eV y2ul dv)

=4 ](0 oy emutv%y 201, 2y-1 d(u,v).

(b) Offensichtlich ist die Behauptung dquivalent zu B(x,y)T'(z +y) = I'(x)T'(y). Wir

fithren in (a) Polarkoordinaten ein:
) 2m
I'(2)T(y) = 4 f ) f¢ 0e**r?w*?y*l(cosqs)?f*l(siw)?y*ldqsdr
0o /2
:4( / 6—7"2r2x+2y—1dr)( qu X (cos¢)2f—1(sin¢)2y—1d¢). (%)

=0

Mit s := 72 folgt leicht, dass
o0 2 _ 1 oo _ _ 1
/ I A R [ f e s gs = 2T (z + ).
r=0 2 Js=0 2

Im zweiten Integral in (*) substituieren wir ¢ = cos? ¢ und benutzen sin® ¢+cos? ¢ = 1:
/2 1 1 1
f¢> (cos $) ! (sin @)™~ do = f (1= 0P dt = DB (ay).
=0 0

Aufgabe 20.3. Losung: Wir fithren Polarkoordinaten ein,

z\ [rcosg
Y rsin ¢ ’
und wenden den Transformationssatz an:
1 27
L2+y2<1 2"y d(z,y) = fr=0 [¢=0 ™ (cos )" (sin @)™ dep drr
1 27 oo m
= m/d)zo (COS¢) (sm¢) d¢

Um das verbleibende Integral zu berechnen, splitten wir das Integral auf ...

[Qﬂ(cosgb)”(singb)m do = fﬂ (cos¢)"(sin¢)md¢+[2ﬂ(cos¢)”(singb)m do
$=0 $=0 b=m

=: Il +IQ
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und berechnen zunéchst I;. Dazu substituieren wir u = cos ¢ und erhalten unter Verwen-

dung der Identitét sin? ¢ + cos? ¢ = 1
I = [11 u"\/l——vﬂmi1 du
= [f unmm_l du + [01 unmm_l du
Y- /01 V"1 -2 dv + /01 u"\/mm_1 du
=(1+(-1D)") [01 folun\/l——lﬁm_1 du.
Substituieren wir nun r := u?, sehen wir, dass

I = (1 + (_1)77,) [lr(n—l)/2(1 _ T)(m—l)/Q dr
2 0

(1+(-)™) P(FHT (")
2 Iw(n+7;1+2)

Im letzten Schritt haben wir die Eulersche Formel verwendet, vgl. Aufgabe 20.2. In

analoger Weise lésst sich I berechnen:
I =(-1)™ [11 NT= 2 du
:((_1)m+(—1)m+“)f01u”m’”‘ldu
(O ™) g et

2
(D™ + ()™ DT
2 F(n+r2n+2)
Folglich,
nm _ 1 1D D) () POET()
j;2+y2<1$ y"d(z,y) = n+m+1 2 F(MT"”Q)
(1]
Aufgabe 20.4. Losung: Da z+— f(|z|)sin(x) eine ungerade Funktion ist, gilt
[ s ede = [ plal)cos(ae)do+o [ f(lal)sin(ag) da
= [ £(lal) cos(w) da.
Aus cos(z) = cos(—x) folgt somit
JfGahestar= [ fal)eos(ae)dr s [ f()cos(re) da
= J o T cos(ae)das [ f(lal)cos(at) de
=2 /;0700) f(x) cos(x[¢]) da.
(1]
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Aufgabe 20.5. Lésung:

(a) Die Abbildung ® : R 5 x — (x, f(x)) ist bijektiv; die Umkehrabbildung ist durch
®1:R? 5 (x, f(x)) = x gegeben. Offensichtlich ist ® differenzierbar und D¢(z) =
(1, f'(x)). Folglich, |D®(z)|* =1+ f'(x).

(b) Da |D®(z)| =+/1+ f'(x)? gemiB (a) nicht-negativ und messbar ist, definiert p(dz) =
D®(x)|dx ein Mal. Nach Satz 6.6 ist 0 = ® als Bildmafl von p unter ® ein Maf
L
auf Gy.

(c) Das ist gerade die Aussage von Korollar 18.2.

(d) Die Einheitsnormale n(z) ist per Definition orthogonal zum Gradienten D¢(z) und
In(z)| = 1. Die Orthogonalitat folgt aus

1 -f'(x) 1
n(z) - D®(z) = ———— . =
) ) \/1+f’(3?)2( 1 ) (f'(iv))
Aus
Y @)
d(x,r) = L+ f/()?
1) T

erhalten wir

I C))
D(z r)—(1 "oz i) f@)sr 696\/1+f'(oc)2)
A I (C))
V1 ()? V1 f/(2)?

Wir benutzen nun die Kurzschreibweise f, f/, f” fiir f(z), f'(z), f”(x). Dann

o f’(l‘) _f \/1+f’2 f/ f/l—f;:a
N e O e

ﬁ 1 _ 1 flfl/
N R Ve

Folglich ergibt sich die Determinante det ®(z,r) als

L A o

1+ [f 2 b 1+[f]2
"
f ( o YUTE )
L+ [f']2 L+[f']?
O T s <:vis N i 11

T+ [J]2 1+[f]2 " 1+[f ]2 1+[f]?
L+ 77 f”

L+[f2 1+[f'P?
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Ist € [¢,d], so kann auf Grund der Stetigkeit von f, f’, f" ein € > 0 gewéhlt werden,
so dass
det ®(z,7) >0 fiir alle || <, x € [c,d].

Das zeigt, dass ® ein lokaler C''-Diffeomorphismus ist (vgl. Satz 20.3).

(e) Offenbar gilt ®1(C) x (-r,7) € B(R)®B(R). Da ® ein lokaler C*-Diffeomorphismus
ist, also insbesondere ®~' messbar, folgt daraus die Behauptung.

(f) Es sei z € (¢,d) und € > 0 wie in (d). Aus der konkreten Darstellung in (d) ist
ersichtlich, dass die Abbildung [—¢, €] 3 7 — det D®(x,r) stetig ist. Da [—¢, €] eine
kompakte Menge ist, ist sie sogar gleichméafig stetig. Damit folgt

% f( et D )N (ds) - det Db a. 0)‘
_ QLT[(_T7T)(detD<i>(x,s) _ det D (,0))A (ds)
< Qir f() | det D®(x, 5) — det DD (z, 0)|\! (ds)
< sup |detD<i>(1:,s)—detD<i>(x,0)|2lr(2r)T—_)O>O.

se(=r,r)

(g) Aus der Definition von C(r) und dem Transformationssatz, Satz 20.4, folgt
1 2 _ 1 2
L tem @) N(de,dy) = o [ Lo (cpun (@)X (d,dy)

2r
1 -
/R2 Lo-1(Cyx(=rp) (u,v)| det DO (u,v)] N (du, dv).

T or
Wenden wir den Satz von Tonelli, Satz 16.1, an, so erhalten wir
1

1 -
5 o Lot (@) N (de,dy) = [R Lp_l(c)(u)(Z f( _T,T)|detDc1>(u,v)|A(dv)) A(du).

20| det D (u,0)|
Da ®~!(C) eine beschriinkte Menge ist, kénnen wir den Satz von der dominierten

Konvergenz anwenden und es folgt die Behauptung.

h) Die Menge C(r) ist ein ,,Schlauch“ um den Graphen G¢; der Radius des ,,Schlauches
!
ist r. In (g) haben wir gesehen, dass die gewichtete Fliche %)\2(0(7“)) gegen

[ 1det DB, 0) M) = [ T+ W) Adw)

“HO)

konvergiert.

Aufgabe 20.6. Lésung:

(a) |det Dp(x)| ist nicht-negativ und messbar und daher definiert |det D®|A? gemiB
Lemma 9.8 ein MaB. p = ®(|det D®|A?) ist somit das BildmaB von |det D®| A unter
®, vgl. Definition 6.7. Aus Korollar 18.2 folgt nun

[Mudu:f]lM(x)<I>(|detD¢)|)\d)(dx):f]lqﬂ(M)(:r)(uo@)(x)|detD<I>(m)|d/\d(x).
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(b) Die Formel folgt sofort aus (a) mit @ := 6,.

(c¢) Die Identitat

ud\" = f f u(rz)r™" ™ o (dz) A(dr
/ Y GO CORYC
folgt aus Korollar 20.13. Wegen (b) gilt zudem

S o w@ @ r@n = [ [t o) A,
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21 ¢MaBbestimmende Familien

Aufgabe 21.1. Losung: Per Definition gilt
1
On(x) =0 <= ¢(nz) =0 < |nz|21 < |z|> —,
n

also supp ¢, = By /n(()). Weiterhin folgt aus dem Transformationssatz (oder, alternativ,
aus Satz 3.7):

[ ont@rde=2 [ oty e 2% [ oty =1

nd

Aufgabe 21.2. Lésung:

(a) Zunéchst bemerken wir, dass es geniigt zu zeigen, dass die Polynome dicht in C[-1,1]
sind. (Tatséchlich: Funktionen aus C[0, 1] kénnen mittels der affinen Transformation
a+t(b—a), t € [0,1], fir beliebige a < b nach C[a, b] abgebildet werden und vica versa.)
Es sei u € C[-1,1] fest gewdhlt. Wir definieren eine Folge (py,)neny von Polynomen
durch

1 (22 "

mit ¢, = f_44(:62/16 - 1)"dx. Da u e C[-1,1] kénnen wir & ¢ C(R) finden, so
dass @(xz) = 0 fir x| > 2 und @(x) = u(z) fir z € [-1,1]. Weiterhin setzen wir

ﬁn(x) = Pn($)]l[_4,4](a:). Fur

un(@) = ixpn(@) = [ale-y)pa()dy,  weR,

gilt dann
up(x) = f u(x—y)pn(y)dy fir alle z € [-2,2],
denn
|z| <2 = a(x—y) =0 fur alle |y| > 2.
Wegen

un(@) = [a@pa(e-y)dy,  we(-2.2]
ist un|[_272] offensichtlich ein Polynom. Wir wollen nun zeigen, dass u, — 4 gleich-
méBig (wegen @|[_1 1] = u folgt dann die Behauptung). Aus p, > 0 und [ pndz =1
folgt

un(2) = ()| =| [ (@l =) - 5@)a(0) dy
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fir alle R > 0. Wir schitzen I; und I einzeln ab. Da a(z) = 0 fir |z| > 2 ist @

gleichméafig stetig ist und somit gilt

h(< s fifr-y) i) J AL

- L
R

=

ye —§7§

< sup u(z-y) - a(z)
ve[-%%

R—oo
e —

gleichméfig in x. Weiterhin ergibt sich aus der Beschranktheit von u, dass
I < 2|t o /
o) <2l [

Wegen p,(y) | 0 fiir alle y # 0 erhalten wir aus dem Satz von der monotonen Kon-

. Pn(y) dy.
[-%%]
vergenz, dass Is 2720 gleichméflig in x. Damit folgt die Behauptung.

Es sei u € C.[0,00). Da u einen kompakten Trager hat, gilt u(z) = 0 fiir « hinreichend

grofl. Insbesondere ist damit uo(—log)(x) = 0 fiir = hinreichend klein. Damit definiert

uO(—log)(x), $€(071:|
0, z =0,
eine stetige Funktion auf [0,1]. Nach Teil (a) existiert daher eine Folge (p)neny von

Polynomen, so dass p, — uo (-log) gleichméafig.

-nt

Fiir p(z) := 2" gilt offensichtlich p(e™) = ™™ = ¢,(¢) und somit nach Voraussetzung

[ peyuat) = [eyudn = [etyvia = [peudn. ()
Aus der Linearitat des Integrals folgt sofort, dass die Gleichheit fiir beliebige Poly-
nome p gilt. Es sei nun u € C.[0,00) und (pp)neny wie in (b). Da p,, gleichméaBig

gegen u o (—log) konvergiert, diirfen wir Integration & Grenzwert vertauschen und

erhalten
[uduz/(uo(—log))(e_t)dﬂ(t)
= lim [ pa(e™)dpu(t)
i [ vt
- /(uo(—log))(e_t)dl/(t)

= fudy.




22 ¢Die Fouriertransformation

Aufgabe 22.1. Lésung:
(a) Nach Definition gilt

—

1 -1
IL[—171](5)=%/]1[—1,1](90)€ S dx

1 e 18 !
Ton| (A
_11 (€~ 7€)

21 €
_ 1sin¢
-

fiir £ # 0. Hier haben wir verwendet, dass sin& = Im e = %(e’g —e7*%). Fiir £ =0 hat

man
E— 1 1
1[—1,1](0) = 27T- f 1[_171](.%) dr = ;

(Beachte, dass Sigé — 1 fiir £ - 0, d. h. - wie erwartet - ist die Fouriertransformation

stetig in £ =0.)
(b) Im Faltungssatz 22.11 wurde gezeigt, dass f * g = (27r)f‘-g. Aus Teil (a) folgt deshalb

1 sin§)2 2 sin? ¢

9(]1[_1,1]*11[_1,1])(5)=(27r)(; Ry - 2o

(c) Direkt aus der Definition erhdlt man

T Ty OO =5 [ e da

]_ (e
i f e—x(lﬂ{) dx
0

- 2w

_ 1 1 —z(1+2£)7®
S ar Tl o
11

S 2ml+a€

(d) Offenbar gilt

f e @Il - / e e da + f e e iy
(70070) (0700)

= [ e Vee Y dy + f e e .
(0,00) (0,00)

Folglich

F(e)(€) = T Lg,00)) (=) + F(e Mg ) ) (€)
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© 1( 1 1 )
—z§ 1+12¢€
1 1

T rlee

(e) Aus Teilaufgabe (d) und der Tatsache, dass F o Fu(x) = (2r) tu(-z) (vgl. Korol-
lar 22.25b) fiir alle u wo die entsprechenden Ausdriicke definiert sind, folgt

?(1+x2)(£) < m-Fod(e ) ()= _| o= 5(3"5‘.

(f) Wir splitten das Integral geschickt auf:

[ (1-|z))e** da = f e d + / xe ™ dy — f e dy
[-1,1] [-1,1] [-1,0]
:/ ef”cgda:+f y)et s dy - f
[_171] [07
- f e dy — / z (e + 7)) da.
[-1,1] [0,1]

s [ S ——
2 cos(z€)

Das erste Integral haben wir bereits in Teilaufgabe (a) berechnet. Fir das zweite

Integral verwenden wir partielle Integation:

. 1
fol xcos(xf) dx = [xsm(:vf) ] 1 ; 1 sin(z€) dz
=0

3 3
_sin(§) 1| cos(zf) !
G _Z[ ¢ L_o
_ sin(§) cos(f)
¢ &2 62'

Setzen wir alles zusammen, bekommen wir

1 1 (si 1 11-=
F(Lpa (-1 = S”gf W(Iffg); gf

(g) Nach Definition gilt

k )
?(Z%e-tak)@:% [ sk _ték(dx)——z e,

k=0

(vgl. Beispiel 9.6 b)). Da e** = (¢7*¢)* folgt

oo 4k 1 & —1&\k 1 . 1 .
9(2 t_eték) (g - 2_ Z te ) _eitete ¢ = —et(e 571)'

i k! 27 27

(h) Die Rechnung funktioniert analog zu (g):
5 ki 1 —ze s (M) kb on—k
F E(k)pq S, (£)=—fe Z(k)pq Or(dx)
n=0 k=0
_ii( ) k gk 16k
2
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g ( )(pe‘zé)kq”"“
(pe

Z£+q) .

1
o
1
o P

Im letzten Schritt haben wir den Binomialsatz angewendet.

Aufgabe 22.2. Losung: Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine symmetrische positiv
definite Matrix eine Wurzel besitzt, d.h. es existiert B € R™"™ symmetrisch und positiv
definit mit B-B = A. Wegen det(B-B) = (det B)? gilt dann insbesondere det B = /det A >
0. Mit Hilfe der Transformation y := Bx ergibt sich daher

f e—z(x,f)e—(z,Ax) dr = [ e—z(x,f)e—(Ba:,B:r) dr

1 -1 2
- ~(B7 ) o~lul* g
detB f c €T

Wy, B7E) Iyl dy.
\/det

Setzt man
1 2
91/2(37) = WQXP (—|35| )7
vgl. Beispiel 22.2¢), dann zeigt die obige Rechnung

n/2

TN = Tt

F(91/2) (B¢).

Aus Beispiel 22.2¢) folgt nun

A B 7I.n/2 1 |B_1£|2
F(e Q) - =L exp(—T).

Schlieflich gilt wegen B~! = (B~1)7

|BTLEP? = (B¢, BTE) = (¢, (B BY)¢),

T
dass 1 1 1 (&, A7)
3"(6 A )(f) Jdet A 2n/2 (27r)”/2 ( ’T)

Aufgabe 22.3. Losung: Wir folgen dem Hinweis und finden mit Fubini

R\¢ rlR 1/R .
21— i(z,£) de)dér . d
(2) /:1/R /I/R € )/J’( .ZL‘) 51 §d
1/R ‘
- "y i{z.€)
2»[Rd(2) [1/}2 -[I/R —€ )dgldgdlu,(dx)

R 1R
SV s R
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1/R
-9 f 1—— . f @8 gey . dgy | p(d
iy R R 1. §d) p(dz)
-2 [ [1- f eimnén de,, | pu(d
(-1 [ de )u( 0
d R ezxngn &n=1/R
=2 1- — d
Re TIL:Il 2 [ in :Ln_l/R plde)
d ixn/R _ e—ixn/R
:2/ 1- d
R ,Hl 2izn/R )“( ?)
d sin(x,/R)
= 1- d
Lo (=TT

~ ﬁ sin(z,/R)

22
RIN[-2R,2R]d i Tn/R

J ntao)
Im letzten Schritt beachte man, dass der Integrand wegen |siny/y| < 1 positiv ist. Nun
ist aber
e RIN[-2R,2R]? <= 3In=1,...,n : |z,|> 2R
und somit ist
ﬁ sin(x,,/R) 1
T, /R 2

n=1

R\ 1R 1/R o)
2(5) /—1/R”.‘[1/R ]Rd(l_e ) p(dr)dé ... dég
d

M) ()

also

>2 -]

Rd\[2R,2R]d( al ZTn/R

1
1--— d
Rd\[QR,QR]d( 2) u(dz)

2 dz).
[l;d\[72R,2R]d M( -’E)

Bemerkung. Wir konnen die Ungleichung auch mit Hilfe der F'T (an Stelle der inversen

22

FT) formulieren. Dann ist

p (RN [-2R,2R]?) < 2(nR)* f[_I/RJ/R]d (72(0) = Refi(€)) de.

] |
Aufgabe 22.4. Loésung:
(a) Esseien&y,... &, € R? und Ai,. .., \, € C. Aus der Definition der Fourier-Transformation
folgt
S 06— AN = 3 A [ e d(a)
i k=1 (2 )%
ik [ “128i g1 a8k dyy ()
(27r)d z;l
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(2 )df(i mg")mdu(m)

i=1 k=1
(27r)d f

n 2
Z e du(z) > 0.
-1
(b) Wir moéchten das Differenzierbarkeitslemma fiir parametrisierte Integral anwenden.

Dazu definieren wir

w(é,z) = (2 )d e 1T

Da y ein endliches Maf ist und |u(z,&)| < (27)™¢ gilt offenbar u(&,-) € L' (). Weit-

erhin ist

[0, u(é, )| = (2m) ;| < (2m)Ja]
<@m) (L (@) + ol M p 0y (2)) = w(@) € LY ()

eine integrierbare Majorante. Aus Satz 12.2 folgt somit
1 =1
960() =0, [ (e x i) = gsg [ () g,
Durch Iteration erhalten wir schliellich, dass 0%¢ fiir beliebige Multiindices « € Ng

mit || < m existiert.

(c) Wir folgen dem Hinweis und betrachten zunéchst den Fall d = 1 und n = 1. Schreiben
wir den Ausdruck ¢(2h) —2¢(0) + ¢(-2h) mit Hilfe der Fourier-Transformation um,

so erhalten wir

B2h) - 26(0) + 6(-2h) = - [ (7~ 24 ) ()
™
- lf(cos(?hx)—l)u(dx).
™
Der Satz von Hopital zeigt zudem

1-cos(2y) y-0 1
492 2

Somit folgt aus Fatous Lemma
fJU?l (dx)—foIiml_L(zhx) (d)
g M) = o 4(hz)z M
< h%mélf — f(l —cos(2hz)) p(dx)

=7 hm 1nf (<Z>(2h) 2¢(0) + ¢(-2h))
= —WQZ)II(O) < 00.

Fall n > 1: Man zeigt die Aussage per Induktion. Angenommen, ¢ € C?*(R) und
die Aussage sei bereits fiir n — 1 bewiesen. Wegen ¢ € C**(R) = ¢ ¢ C2(n=1) gilt
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dann nach Induktionsvoraussetzung [ ||V du(z) < co. Somit definiert v(dz) =
22D (dz) ein MaB und

—~ 1 n— —1x
7€) = 5= [ @D du(a)
T

1 1 d?(n—l)
- —1a
T orn (_Z)z(n—n dé‘Q(n—l) € dp().

Folglich ist 7 € C*(R). Aus dem ersten Teil des Beweises (n = 1) sehen wir

f |z dp(z) = f |z|? dv(z) < oo.
Fall d > 1: Sei m;(x) :=xj, v € RY, je{l,...,d}. Wende den Fall d =1 auf die MaBe
mj(p) an.

(d) Sei z € C%. Ist K := suppp kompakt, dann gilt gem#B dem Satz vom Maximum

M :=sup . le”"**| < co. Aus

/ wdp = f wdp fiir beliebige u > 0
supp p4
folgt deshalb
[ e dpu() < Mpu(RY) < o0
dh.
1 —1ZT
P(2) = er du(z)

ist wohldefiniert. Setzen wir

1 (- zzx)k d
up(z) = , z eRY
T
dann
Un (T [ < supe < 00.
o€ e 22 < Gy €

Da p ein endliches Maf} ist erhalten wir somit aus dem Satz von der dominierten

Konvergenz
6(=) = [ lim () p(de)
= lim [ () du(x)
1 >0 1
:W]Z%H[(zx)kd,u(x).

Dies zeigt, dass ¢ holomorph ist.

Aufgabe 22.5. Losung:  Offenbar gilt ¢*/™ 2225 1 fiir alle € R. Andererseits folgt aus
[ €™ dx = 0 insbesondere, dass 1ge*/™ € £1(dx). Wegen |e'*/"| = 1 erhalten wir somit

M (B) < co. Der Satz von der dominierten Konvergenz zeigt nun
0=lim [ &*Mdx= lim e*™ dz = A'(B).
n—oo JRB B n—>oo

—_—
1
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Alternativlsung: Fiir f(z) := 1g(z) folgt aus der Annahme, dass f(1/n) = 0. Da die
Fourier-Transformation stetig ist, vgl. Korollar 22.4, gilt

§0) = tim £(+) 0.

Andererseits ist aber f(0) = (27)'AY(B).

Aufgabe 22.6. Lésung:
(a) «<: Da p(R~ 2?”Z) =0 gilt

p=7 pidery
JEZ ¢

fiir p; := ,u(%’r J). Aus der Definition der Fourier-Transformation erhalten wir deshalb
~ 1 —1zn
) = o f e u(dr)
T

Lzl ()

J€Z
fiir alle n € R. Speziell fiir n = £ gilt
1 .
— ij exp(—127yj)

2 jeZ —_———
1

() =
= %ﬁ%pj exp(-20) = 4(0).
= Aus (i(€) = (0) folgt
27((0) - (&) = [ (1=¢7) u(dr) =0.
Insbesondere [ (1—e %) u(dx) € R, d.h.
[ =) u(da) =Re [ (1) p(da) = [ (1 - cos(w€)) u(dz) =0.
Wegen 1 - cos(z€) > 0 impliziert dies

p{zeR;1-cos(z€) >0} =0.

Folglich,
2
0=p{xreR;cos(zf) +1} :M(R\ %Z)

(b) Wegen |fi(&1)| = 7(0) existiert ein z; € R mit

7i(&) = (0)e =14

Somit
1 —1&1(2+21) >
[ u(dz) = (0).
v
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Beachte, dass die linke Seite gerade die Fourier-Transformation des Mafles v(B) :=
w(B - z), BeB(R), ist, d. h.

(&) = 4(0) = (0).

Aus Teilaufgabe (a) folgt deshalb, dass v(R %—TZ) =0. Dies ist dquivalent zu

ofr (s 22)) -0

Mit der gleichen Argumentation finden wir 25 € R, so dass
2
,u{]R \ (zg + —WZ)} =0.
)

A= (zl + Z—?Z) n (22 + Z—:Z)

Setzen wir

gilt also gerade pu(R~ A) = 0. Wir zeigen nun, dass A héchstens ein Element enthalt.
Tatsachlich: Angenommen, es existieren zwei Punkte in A, dann existieren n,n’ € Z

und m, m’ € Z mit

27 27,
21+ —n=z22+—n,
&1 &

27 2T,
21+t —m=20+—m .
&1 &2

Subtrahieren der beiden Gleichungen gibt

Offenbar ist dies ein Widerspruch zu der Annahme, dass % ¢ Q.
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23 ¢Dichte Teilmengen in L? (1 <p< )

Aufgabe 23.1. Loésung: Sei f e LP(u) und € > 0. Es geniigt zu zeigen, dass h € C existiert mit
|f—h]|p < e. Da nach Voraussetzung D dicht in LP(p) ist, gibt es g € D mit | f - g|, < €/2.
Andererseits ist € dicht in D, d.h. es existiert A € D mit g — hf, < €/2. Aus der
Dreiecksungleichung folgt

[f=hlp<1f=glp+lg-hlp< 5

l\DIm

Aufgabe 23.2. Losung: Losung 1: Wir wollen zeigen, dass fab e f () dx = 0 fiir alle & € R.

Dazu fixieren wir £ € R und definieren

n zxﬁ)k

un(x) = f(x) Z

Offenbar gilt dann u,(z) - f(z)e " und

T k
jun(@)] < 7)) 3" ST
k=0

00 T k
<|f<x>|2ﬁ

iz K
= |f(z)[el" < " e L' ([a, b]).

Somit erhalten wir aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

n n

b b b
f e f(z) dx = lim f up(z)dr = lim ) i—' _/ 2" f(z)dz =0.
a n—-oo Ja n—oo k=0 ~* a

Aus der Eindeutigkeit der Fouriertransformation (Korollar 22.8), dass f = 0 fast iiberall.

Losung 2: Aus der Annahme folgt offenbar, dass [, abp(x) f(x)dz =0 fir alle Polynome p.
Es sei nun g € C[a,b] eine stetige Funktion und € > 0. Geméfl dem Satz von Weierstraf3

existiert dann ein Polynom p mit ||g — p[le < €. Damit

[ o)) da = ‘ [ @ -pens@de+ [ parfa)da

0

< [ @) o)1)l e
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b
< ef \f (z)| da.
Folglich gilt ,
/ g(z)f(x)dz =0 fiir alle g € C[a,b].
Definiert man ein Maf p durch p(dx) = 1y, (2) f(z) dr, dann gilt also [ gdu = 0 fiir
alle g € C[a,b]. Nach Satz 23.3 ist C[a,b] dicht in L'(z) und deshalb folgt [ gdu fiir alle
g € L'(p). Daraus folgt offenbar = 0 und somit f = 0 (Lebesgue-)fast iiberall.

Aufgabe 23.3. Lésung:
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(a) Es ist zu zeigen, dass |7,(f)|b = ||f], fiir alle p € £LP(dz). Dies folgt direkt aus der

Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles:
(Dl = [If@=mpde= [ 17G)Fdy= 175,

(b) Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir f € C.(R). Fir f e C.(R) ist K := supp f
kompakt. Wihle R > 0, so dass K + By(1) € Br(0). Aus |f(z —h) - f(x)| - 0 fiir
h — 0 und
|[f (2= h) = f(@)] < 2] floo 15, 5y (2) € £ (dix)
fiir alle A < 1 folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

h—0

(5 =1l = [ 17 =0) = f@)P o “ 0.

Nun sei f € LP(dz). Da C.(R) dicht in LP(dx) ist, vgl. Satz 23.7, existiert eine
Teilfolge (fn)nen € Ce(R) mit | f, — f|, = 0. Mit Teilaufgabe (a) folgt nun

|70 (F) = fllo < I (f = Fudlp +170(fn) = Fullp + 1fn = fp

[ —
<Ifn=flp

h—0 —00
220 ot = fllp 2 0.

Das beweist die erste Aussage. Fiir die zweite Aussage gehen wir analog vor: Es sei
zunéchst wieder f € C.(R) und K :=supp f. Da K kompakt ist, konnen wir R > 0
wiahlen, so dass (h+ K)n K =@ fir alle h> R (h+ K:={h+xz;x € K}). Fir h> R
gilt dann

F@=0) = F@F = f @=L+ 1)+ 1/ @)PLx(2)
und somit
() =11 = [ @=-mPdz+ [ 17@)Pds
- [ W@ldy+ [ 5@ da
- 20/,

d.h. die behauptete Gleichheit gilt fiir alle f € C.(R). Wie im ersten Teil dieser
Teilaufgabe folgt nun die Behauptung fiir alle f € £P(dz).
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Aufgabe 23.4. Losung;:

(a) Die Stetigkeit folgt direkt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz: Es sei
(Tn)nen eine Folge mit z, - x € R. Aus Ny, o, 48] = Lz—h,az+n] fast iiberall ergibt
sich wegen f € £L1(dx), dass My, f(x,) - My f(x) fiir n - co.

Die Kontraktivitat von Mj, siecht man so:

[ s@lae= o 177 st ao
<o [ [t olde de<ifih

[ —
J1fW)ldy=[ £l

(Die Vertauschung der Integrale kann mit dem Satz von Tonelli gerechtfertigt wer-
den.)

(b) Es sei zunéchst f e C.(R). Aus der Stetigkeit von f folgt

h—0

M@~ S gy [ ) F@lde < s [f )~ @) 0

fiir alle z € R. Da der Trager K :=supp f kompakt ist, konnen wir R > 0 wahlen mit
K + By(1) € Bo(R). Fiir h <1 ist dann My, f(x) =0 = f(z) fiir x ¢ Bo(R). Wegen
|Mpf ()| <|f(z)| fir z e R folgt

M f () = f(@)] = [Mpf (@) = f(2) Ly (%) < 20 f oo gy () € £ (d).

Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir somit

h—0
IMuf = fli = [ Mg (@) = f(@)]de “5 0,
d.h. die Behauptung gilt fiir alle f € C.(R). Nun sei f € £!(dz). Nach Satz 23.8
existiert eine Folge (fy,)nen € Ce(R) mit || f, — f|1 = 0. Folglich

[ Muf = fI < [Mu(f = f) e+ 1 Mi S = Fulls + [ o = £l
an—f”l

h—0 n— 00

— 2| fo = fli —0.

Aufgabe 23.5. Lésung:

(a) Es sei Ae Amit f:=14 € LP(pn). Dann gilt u(A) < oo und da g von auBen regular
ist, existiert U c E offen mit A € U und u(U) < co. Wie im Beweis von Lemma 23.2
folgt deshalb, dass ¢c € Crip(E) N LP () existiert mit || f — e[, < € (ersetze im Beweis
Cy(E) durch Crip(E)).
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(b)

Ist f e LP(p), dann existiert nach dem Sombrero-Lemma (Satz 7.11) eine Folge
von einfachen Funktionen (fy,)peny mit 0 < fr, < f, fn 1t f. Nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz gilt [(f - fn)Pdu | 0. Insbesondere kénnen wir also n € N
wahlen mit | f, — f|, < e. Aus Teil (a) folgt (wegen Linearitét), dass ¢. € Crip(E)
existiert mit | f, — ¢c[, < €. Folglich,

[f = @cllp <If = Fullp + [fn = ¢elp < 2€

Zerlege f = f*— f~. Da f*,f~ € LP(u) finden wir mit Teil (b) Funktionen ¢, €
Crip(E) n £7(4) mit | £ = 6l < ¢ und |~ = ], < e. Damit

[f=(=)lp<If" = Blp+ 17 = ¢lp < 2e.

Aufgabe 23.6. Losung:

160

(a)

Es sei (2, )nen eine abzélbare dichte Teilmenge in E. Fir jedes x, existiert nach
Voraussetzung eine relativ-kompakte offene Umgebung V;, von x,,. Wegen B, /k(:vn) c
Vy, fiir k > ko(x,,) hinreichend grof, ist By (zn) fiir k > ko(zy,) auch relativ kompakt.
Somit definiert

{Bi/e(zn);n e Nk 2 ko(zn)} = {Un;n e N}

eine Folge von offenen relativ-kompakten Mengen. Fir eine beliebige offene Menge
U c F gilt nun
U= U Un.
neN
UncU
(Die Relation ,,2¢ ist klar. Fiir ,,c“ argumentiert man so: Fiir jedes = € U existiert

r >0 mit B.(x) CU. Da (5)ney dicht ist, konnen wir n € N und k > ko(z,) wéhlen
mit Byp(2,) € Br(x) cU.)

Es sei U c E offen mit pu(U) < oo und (Up)pen die Folge aus (a). Geméfl Teil (a)
existiert dann eine Teilfolge (Uyk))ken € (Un)pen mit U = Uy Uyry. Fiir W, =
Uk-1 Unx) gilt dann W, € D. Da W, 1 U folgt aus dem Satz von Beppo Levi zudem

n—-oo

||]1Wn - ﬂUHLP — 0.
Folglich ist 1y € D.
Wir zeigen zunéchst, dass p von auflen regulér ist. Dazu definieren wir
n
Gn = U U, k-
k=1

Offenbar ist G,, offen, G, 1 E und u(G,) < oo (da Uy relativ-kompakt ist und p auf
kompakten Mengen endlich ist). Damit sind die Voraussetzungen von Satz A.11b)

erfiillt und es folgt, dass p von auflen regulér ist.
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Es sei nun B € B(FE) mit u(B) < oo und € > 0. Da p von aulen reguldr ist, existiert
dann eine Folge von offenen Menge (U, )neny mit U, 2 B und pu(U,) < co. Aua dem
Satz von der monotonen Konvergenz folgt |1y, — 1|, = 0 fiir n - co. Wéhle n e N

mit |1y, — 15[, <e. Wegen (b) existiert D € D mit |1y, — 1p|, < e. Folglich

M -1pl,<|Ip -1y, + [1v, - 1p|p < 2.

(d) Per Definition gilt D ¢ LP(u), d.h. es geniigt zu zeigen, dass wir fiir alle f e £P(u)
und € > 0 ein D € D finden kénnen mit |[f - 1p|, < e. Aus dem Sombrero-Lemma
(Korollar 7.12) und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt, dass eine Folge
(fn)nen © LP(u) von einfachen Funktionen existiert mit | f — f,|, - 0. Wihle n

hinreichend groB, so dass ||f — fn|p < €. Da f, eine Darstellung der Form

N
fn(x) = Zlcj]lBj (x)

mit ¢; € R, B; € B(E), j = 1,...,N, existiert nach Teilaufgabe (c) D € D mit
|fn = 1p|p, < e. Aus der Dreiecksungleichung erhalten wir |f - 1p[, < 2e. Die
Separabilitdt von LP(u) folgt schlielich aus der Tatsache, dass D abzéhlbar ist.

Aufgabe 23.7. Losung:

(a) Wir betrachten zunéchst den Fall, dass A offen ist. Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit sei A # @. Es sei € > 0. Wegen

1
{:c € A;d(x, A°) < —} @ firn—-> o
n
konnen wir auf Grund der Stetigkeit des Mafles von oben N € N wiéhlen, so dass
ey L ..
,u(d(-,A ) < —) <e furallen>N.
n

Wir definieren ¢, (x) := min{nd(x, A°),1}. Offensichtlich ist ¢,, € Cy,(E) und |¢¢] oo <
1=]14]co. Wegen 0< ¢y, <14 €LP ist zudem ¢y, € LP(p). Weiterhin gilt

(La+on) e {aC. 4 <)

folglich u(14 # ¢, ) < € fiir allen > N. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz
sehen wir auferdem, dass |14 - ¢n|zr ——> 0. Wihlen wir n > N hinreichend
groB, gilt also |14 — ¢n|r < €. Fiir dieses n erfiillt dann ¢,, sdmtliche gewiinschte

Eigenschaften.

Um die Behauptung auf beliebige Borelmengen A € B(E) zu verallgemeinern, geht

man wie in Lemma 23.2 vor: Es sei U ¢ E mit u(U) < oo. Definiere

D:={AeB(U);Ve>03p € Cr(E) N LP (1) : (?7) gilt}.

161



R.L. Schilling: Maj$ & Integral
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Genau wie im Beweis von Lemma 23.2 folgt, dass D ein Dynkin-System ist. Geméaf
unseren Uberlegungen sind zudem die offenen Mengen in D enthalten und damit
erhalten wir B(U) c D.

Ist nun A € B(E) eine beliebige Menge mit 14 € L£P(u), so gilt u(A) < co. Da
w von auflen regular ist, existiert U c¢ E offen mit A ¢ U und u(U) < oco. Wegen
AeB(U) c D folgt dann die Behauptung.

Es sei f e LP(u) mit 0 < f <1 und € > 0. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
konnen wir annehmen, dass || f| e~ =1 (sonst: betrachte f/| f| ). Aus dem (Beweis
vom) Sombrero-Lemma, Satz 7.11, wissen wir, dass

n2-1 .

0<f<l “ k
fn = kz:% 2—n]l{2in\ k+1}+n]l{f>n} = Z:: 2— (Fr<p<kilys neN,

2

monoton gegen f konvergiert. Setzen wir fj:= 0, so folgt
= hm (fn fO) = hm Z(fj f] 1) = Z(f] f] 1) Z ¢]
J21 J21 2

fir ¢; := 2j(fj - fj-1). Wir behaupten nun, dass

¢j(x) €{0,1} fiir alle x e {fj_l = %} (%)
Tatsdchlich: Per Definition kann f; auf der Menge { fi-1= QJL_I} = {2]% < f <k

27-1
21“1 annehmen. Im ersten Fall ist ¢; = 0, im zweiten dagegen

nur die Werte 2& 5 k und

¢j=1. ¢j(x) =1 tritt also genau dann auf, wenn

'_2k+1 B 2k+1< 2k + 2
“{f’_ 5 }_{ o Iy }

Wir konnen A; := {¢; = 1} daher schreiben als

2”‘11{2k+1 . 2k+2}

k=0

Wegen ¢; =14; erhalten wir somit die Darstellung

f 22] Aje

jz1

Bemerke, dass 14; < 27 f € LP(u). GemiB Teil (a) existiert somit fiir jedes j > 1 eine
Funktion ¢; € Cy(E) n LP(u), so dass

€ €
[8j = 03lir < 5010 # 6) < 35 und el < 511 < 1

Die Funktion ¢, = ¥ ;51 5 %ic hat alle geforderten Eigenschaften:

e ¢, ist stetig, denn die Funktion ist ein gleichméfiiger Grenzwert von stetigen

Funktionen:
be— Y L < — | ¢jelloo < — — 0.
\ S| <2 2,
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o [6eloo < Tist 551= < 1 g = 1= |1

o [ = fllrr < Xjs1 570 = djllrr < €T js1 57 < € Insbesondere: ¢ € LP(u).

o (P # [) < o1 M Bje # 0j) ST s €277 =€
Wir bemerken zunéchst, dass (??) fiir alle g € LP(p) mit 0 < g < [g oo (de) < o0
gilt; wende dazu Teil (b) auf g/|g|lr~(4z) an. Weiterhin beobachten wir, dass wir fiir

solche g ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen kénnen, dass ¢. > 0 gilt;

anderenfalls betrachten wir ¢ := ¢¢ v 0.

Es sei nun f € LP(p) mit | ]z (gq) < 00. Wir schreiben f = f* - f~ und indem wir
die eben gemachte Bemerkung verwenden, finden wir ¢,y € Cy(E) n LP (), ¢e > 0,

e 2 0, so dass

[Pcloo <If Nz p{f"#de} <e und [f7 = defLr <€

und

|Velloo < If7NLee p{f™ #¥e} <€ und  [f7 —¢e|rr <.
Fiir &¢ := ¢ — e € Cp(E) n LP (1) gilt dann
N((I)e#:f)gﬂ(¢e¢f+)+ﬂ(¢e¢f_)<2€

sowie

| @cf o < max{| /"L, I/ L} = 1f ]2

(hier benotigen wir, dass ¢ > 0 und ¥, > 0). Aus der Dreiecksungleichung folgt

auBerdem
If = @elle <" = @ellze + 1f~ = el r < 2e.

Folglich erfiillt ®, die Bedingungen (?7) fiir f.
Es sei f € LP(u) und € > 0. Aus der Markov-Ungleichung (vgl. Aufgabe 10.4) folgt

pllf1> By < o [ 1P

Insbesondere konnen wir R > 0 hinreichend grof8 wahlen so, dass u(|f| > R) <e. Aus

dem Satz von der monotonen Konvergenz sehen wir zudem, dass

P <e
f{|f|>R} 7 du

fir R > 0 hinreichend grof. Fir fr:= (-R) v f A R existiert nach (c) eine Funktion
b < Cy(E) n £7(j1) mit

€
|elloo < [fRIL  1{fR* @} < I und | fr—¢c|rr <€

Offensichtlich gilt dann auch |¢c|oo < ||f| L. Weiterhin ist

[¢e = fI7s
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_ 6—7’d+f 5—pd+f .~ fPPd
f{lf\sR}|¢ T J ot mingocrn 2TV B o myngoesy 1%~ 1 O

=1 =:Is

< de = frlY, + 11 + Lo

Wir schatzen I; und I> getrennt ab. Wegen fR|{‘f|>R} = R gilt

I=f “R)?d +/ “R-f)Pd
= Jimntern T W J e TR

< Pdu+ P d
-[{f>R}ﬁ{¢5:fR}f,—/ M ‘/{f< R}ﬁ{¢€ fR}Lle’ 'LL

1P P
Pq
—[If\ >R} ¥

Aus der Ungleichung
la+bP <C(p)(a? +bP) fir alle a,b20,p>1 (1)

(die Konstante C'(p) héngt nicht von a,b ab) erhalten wir zudem

<O [ o o) [P d
c ¢ ¢ +C Pd
<OWodten(oe= fm) +C@) [ 117 dn

< C(p)Rpﬁ +C(p)e.

Folglich ist
e — fHZzp <P +e+2C(p)e.

Da € > 0 beliebig ist, konnen wir also ||¢e — f]|z» beliebig klein machen. Schliefilich

bemerken wir noch, dass

w(f # o) <u(fr# o)+ u(|f| > R) < 2€

Das zeigt, dass ¢, alle gewlnschten Eigenschaften besitzt.

Bemerkung: (f) folgt aus der Hélder-Ungleichung:

d v :
yil <{ 2ol L D sl
j=1 j=1

fiir alle z,y € R? wobei p + ¢ = 1 konjugierte Indizes bezeichnen. Wihlen wir speziell
d=2,z=(a,b),y=(1,1), dann

d
Z Ly
j=1

la-1+b-1] < (|af + b7 - 2.

Bilden wir von beiden Seiten die p-te Potenz, erhalten wir die gewiinschte Unglei-

chung.




24 ¢Die Rieszschen Darstellungssatze

Aufgabe 24.1. Lo6sung:

(a) Essei feLP(u)und g € L9(u) mit |g]|ze < 1. Aus der Holder-Ungleichung, Satz 14.3,
folgt

17~ gl <|flzellglze <[ f] e

Folglich gilt
11> sup{ [ Fodu: ge(u, Iglue<1}.

Um ,,<“ zu sehen, definieren wir g := sgn(f)-|f[P"!. Dann ist wegen ¢ = 1%’

917 = LFI®=DT = | fP e £} (),

d.h. g e £9(p) und gl = | £ Fiir §:= g/ gl o € £9(p) gilt daher ] 1o <1 und

~ 1 1 -
J fadn= o [Pl = = LI = 17
9l 1712}

wobei wir im letzten Schritt wieder benutzt haben, dass ]lj + % =1. Das zeigt ,,<“.

(b) Es sei D c LI(p) eine dichte Teilmenge. Wegen D c L£I(u) gilt offensichtlich

11> sup { [ fgdp s g€ 29, Iglu <1}

Andererseits: Sei € > 0. Nach (a) existiert g € £L9(u), |g|lre <1, so dass

f fodu>|flre —e

Da D dicht ist, konnen wir h € D wihlen, so dass |g — b« < €. Aus der Holder-

Ungleichung erhalten wir daher
ffhdﬂ=ff(h—g)du+fgdu
>l lh=glun+ [ gdn
> I flwe+ [ gdu

> = flere+ [ flr - e

=[fler(1 =€) e

Da € > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.

165



R.L. Schilling: Maj$ & Integral

()

Ist fge L' () fiir alle g € £9(p), so definiert 1;(g) = [ |flgdp ein positives lineares
Funktional auf £9(;). Aus Satz 24.4 existiert ein eindeutig bestimmtes f e £9(yu)
mit

It(g) = / fgdu fiir alle g e £9(p).
Folglich ist f = f € £L(p).

Aufgabe 24.2. Lo6sung;:

166

(a)

Die Behauptung folgt aus einem typischen Diagonalfolgen-Argument (vgl. auch den
Beweis von Satz 25.11). Es sei (gn)nen eine Abzéhlung von D,. Aus der Holder-
Ungleichung, Satz 14.3, folgt

‘/ Ungj dpt

fiir alle j,n € N. Fiir j = 1 sehen wir, dass die Folge ([ ung1 dp)nen beschrinkt ist.

< Junlzollgs e < (sup ||un||Lp) e
neN

Nach dem Satz von Bolzano-Weiterstrafl existiert daher eine Teilfolge (u))nen, so
dass

lim u}lgl du

n—oo

existiert. Wir wihlen nun iterativ Teilfolgen (v, )pen € (4)pen, so dass

lim u{flgﬁl dp

n—oo

existiert. Da wir die Teilfolgen immer weiter ausgediinnt haben, existiert

lim uflgk du

n—>00

fir alle k£ < j. Fir die Diagonalfolge v, = u]! existiert daher lim, o [ vng; dp fir
alle 7 e N.

Es sei g € £9(p) und (up(;))ien die Diagonalfolge aus (a). Da R vollstandig ist,
genligt es zu zeigen, dass (f Un ()9 d,u,)iGN eine Cauchy-Folge ist. Dazu sei € > 0.
Nach Voraussetzung ist Dy dicht in £9(p), d. h. es existiert h € Dy mit ||g— hlrq <e.

Aus Teil (a) wissen wir, dass wir N € N wéhlen konnen, so dass

’ f Un(iyh dp = f Un(j) dp

Mit Hilfe der Holder-Ungleichung und der Dreiecksungleichung folgt
‘f Up (39 At — fun(j)gd#‘ = ‘[(un(i) —Un(jy) (g —h) du+ f(un(i) -Un(j))du‘
f(un(i) = Up(;))(g = h)du f (Un(i) = Un(j)) du‘

(*)

<€

<e fiiralled,j> N. (%)

< +

< iy = ungylLellg = hllpa +€
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< (Nungiy e + lungy lze) g =Rl Lo + €

<2sup |up|| e |g = hfLe + €
neN

< (2 sup [y, | Lo + 1) €

neN
fiir alle 4,7 > N. Dies beweist, dass (j Un(i)9 du)ieN eine Cauchy-Folge ist.

(c) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass die Grenzwerte

I(g) = lim uyygdp— J(g) = lim f U9 dp, g€l (p),
existieren. Tatsdchlich: Mit (a),(b) konnen wir zunéchst eine Teilfolge wéahlen, so
dass I(g) fir alle g € £9(p) existiert. Von dieser Teilfolge wahlen wir mit (a),(b)
nochmals eine Teifolge, so dass J(g) fiir alle g € £L9(u) existiert. Da I und g pos-
itive lineare Funktionale auf £9(u) definieren, existieren nach Satz 24.4 eindeutige

Funktionen v, w € £LI(p), v,w > 0 so, dass
I(g) = fvgdu J(g) = fwgdu-
Folglich,
tim [ uygdu=lm [ ubygde=lm [ ugdu
= / (v-w)gdp.
Setzen wir u:=v —w € LI(u), folgt die Behauptung.

Aufgabe 24.3. Lo6sung:

(a) Geméaf Aufgabe 24.4(a) ist fi positiv semidefinit, d.h. fiir beliebige A1,..., A, € C
und &1, ..., &, e RY gilt

(& - &) 2 0.
ij=1

Wegen limy_, o fix = ¢ erhalt man somit
> (& = &)k 2 0.
i,j=1

Weiterhin ergibt sich aus jix (=€) = fix(§) auf analoge Weise, dass
6(=¢) = lim i (=€) = lim jix(§) = ¢(&)  fiir alle £ e R”,

Folglich ist ¢ positiv semidefinit. Fir n =1 bzw. n = 2 sieht man, dass die beiden

Matrizen

(6(0) (¢<0) ¢(—§))

¢(€)  ¢(0)

fiir alle ¢ € R? positiv hermitesch sind. Da die Determinanten positiv hermitescher

Matrizen nicht-negativ sind, folgt daraus offenbar ¢(0) > 0 sowie

0<0(0)% = 3(£)d(=€) = p(0)* = $(£)p(€) = 3(0)* B (&)
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(b)

Wir zeigen zuniichst, dass der Grenzwert existiert. Dazu sei u € C°(R%). Nach
Satz 22.24 ist dann auch F'u € §(R?) und man erhilt aus dem Satz von Plancherel,

Satz 22.12,
[ wdn = [ FE Wy dun = [ T u(€)in(€) d
Da |tin(&)| € f1n(0) - ¢(0) gleichméfBig beschrankt ist, zeigt der Satz von der do-

minierten Konvergenz, dass

Aw)= lim [ wdpn = [ Fu(€)6(€) d

wohldefiniert ist. Die Linearitdt von A folgt direkt aus Linearitdt des Integrals.

Weiterhin gilt fiir u > 0 offenbar

Au = lim wdp, > 0.

n—oo

Die Stetigkeit von A sieht man so:

[Au| <timsup [ fuldpn < [ulos limsup pen(RY) = (27)"6(0) [ulo.
n—oo n—oo N———
(2m) 41 (0)
Da C°(R?) dicht in C.(R?) ist (bzgl. der gleichmaBigen Konvergenz), vgl. Lemma 23.8,

konnen wir daher A zu einem positiven Funktional auf C.(R?) fortsetzen: Fiir
u € Co(R?) sei (up)nen € O (R?), so dass [, — ulleo = 0. Aus

|A(un) = A(um)| = [A(un = um)| < (277)d¢(0)”un — U oo

folgt, dass (Auy)nen eine Cauchy-Folge in R ist. Daher existiert Awu := limy,, 0o Aty,.
Offensichtlich ist das so definierte Funktional auf C.(R?) positiv und linear. Nach
dem Satz von Riesz, Satz 24.8, existiert somit ein eindeutig bestimmtes regulires
Maf} mit

Au = / wdp  fiir alle u e C,(R?).

Sei € > 0. Da ¢ stetig in £ = 0 ist, existiert § > 0, so dass

l6(&) —(0)| <€ fir alle [¢| < 0.

Weiterhin gilt nach Lévy’s truncation inequality, Aufgabe 22.3,

(R~ [-R, R]) < 2(Br) [

[—1/3,1/R]d(ﬂn(0) ~Re fin(€)) dé

(beachte hierzu, dass fi,(€) = (27)%fin(=£)). Mit dominierter Konvergenz folgt

timsup an (B [ R)) <2(Rm)* [ (6(0) ~Reo(©)) de

<2(2n)%

fir R > 5. Insbesondere gilt also fiir n > ng(e), pn(R? N [-R, R]%) < 3(2m)%. Um

pn(RIN[-R, R]?) < 3(27)%e fiir n < ng zu erhalten, vergroBern wir R gegebenenfalls.
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(e) Es sei (xx)ren € Ce(R?) mit 0< xg <1 und xp 1 Iga (direkte Konstruktion oder mit
Urysohn’s Lemma, Lemma 24.6). Nach Teil (c) haben wir

[ xwdi = AGa) < (2)6(0).
Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz sicht man deshalb sofort, dass p ein
endliches Ma#R ist:
p(RY) =sup [ dpu< (2m)16(0).
keN
Weiterhin ist M := sup,,y fin (R?) < 0o wegen i, (R?) = (2)%1,(0) - ¢(0). Es bleibt

zu zeigen, dass u, schwach gegen p konvergiert. Dazu zeigen wir zunéchst

[ wdpt, —=> [ wdp  fiir alle u e C.(RY). (%)

Es sei also u € C.(R?). Da C°(R?) dicht in C.(R?) ist, vgl. Lemma 23.8, existiert
(fr)ken € C°(RY) mit || fr — t]oo = 0. Damit

‘/udun—fud,u,‘
f(u—fk)dun ffkdﬂn—ffkdu

<= filorn@®) + | [ fodpn~ [ fidn

ffkdﬂn_/fde’

n—00 k— o0
2 = fulm (M (R) 0,

Nun sei f € Cy(R?) beliebig. Fiir € > 0 existiert gemés Teil (d) ein R > 0, so dass fiir
K :=[-R,R)?

< + +

f(fk -u) d#‘

+ ep(RY)

<u= filloo (M + p(RY)) +

pn(RINK) <.

Ohne Beschrikung der Allgemeinheit gelte auch pu(R? \ K) < e. Wihle y € C.(R?),
0 < x <1, mit x|g =1. Dann folgt

’ffdﬂn—ffdﬂ < ffxdun—ffxdu + f(l_X)fdMnJrf(l—x)fdu‘
ffXdMn—/fXdﬂ +||fHoo(f]1chun+f]1chu)

< ffXdNn_[fXd,u +2[ fllooe.

IN

Da f-x € C.(R?) konvergiert der erste Term auf der rechten Seite fiir n - co gegen

0 (siehe (c)). Folglich
[ = [ s

(f) Es sei (fn)nen eine schwach konvergente Folge endlicher Mafle. Setzt man f(x) :=

lim sup <2Hf||006:0>0.

n—oo

e '€ € e RY, erhilt man insbesondere

fin(€) = (Qi)d [ e () (Qi)d [ e S aut@) = ).
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d.h. die Fouriertransformationen konvergieren punktweise. Aus Aufgabenteil (d)
folgt, dass die Folge (un)neny straff ist. Fir € > 0 existiert also R > 0, so dass
(RN K) < € fiir K := [-R, R]%. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei R so
groB, dass u(R?\ K) < e. Auf Grund der (gleichméBigen) Stetigkeit der Funktion

R > 7 — e auf kompakten Mengen, existiert ¢ > 0 mit
et &M _ 1) <e fiiralle |6 -7 <8, ze K.

Fiir n e N, &,17 e R? mit [€ — 7| < gilt folglich

~ ~ ]' & 1mnT 1 T -n)x
in(©) = ()] < sy [ 1S =M () = g [ 16 1 ()
1 1
= v€me _q| . (d f v€me |y, (d
(QW)de(L,_JM (dz) + (2m)d KCL,_lM (dz)
<€ <2
Mn(Rd) 2 c
ami < @nan i)
1
< W(M + 2)6

mit M := sup,,.y pin (R?) < co. Dies zeigt die gleichgradige gleichméBige Stetigkeit der
Folge (fin)nen-

(g) Esseien &€ ¢ R? und e > 0. Wihle § > 0 entsprechend der gleichgradigen gleichméfigen
Stetigkeit von (fin)nen. Da [i stetig ist, kann 6 so gewéhlt werden, dass

7€) - iln)| < € fiir alle |¢ ~ | <.

Damit folgt fiir alle € R? mit | — €] < 8

[fin (1) = ()| < |fin (1) = fin ()| +|fn (€) = ()] + |2(E) = fu(n)]

[ S —— S —
<e <€
R N N R —00 -0
= sup |fn(n) = ii(n)] < 26 + |fin (€) - (€)] ——> 26 — 0.

neBs(§)

Hier wurde benutzt, dass i punktweise gegen [i konvergiert (vgl. Teil (f)). Die Rech-
nung zeigt, dass [i, lokal gleichméfig gegen i konvergiert. Da bekanntermaflen lokal
gleichmafliige Konvergenz aquivalent zu gleichméafiger Konvergenz auf Kompakta ist,

folgt die Behauptung.

Aufgabe 24.4. Lésung:

(a) Da p ein endliches Maf ist, folgt die Stetigkeit von fi direkt aus dem Stetigkeitslemma,
Satz 12.1 (vgl. Proposition 22.3). Die positive Definitheit sieht man so: Fiir beliebige
&,...,&neRYund Aq,..., A\, € C gilt

zn: gf)(&—fk)AZ;\k: 1 z”: )\Zj\kfe—zx(gz—fk)dﬂ(x)

ik=1 (Qﬂ)d ik=1
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- S ] T

o oo

N 2
(27r)d /

n
Z el du(z) 0.
=1
Fir n = 1 und £ = 0 folgt aus der Definition von positiver Definitheit, dass die

Matrix (¢(0)) positiv semidefinit ist. Es ist also notwendigerweise ¢(0) > 0. Wegen
#(0) = ¢(-0) gilt zudem ¢(0) € R. Fiir n =2, & =&, & = 0 sehen wir dagegen, dass
die Matrix
(¢(0) ¢(—§))
o(§)  #(0)

positiv semidefinit ist; insbesondere muss also die Determinante nicht-negativ sein:

0<6(0)* - B(-€)(8).
Die gewtinschte Ungleichung folgt nun aus der Tatsache, dass ¢(-¢) = m
Wegen [¢(£)] < ¢(0) ist

JIE G G [

dgdn < jo(0)] [[ (e7IF ) dg

< 00,

d.h. v, ist wohldefiniert. Als nichstes zeigen wir v, > 0. Dazu iiberdecken wir R?
mit abzihlbar vielen disjunkten Wiirfeln (I¥),y der Kantenlinge 1/k und wihlen
¢k e I* beliebig. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz und der positiven

Definitheit von ¢ folgt
— i (2.68) o= 2€l€5 7 | (il k) o-2¢lél, 2
Z/E(ZL‘)—]}LHOIO Z /[k /Ik¢(§n §m )(e< &) e2eEhI? ) dé dn
= lim Z o(ek - gk (heitmen e 2l (j-deile ch) 24k P

n meN

> 0.
Unter Ausnutzung der Parallelogramm-Identitat

206 +2[n* = 1€ - n* + |€ +

erhalten wir

ve(z) = ff (ei(wvg)(ei(x,n>e—26|n|2—2€|§‘2)) d¢ dn

- ff (citesmetenlennl®) ge ay,

(- () 2C)-C)

Die Substitution
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fihrt zu

1 T —€ S
ve(x) = [dot 4] [[¢(t)e< 1) gelltP+sP) gy 4
1 f B(t)e I ) gy
C
1 (T
== [ oyt ar (+)

(d) Wir definieren

1 o
pi(x) = WGXP (—g)

Aus Satz 22.12 (angewendet auf das endliche MaB p(dx) := el dx) folgt

[ @t a2 [t @o@e o =~ [ au©a (e ) e de

fiir alle t > 0 (beachte: ¢, € L'(R?)!). Aus Beispiel 22.2c) wissen wir F(p;)(z) =
(27) @ exp(~t|z[*/2). Folglich ist F~1(e721")(€) = (27)%py(€). Da |p(£)] < $(0) und
[ pi(x)dz =1 erhalten wir somit

(2m)?

t1.|2 ™ d
[ v ar=E [ o e ae <« 60,

Aus Fatous Lemma, Satz 8.11, folgt schlie3lich

fVe(ﬂU)dl’:fklim Ve(a:)e_i“’”l2 dx

o C g2
<liminf | ve(z)e % dg
n—oo

<%0

c
Wegen v, > 0, siche Teil (c), zeigt dies v, € L*(R%).

(e) Teilaufgabe (c¢) und (d) zeigen, dass fiir das endliche Mafl duc(z) = cve(z)dz gilt
fic = ¢.. Wegen ¢ — ¢ folgt aus Lévy’s Stetigkeitssatz (Aufgabe 24.3), dass ein Maf
W existiert mit p. — p schwach und fi = ¢.
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25 ¢Konvergenz von Mal3en

Aufgabe 25.1. Losung:

(a) Zunichst sei u € C=°(RY). Nach Satz 22.24 ist dann F~'u € §(RY) und man erhilt

aus dem Satz von Plancherel, Satz 22.12,

[ wdin= [ FE ) dpn = [ 5 u()in() de.

Da |1in(€)| € fin(0) - ¢(0) gleichméfBig beschrénkt ist, zeigt der Satz von der do-

minierten Konvergenz, dass

Aw)= lim [ wdpn = [ Fu(€)6(€) d

wohldefiniert ist. Weiterhin gilt

n—oo

pn(RY) = (2m) %1 (0) —=> (2m)%(0),

d.h. M := sup,, tn(R?) < co. Es sei nun u € Co(E). Da C(R?) dicht in C.(R?)
ist (bzgl. der gleichméBigen Konvergenz, siche Lemma 23.8), existiert eine Folge

(ug) ke € C°(R?) mit |uy, — uf oo — 0. Dann gilt

fud,un—fudum‘
f(u—uk)dﬂn

< = k] oo (110 (R + 1 (RY)) +

< + +

f(u—uk)dum fukdﬂn_fukdﬂm’
fukdﬂn_fukdﬂm‘
fukdﬂn_fukdﬂm‘

T,M—>00 k—oo

2||u — ug || oo M —— 0.

<2||u — uglloo M +

Dies zeigt, dass ([ udpn)nen eine Cauchy-Folge in R ist. Folglich existiert A(u) :=

lim;, o0 [ wdpy,. Da konvergente Folgen insbesondere beschrénkt sind, erhalten wir

f wdpin

Wegen u € C,.(RY) = |u| € C.(R?) gilt also

sup < 00.

neN

sup | |uldpn < 0o fiir alle u € Co(RY),
neN

d.h. die Folge (pin)nen ist vag beschrankt. Nach Satz 25.11 besitzt (pun)ney daher

eine vag konvergente Teilfolge pi,(;y = p.
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(b) Wir kénnen Teil (a) auf jede beliebige Teilfolge von (pn)ney anwenden. Wir zeigen,
dass der Grenzwert nicht von der Teilfolge abhéngt. Dazu seien (fi,(;))ien und
(Hn(j))jen Teilfolgen von (pn)neny und es gelte gy, (;) 5o, L (5) 5 v. Nach Defini-
tion gilt dann fiir u € C.(R?)

tim [ wdpny = [ udp

lim ud,un(j)zfudu.

J—>0o0

Andererseits haben wir in (a) gezeigt, dass A(u) = limy—e0 [ wdpy,. Somit ist

/uduzA(u)z/udl/.

Da dies fiir alle u € C.(R?) gilt, folgt aus der Regularitit der Mafle x und v, dass
u =v. Da der Grenzwert nicht von der Teilfolge abhéangt, beweist das bereits die
vage Konvergenz der Folge (un)nen. (Vergleiche das mit der folgenden Aussage:
Eine Folge (ay)neny € R konvergiert genau dann, wenn jede Teilfolge von (ay, )pen eine

konvergente Teilfolge besitzt und der Grenzwert nicht von der Teilfolge abhéngt.)

(c) Es geniigt zu zeigen, dass die Folge (fin)ney straff ist; die Behauptung folgt dann

namlich aus Satz 25.9.

Sei € > 0. Da ¢ stetig in £ = 0 ist, existiert § > 0, so dass
|6(€) —p(0)]<e  fiir alle [£] < 6.
Weiterhin gilt nach Lévy’s truncation inequality, Aufgabe 22.3,
(R —R,Rdsszf 1, (0) = Re fin (€)) d
RN R A 2R [ (n(0) = Rein(6)) d€
(beachte hierzu, dass fi, (&) = (2m)%/i,(=€)). Mit dominierter Konvergenz folgt

timsup (B [~ R)Y) <2(Rm)* [ (9(0) ~Reo(€)) de

n—oo [-1/R,1/R
<2(2m)%e
fir R > 1. Insbesondere gilt also fiir n > no(e), pn(R?  [-R, R]?) < 3(27)%. Um
pn (RN [-R, R]?) < 3(2m)% fiir n < ng zu erhalten, vergréfern wir R gegebenenfalls.

Aufgabe 25.2. Losung: Da

174

wdpy, = / ud
‘[B Him Bnsuppu Hin

konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass B in einer kompakten
Menge enthalten ist. Es bezeichne K := B den Abschluss von B und U := B° das Innere
von B. Weiterhin kénnen wir annehmen, dass u nicht-negativ ist - anderenfalls betrachten

wir u* getrennt.
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Geméaf Lemma 24.6 existieren (wy)geny € Ce(E), (vk)keny € Ce(E), 0 < v < 1, 0 S wy < 1,

so dass wg T 1y und vg | 1. Nach Voraussetzung gilt p, N w4 und somit

/Budun,SfKudunS[u-vkdunm[u-vkdu.

Mit Beppo Levi folgt daher

li;ris;}pj];uduniireléfu'vkduzfKud,u.

Ganz dhnlich sehen wir, dass aus
fBudunZIUuduanu-wkdunm U - W dfs.
und dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt, dass
h??_l,icgf Budun > zlgle U~ Wy d = fUud,u.

Wegen (K \U) = pu(0B) = 0 erhalten wir schlielich

lim su /ud S/ud =fud <lminf [ wdy,.
n_)oop B Hn i M U 1% Pl I Hn
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