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2 Sigma-Algebren

Aufgabe 2.1. Losung:

(a) Die angegebene Menge ist keine Teilmenge der Potenzmenge von {a, b, ¢, d} und kann

somit keine o-Algebra sein.

(b) Das Mengensystem ist eine o-Algebra, da sie offensichtlich stabil unter Vereinigungen
und Komplementen ist und die Grundmenge {a,b,c,d} enthilt. Mengen der Form

{@,Q} sind immer o-Algebren iiber 2 fiir beliebige Mengen .

(c) Das Mengensystem ist keine o-Algebra, da z. B. das Komplement von {a} nicht in

ihr enthalten ist.
(d) Die Potenzmenge P(2) ist fiir beliebige Mengen (2 eine o-Algebra iiber (2.

Aufgabe 2.2. Losung:

(a) Wir zeigen die Mengengleichheit, indem wir nachweisen, dass alle Elemente, die in
einer der Mengen liegen, auch in der anderen liegen. Die meisten Schritte in der
Argumentation sind klar. Lediglich bei dem mit einem (%) gekennzeichneten Aquiv-

alenzpfeil muss man genauer hinschauen. Es gilt:

wedH(BY) = 3y e B £(w) =y
SAzeB: f(w)=2
< w¢{€eB}
< we{leB}°

Die Aquivalenz (*) gilt, da ¢ eine Abbildung ist: Jedem w € Q wird genau ein Element
in R zugeordnet. (Ist {(w) = y € B¢, dann gilt {(w) ¢ B, d.h. es kann kein z € B

existieren mit {(w) = z. Die Umkehrrichtung folgt analog.)
(b) Es gilt:
wegt (UBZ) < ¢(w)eUB;
iel iel
= 3@0 € If(w) EBiO
= Jigel:wet ™ (By)
= w € U£_1 (Bz) .

iel
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(c) Es gilt:

wee! (ﬂBZ) < &(w) e B
el iel
< Viel:¢(w)eB;
sViel:wet (B

sweNEH(B).

iel
(d) Wahle Q ={1,2}, £(1):=&(2) =1, A:={1}. In diesem Fall gilt: A°={2} und somit
(€(A4))° = ({11)° = {2} # {1} = £(4%).

(e) Es gilt:

xef(UAi)c»EleUAi:xzﬁ(w)

iel iel

< Jige [Lwe Ay, 1z =E&(w)

iel

(f) Fiir j e I gilt Njer Ai ¢ Aj, also

e(na)eecn.

iel

Da dies fiir alle j € I gilt, folgt

€(ﬂAi) cME(4)).

iel jel

Zusatz: Die Gleichheit gilt im Allgemeinen nicht. Wahlen wir z. B. Q = {1,2,3} und
€(1)=£(3) =0, £(2) =1, dann gilt fir A ={1,2} und B = {2,3}, dass

§(AnB) =¢({2}) = {1}

aber

S(A) ﬂf(B) = 5({172}) ﬂf({2,3}) = {07 1} n {07 1} = {07 1}'

Aufgabe 2.3. Lésung: Es gilt
e 7=f1H2)eA
e s sei A e A. Nach Definition existiert B € B mit A = f~}(B). Gemih Aufgabe 2.2
ilt
A= (f7H(B)° = F7H(B).
Wegen B¢ € B folgt A€ A.
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e Es seien (A,)neny © A. Dann existieren B, € B mit A, = f~1(B,). Wiederum folgt

aus Aufgabe 2.2, dass

U= U= (Us),

neN neN neN
Da U,en Br € B zeigt dies Upen An € A.

Aufgabe 2.4. LGsung:

(a)

(21) E€Aund damit C=EnCeC
(22) Sei AnC €€ dann gilt (mit Komplement bzgl. C), dass

(AnC)=C~N(AnC)=(E~NA)nC

und F \ A e A. Damit gilt: (AnC)¢eC
(¥3) Fiir AjnC €€ gilt Ujey Aj € A und damit

U(AjﬂC)Z(UAj)ﬁCEe.

JeN JeN

Eine Menge U ist offen in R? genau dann wenn fiir alle z € U ein € > 0 existiert, so
dass B.(x) c U. Wir zeigen als erstes, dass O eine Topologie in R? ist: (O1) Fiir
jedes z € R? gilt By(x) c RY, also ist R% € O. Aukerdem ist fiir @ die Bedingung leer,
d.h. auch g € 0.

(O3) Seien U,V € 0. Gilt UnV = @, dann folgt aus (O1), dass UnV € O. Wir
kénnen also annehmen, das U NV # @. Fiir jedes x € U NV existieren €y, ey > 0, so

dass B, (z) c U und B, () c V. Wegen
Bepney () cUNV

folgt UnV €O.
(O3) Sei J eine beliebige Indexmenge und Uj € O fiir alle j € J. Fiir jedes x € Ujc; U;

existiert ein jop € J mit x € Uj,. Da Uj, offen ist, kénnen wir € > 0 wihlen, so dass
Bg(x) c Ujo c U Uj.
jeJ

Damit ist UjEJ Uj € 0.

Dies zeigt, dass O eine Topologie in R? ist. Damit folgt auch leicht die zweite Be-
hauptung:

(01) @,R% € O und damit sind e O, R?n C € Oc¢.

(V) UnC,VnCeOc = (UnC)n(VnC)=(UnVnC)eOdenn UnV € Oc¢.
((93) Uj nCe OC = UjEJ(Uj ﬂC) = (UjEJUj) nCe OC denn UjEJUj € 0.
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(¢) Fiir OnC € O¢ gilt offenbar O n C € B(RY) ¢ da ¢(0) c B(RY). Folglich, o(O¢) c
B(RY) . Um B(RY) ¢ c 0(O¢) zu zeigen, definieren wir

Y:={BcR%LBnCea(Oc)}).

Man kann leicht sehen, dass ¥ eine o-Algebra ist. Weiterhin gilt O c . Damit folgt
o(0) =B(RY) cx.

Aufgabe 2.5. Losung: Wir bemerken zunéchst, dass 0(G)4 eine o-Algebra ist, namlich die
Spur-o-Algebra von o(G). Weil §4 c 0(9) 4, folgt auch 0(54) c 0(9) 4.

Wir miissen noch 0(G)4 c 0(G4) zeigen. Dazu definieren wir die Menge
Y:={ScE|SnAca(Ga)}

und wir rechnen nach, dass X eine o-Algebra auf F ist.
(X1) EnA=A€c0o(G4),dh. EeX

(32) Sei S €. Dann gilt S°nA = ANS = AN(SnA). Nach Voraussetzung ist SnA € 0(G4)
und weil (G 4) eine o-Algebra auf A ist, folgt AN (SNA) € o(54). Mithin ist S e X.

(X3) Sei (Sp)nco(Ga). Dann ist S, n A€ o(S94) und wir erhalten

(L;LJSn)mA:LﬁJ(SnnA)EU(SA)

dh. U, Sp e X.

Offensichtlich ist § ¢ X, d.h. 0(§) ¢ ¥ und wir erhalten aus der Definition von ¥, dass
o(§)nAcao(Ga).

Aufgabe 2.6. Losung: Wir fithren zuéchst einige Notationen ein:
e O: offene Mengen im R"
e C: abgeschlossene Mengen im R"
e K: kompakte Mengen im R"

Per Definition gilt dann
BcXcC

und somit
o(B) co(X)co(C).

Da fiir jede abgeschlossene Menge C € € gilt C° € O c 0(0) und o(0O) eine o-Algebra ist,
gilt C € 0(0). Folglich, 0(€) c 0(0). Kénnen wir zeigen, dass

a(0) c o (B) (%)
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dann folgt wegen ¢(0) = B(R"™) und
0(0)co(B)co(X)co(C)coa(O)

die Behauptung.

Zu (*): (*) folgt sofort aus der folgenden Identitét:

o= |UJ B, Oe€0.
BeB,BcO

Diese Gleichheit sieht man so:

e »c«: Es sei z € O. Da O offen ist, existiert » > 0 mit B,(x) ¢ O. Wihlen wir
q € Byyy(x) nQ" und 7' € (r/4,7/2) n Q, dann gilt B := By(q) c B(z) ¢ O. Wegen
x € B eB zeigt dies "c".

e »>«: Das ist klar, die rechte Seite ist eine Vereinigung iiber Teilmengen von O.

Aufgabe 2.7. Losung: Sei A* die Menge der Atome der o-Algebra A, welche zumindest die
leere Menge enthilt. Wir werden zeigen, dass eine o-Algebra aus der Menge der Vereini-

gungen seiner Atome besteht. Insbesondere gilt somit
) = 2FA L

wodurch die zweite Teilaufgabe mit einem Nein beantwortet werden muss. (Beachte: Der
Exponent wird um Eins verringert wird, da die leere Menge als Atom nichts zur Vereinigung

beitrégt.)

Seien A; und As Atome der o-Algebra A, d.h. Ay, As € A*, dann gilt A; n As ¢ A7 und
A1n Ay c Ay, Daher gilt entweder A1 N As = @ oder Ay = A1 n Ay = As. Insbesondere sind

Atome entweder disjunkt oder identisch.

Angenommen A* ist noch keine Partition von E, d.h. (Ugeq+A)¢ #+ @, dann ist
A:={BeA : B¥@ und Bc (Ugea-A)}

nicht leer und endlich. Insbesondere enthélt es minimale Elemente beziiglich der Teilmengen-
Relation. Sei D € A ein solches minimales Element und B € A mit B ¢ D. Dann gilt
entweder B = @, oder B € A und somit B = D, da D ein minimales Element von A
ist. Dies zeigt, dass D ein Atom der o-Algebra A ist, im Widerspruch zur Annahme

D eAc(Ugea-A)°. Also muss A* bereits eine Partition von FE sein.

(Idee fiir die Existenz minimaler Elemente: Wir nehmen eine beliebige Menge aus A und
iiberpriifen, ob es eine Menge in A gibt, die strikt kleiner bzgl. der Teilmengen-Relation ist.
Falls dies der Fall ist, iterieren wir den Schritt. Ansonsten sind wir bei einem minimalen
Element angekommen. Dieses Verfahren terminiert, da wir jedes Element aus A hdchstens

einmal untersuchen und A nur endlich viele Elemente enthélt.)
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Wir werden nun abschliefend zeigen, dass A aus der Menge der Vereinigungen seiner nicht-
leeren Atome besteht: Da o-Algebren stabil unter abzéhlbaren Vereinigungen sind, ist jede
Vereinigung von Atomen wieder ein Element der o-Algebra. Sei B € A eine beliebige Menge

der o-Algebra, dann besitzt die Menge die folgende Darstellung:

B:BOE:BH( U A): U (BnA).
AeA* AeA*

Da aus Bn A c A fiir A € A folgt, dass entweder Bn A = @ oder Bn A = A gilt, finden wir
B=J{AecA* : BnA=+g},

womit die Behauptung bewiesen ware.

Aufgabe 2.8. Losung: Es sei F eine beliebige Menge und € eine abzihlbare Familie von

10

Teilmengen von E. Wir nehmen an, dass C eine o-Algebra ist. Fiir jedes z € E ist die

Familie
C,={CeC:xeC}

abzahlbar. Somit ist C; := Ngee, C € €. Per Definition ist C, die kleinste Menge aus C,
die z enthélt. Da fiir alle C € C entweder x € C, N\ C oder x € C, nC, folgt Cp. = Cp N C
oder C = C, nC. Mit anderen Worten: C, nC =@ oder C,, c C. Insbesondere gilt dann
fir x # y, dass C, nCy = @ oder C = C,.

Nun sei I eine abzéhlbare Indexmenge mit (Cy)zer = (Ci)ier und C; # Cj fur ¢ # j. Fir
J c I folgt dann
CJ:UC]‘GG und VJ+#K,JKcl:Cj+Cg.
jeJ
Offensichtlich ist J — C; eine Bijektion von P(I) nach €. Damit gilt: Ist I endlich, dann

ist € endlich und wenn I unendlich ist, dann ist C nicht abzahlbar.

Sei A* die Menge der Atome der o-Algebra A. Seien A; und A, Atome der
o-Algebra A, d.h. Ay, Ay € A*, dann gilt A1 n Ay ¢ A1 und A1 n Ay ¢ Ay. Daher gilt
entweder A1 N A =@ oder Ay = A;n Ay = As. Insbesondere sind Atome entweder disjunkt

oder identisch.

Angenommen A* ist noch keine Partition von X, d.h. (UgeqxA)¢# @. Sei x € (Ugen-A)©,
dann ist Ay :={E €A : ze€ F und FE c (Ugey+A)°} nicht leer. Falls A abzihlbar ist,
dann ist A := npea, D wieder in A und ein Atom von A: Angenommen B ¢ A mit B € A,
dann gilt entweder x € B oder x € A~ B. Daher haben wir entweder A ¢ B c A oder
AcANBcA,dh. B=Aoder B=g.

Wir haben also gezeigt, dass A* eine Partition von A wiére, falls A abzdhlbar ist. Wir
werden nun zeigen, dass A in diesem Fall aus der Menge der Vereinigungen seiner nicht-

leeren Atome besteht: Da o-Algebren stabil unter abzéhlbaren Vereinigungen sind, ist
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jede Vereinigung von Atomen wieder ein Element der o-Algebra. Sei E € A eine beliebige

Menge der o-Algebra, dann besitzt die Menge die folgende Darstellung:
E:EszEm( U A)z U (EnA)
AeA* AeA*

Daaus EnAc A fiir AeA” folgt, dass entweder En A =@ oder En A = A gilt, finden wir
E=u{AecA* : EnA=%g},

womit die Behauptung bewiesen ware.

Somit gilt immer #(A) = #(24 M2} falls A abzéhlbar ist. Falls A jedoch abzihlbar
unendlich ist, dann ergibt dies einen Widerspruch, da 24" M2} in diesem Fall iiberabzihlbar

wire. (Denke an die Dualdarstellung der reellen Zahlen!)

L] ]
Aufgabe 2.9. Lo6sung:
(a) Nach Definition gilt
1, zeA\NB, 0, xe AN B,
1, zeB~NA, 0, zeB\A,
Laup(w) = Lanp(z) = (*)
1, zeAnB, 1, zreAnB,
0, ¢ AuB, 0, ¢ AuB.
Addition der beiden Gleichungen gibt
1, zeA\NB,
1, zeB\NA,
Laup(®) + Lanp(z) = =1a(z) +1p(x) (%)
2, xe€AnB,
0, ¢ AuB,
wegen
1, zeANB, 0, zeA\NB,
0, zeB\NA, 1, zeB\NA,
La(x) = Ip(x) =
1, zeAnB, 1, zeAnB,
0, ¢ AuB, 0, z¢AuB.

(b) Wegen 14(z) € {0,1} und 15(x) € {0,1} gilt
Tpnp(z)=1 <<= 2 AnB < 1y(x)=1,1p(z) =1 < 1y(z)lp(xz)=1.
Da beide Seiten nur Werte in {0, 1} annehmen konnen, folgt die Behauptung. Analog:

min{l4(z),1p(x)} =1 < 1a(z)=1,1p(x) =1 < Ly(x)lp(x)=1.

11
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(c) Per Definition gilt

0, zeA,
1 ac(x) = =1-T4(x).
1, z¢A,

(d) Aus (dem Beweis von) Teilaufgabe (a) sehen wir

1, xeANB,
) (%) 1, zeBNA, (*)
min{l4(z) + 1p(z),1} "= = Laup(x).
1, zeAnB,
0, z¢AuB,

(e) Wegen 14,(z) € {0,1} fiir alle i e N gilt

suply,(z) =1 < JipeN: 1y, (z)=1 < JpeN:ze A,
1€N

== ze|JA = 1y a,(x)=1.
ieN

Da sowohl sup; 1 4,(z) als auch 1y, 4,(x) nur Werte in {0,1} annimt, folgt die Be-
hauptung.

(f) Wegen 1 4,(x) € {0,1} fiir alle ¢ € N gilt
inl\f]’]lAi(:x):l — VieN:1y(x)=1 < VieN:xe4
1€

— re[4; = 1n . a,(z)=1
1eN

Da sowohl inf; 1 4,(z) als auch 1, 4,(2) nur Werte in {0,1} annimt, folgt die Be-
hauptung.

Aufgabe 2.10. Losung:
(b) Es gilt

weliminf 4; < JkoeN:we [ A4;

i—00 i>ko

dkg e NVi2 ky:we A;

1]

w liegt in schlieflich allen A;’s.
Analog sieht man:

welimsupA; <= VkeN:wel A4,

1—00 2k

VEeNTip > k:we A,

1]

w liegt in unendlich vielen A;’s.

12
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(a) Sei w €. Da Indikatorfunktionen nur die Werte 0 und 1 annehmen, ist (1 4,(w));cy
eine Folge von Nullen und Einsen. Deshalb gilt wegen (b):

liminfl4,(w)=1 <= lim14,(w) =1
1—> 00 1—> 00
<= 14,(w) =1 fiir schlieblich alle i € N

<= w € A; fiir schlieflich alle i ¢ N

<~ w e liminf A;.

7—>00

Ganz dhnlich folgt:

limsuply, (w) =1 <= 14,(w) =1 fiir unendlich viele i ¢ N

3—>00

w € A; fir unendlich viele i € N

1]

w € limsup A4;.

1—>00
(¢) Offenbar gilt
limsuply,(w) =1 <= 14,(w) =1 fiir unendlich viele i € N

71— 00
Z L4, (w) = 0.
%

!

13






3 Malde

Aufgabe 3.1. Lésung: Seien im Folgenden stets Ay, Ag,--- € A disjunkt mit A := (J;en 4;.

a) (Dirac-Map, 6-Funktion, Punktmasse). (E,A) beliebiger Messraum, z € E fest.

0, z¢A
596 P A > {07 1}a 5$(A) =
1, zeA

ist ein Maf, denn
(My) A ist per Definition eine o-Algebra auf E.
(M) 0,(2) =0, da offenbar = ¢ @.
(M) Um die o-Additivitdt zu zeigen, betrachten wir zwei Falle:

e 0;(A) =1: Dann gilt € A und es gibt auf Grund der Disjunktheit der A;
genau ein jp € N mit x € A;). Also folgt

S 00(A)) = 6:(Aj) = 1= 6,(A).
jeN

e 0,(A)=0: Es gilt fiir alle j € N, dass x ¢ Aj; folglich

> 60(4;) = 0= 6,(A).
jeN

b) E =R und A wie in Beispiel 2.3e) (d.h. Ae A <= A oder A® abzéhlbar). Dann ist

0, A abzidhlbar
v(A) =
1, A€ abzidhlbar

ein Mafk, denn:

(My) Nach Beispiel 2.3e) handelt es sich bei A um eine o-Algebra. Weiterhin bemerken
wir, dass v wohldefiniert ist, da (wegen E = R) nicht sowohl A als auch A¢

abzahlbar sein kann.
(M1) @ ist offensichtlich abzédhlbar, also (@) = 0.
(M2) Wir betrachten wieder getrennt zwei Félle:

e 7(A) =0 < A abzihlbar < alle A; sind abzihlbar < ¥;v(A;) =0

15
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e Per Definition sind die folgenden Aussagen dquivalent:

v(A) =1« A= Aj nicht abzihlbar
jeN

< 3jo € N: A abzihlbar

(*)
<> (45 =1
J

(%), »=>« Wegen der Disjunktheit gilt A; c Aj) fur alle j # jo. Aus Aj
abzdhlbar folgt also, dass A; abzéhlbar ist fiir alle j # jo, d.h. insbesondere
7(4;5) =0.

(%), »<=« Wegen v(A;) € {0,1} kann nur ein jo € N existieren mit y(A;,) # 0.
Folglich ist 7(Aj,) = 1 und somit Aj  abzihlbar.

Ersetzen wir »abzahlbar«durch »endlich«ist v nicht mehr o-additiv: Betra-
chte zum Beispiel A; = {j}, 7 € N. Dann ist A = UjenA; = N ¢ A, d.h.
A ist keine o-Algebra (insbesondere ist 7(A) gar nicht definiert). Mit der
gleichen Argumentation wie oben kénnen wir jedoch zeigen, dass die endliche

Additivitat weiterhin gilt.

c) (E,A) beliebiger Messraum. Dann ist

AeA,
+00, A unendliche Menge

A {#A, A endliche Menge
ein Mafs, denn:
(My) A ist per Definition eine o-Algebra.
(M) |a|=0.

(Ms) Gilt |A] < oo, dann ist |A;] < oo fiir alle j € N, da die Mengen nach Voraussetzung
disjunkt sind. Das bedeutet gerade, dass die (A;),ey eine Partition von A bilden
und sich folglich die Méachtigkeiten addieren.

Falls |A| = oo, so gibt es ein jo € N mit |A;)| = oo oder abzéhlbar unendlich viele

A; sind nichtleer. In beiden Féllen ergibt sich

2. |4l =00 =A].
jeN

d) (diskretes W-Maf) E = Q = {w1,ws,...} abzéhlbar, A = P(Q), (p;)jen c [0,1] mit

2521 pj = 1. Dann ist

P(A)= ) pj=) pidu;(4), AcQ

jrwjeA jeN

ein Maf, denn

16
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(My) P(Q) ist stets eine o-Algebra iiber (.
(Ml) P(Q) = Zj:Wje(ij =0.

(Ms) Es gilt o
PA) = Y 5 T Y Y pi= DA

Jrwjel; A; 1eNj:w;eA; 1eN

Aufgabe 3.2. Losung: Nach Voraussetzung enthilt Y mindestens zwei Elemente a,b € E. u

ist kein Mafs, denn

pr({ay u{d}) =1#2=p({a}) +p({b}).

u3 ist ebenfalls kein Mafs, da

ps({a} u{b}) = oo # 0= pz({a}) + us({b}).

Wir zeigen nun, dass po ein Maf ist:
(My) P(E) ist eine o-Algebra.
(M) Offensichtlich gilt us(2) = 0.

(M3) Es sei (Aj)jen € P(E) eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Wir betrachten zwei
Falle:

e Jjo: AjynY # @. In diesem Fall gilt insbesondere Ujeny Aj NY # @ und somit
) (UjeN Aj) = 0o. Andererseits ist

00 = pa(Ajy) < D p2(4;),
jeN

also

D h2(Aj) =00 :MQ(UAJ)‘

jeN jeN
e Vj:A;nY =@. Dann ist auch Ujeny 45 Y = @ und somit
s (u Aj) ~0= Y pa(Ay).
jeN jeN

Aufgabe 3.3. Losung:
(a) Falls ¥ .5 f(2) endlich ist, dann sind offensichtlich die Mengen {x € E : f(x) > 1/n}

endlich. Somit ist insbesondere

(zeE: f(m)>0}:U{er: f(:c)>%}

neN

abzahlbar.

17
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(b{Mp) P(FE) ist eine o-Algebra.
(M) Da x ¢ @ fiir alle z € A gilt u(@) =0.
(M) Wir beweisen zunichst das folgende

Lemma. FEs sei (8ij)ijen € R. Dann gilt

sup > Bij = > sup Bij. (*)
ieN jeN jeN €N

Bewers.  Offensichtlich gilt By, < supjeysup;ey Bi; fir alle m,n € N. Da die

rechte Seite nicht von m,n abhéingt, bleibt die Ungleichung erhalten, wenn wir

das Supremum iiber n nehmen:

Sup Bmn <supsup f;;  fiir alle m e N.
neN 7jeN eN

Mit der gleichen Argumentation folgt

Sup sup Bmn < supsup fBi;.
meN neN jeN ieN

Die umgekehrte Ungleichung »>« indem wir die Rollen von ¢,j und m,n ver-

tauschen. -

Es sei nun (A4;)jev ¢ A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Wir setzen

A= Jjeny Aj und betrachten zwei Fille getrennt:

o {zeA;f(x)>0} ist iiberabzahlbar: Aus (a) folgt, dass dann u(A) = co. Da
A die disjunkte Vereinigung von abzéhlbaren Mengen ist, existiert dann jo € N
mit der Eigenschaft, dass {x € A;,; f(x) >} iiberabzéhlbar ist. Insbesondere,
p(Aj,) = oo. Folglich,

M(U Aj) = u(A) = 00 = Y u(A).

jeN jeN

o {x € A;f(x) > 0} ist abzahlbar: Es sei (g;)in eine Abzdhlung von {x €
A; f(x) >0}. Dann

p(A) =3, f(z)

reA

= f(ﬂﬂ)f%:(U Aj)

rel jeN

=2, 2 f(@)d:(4))

zeF jeN

M
= sup sup Z Zf($)5x(Aj)

NeN MeNgy,....qn j=1
*

® S |
= sup sup Z Z f(@)d2(4;)

MeN NeN j=1qy,...,.qn

18
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=2 > f(@)d:(4))

jeNzeE

=2 2 f(@)

jEN xEA]‘

=D u(4;).

jeN
(Vgl. auch Aufgabe 8.6.)

¢) Das Mals p ist endlich, falls Y. f(x) endlich ist. Weiterhin folgt direkt aus Teilauf-
H zeE
gabe (a), dass {x € E': f(x) > 0} abzéhlbar ist, falls das Maf o-endlich ist. Ander-
erseits: Ist {x € E: f(x)>1/n} endlich, so ist pu o-endlich.

Aufgabe 3.4. Losung: Betrachte den Messraum (N, P(N)) ausgestattet mit dem Zahlmafs

p(A)=> 1=> 6,(4), AcN
neA neN

Fiir die Mengen By, := {n,n+1,...} gilt dann u(B,,) = oo, aber

1( r?\]Bn) = (@) =0.

Ein dhnliches Beispiel kann man auch fiir den Mafraum (R, B(R), \) konstruieren (wéhle
By, :=[n,)).

Aufgabe 3.5. Losung: Wir zeigen, dass p endlich additiv und stetig von unten ist. (Beachte:
J ist keine o-Algebra, da (0,1]¢ = (-o0,0] U (1,00) ¢ J.)

(a) u(@) =0. Weiterhin ist p(a,b] > 0 da m monoton wachsend ist.

(b) Seien (a,b],(c,d] disjunkte Intervalle, so dass (a,b] U (¢,d] € . Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei a <b=c<d, d.h. (a,b]u (¢, d] = (a,d]. Folglich gilt

p((a,b]u (¢, d]) = m(d) —m(a) = m(d) - m(c) + m(c) - m(a)
= (m(d) —=m(c)) = (m(b) - m(a))
= p((c,d]) + p((a, b]).

(c) Seien Uj € I mit U; 1 U €7, d.h. Uj = (aj,b;], U = (a,b] mit a; | a und b; + b. Aus

der Stetigkeit von m erhalten wir
i p(U) = lim (m(by) = m(a;)) = m(b) ~ m(a) = u(U).

19
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Aufgabe 3.6. Losung: Wir folgen dem Hinweis und beweisen als ersten Schritt das folgende

20

Lemma.

Lemma. FEs sei (f;5)ijen € R. Dann gilt
sup sup fi; = supsup J;;. (*)
€N jeN jeN ieN
Beweis. Offensichtlich gilt By, < supjeaysup;ey Bij fiir alle m,n € N. Da die rechte Seite
nicht von m,n abhéngt, bleibt die Ungleichung erhalten, wenn wir das Supremum {iber n
nehmen:

Sup B, < supsup B;;  fiir alle m e N.
neN jeN ieN

Mit der gleichen Argumentation folgt

SUp Sup Bmn < supsup fB;;.
meN neN jeN ieN

Die umgekehrte Ungleichung » >« indem wir die Rollen von ¢, j und m,n vertauschen. m

Zuniichst bemerken wir, dass die Reihe u(A) = ¥y 27 1; (A) fiir jedes A € A eine Summe
von nicht-negativen Zahlen darstellt und somit p(A) wohldefiniert ist (beachte, dass wir

p(A) = oo zulassen).

(M1) Aus p;(@) =0 erhalten wir

(o) = %241%(@) = 0.

(M2) Es sei (Aj)jen ¢ A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Aus der o-Additivitét

der p;’s folgt

M(U Aj) = Zzi/‘i(UAj)

jeN 1eN jeN

N M
= lim i 27 ui (A
A, i, 2, 2,2 m(4y)

N M
=supsup . > 27 u;i(4;).
NeN MeN j=1 j=1

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass die Folgen monoton wachsend sind, also

lim = sup. Mit (x) sehen wir nun

M N
M(U Aj) =supsup » ¥ 27" u;(4;)

jeN MeN NeN j=14=1
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M N
= lim lim Y > 27'u;(A;)

M—o00 N—oo j=1li=1

M .
= Jm > D027 wi(A)
7% j=1jeN
M .
=A}1§100j=12 p(45)

Bemerkung: Fiir eine Verallgemeinerung der Aussage und weiterfithrende Aufgaben siehe
auch Aufgabe 8.6.

Aufgabe 3.7.
d.h.

Lésung: Wir bezeichnen mit N}, die Familie aller Teilmengen von u-Nullmengen,

N, ={NcE;3AeA:u(A)=0,A>N}.

(a) Da p(@) =0 gilt offensichtlich @ € N};. Damit folgt insbesondere fiir alle A € A, dass

A:

Au@eA*. Wir zeigen nun, dass A" eine o-Algebra ist:

(30) Klar wegen @ € A und @ € Nj,.

(¥1) Essei A*=AUuN eA*, Ae A, N eNj. Nach Voraussetzung existiert M > N,

(232)

M e A, mit p(M) =0. Dann ist
(A")=(AuUN) = A°nN°
=A°NnN°n(M°uM)
= (AN N N M)Uu(A°NN°n M)
=(A°NnM)YU (AN N°n M)
wobei wir benutzt haben, dass aus N ¢ M folgt, dass M“ ¢ N¢ (und folglich
M¢n N¢=M°). Wegen
o A°NnM°eA
e A°NN°nMcMund u(M) =0
folgt, dass (A*c) € A*.
Es sei (4])jen ¢ A¥. Dann ist A7 = A; U N; mit A; € A und N; € N fiir alle
j € N. Folglich

UA4j=U4uN;) = 4ulUN;eAr

jeN jeN jeN jeN
eA =NeN},

Hier haben wir verwendet, dass die abzahlbare Vereinigung von (Teilmengen von)

Nullmengen wieder eine (Teilmenge einer) Nullmenge ist: Da N € N}, existiert
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M; > Nj, Mj € A, mit p(M;) =0. Dann ist
N=UN;eUM; =M u(M) < Y (M) =0,
jeN jeN jeN
d.h. N eNj.

(b) Es sei A* € A*. Wir miissen zeigen, dass fiir zwei beliebige Darstellungen der Form
A = A1 UN1 und A* = AQ UN2 mit Al,AQ € A und Nl,NQ € N; gﬂt, dass [L(Al) =
u(As). Wegen Ny, Ny € N, existieren My, My € A, My 5 N1, Mz 5 No mit u(My) =
0 = pu(Myz). Insbesondere gilt

AICAIUN1=A2UN2CA2UM2
AQCAQUNQZAlLJNlCAlUMl.

Aus der Monotonie und Subadditivitdt des Mafes folgt daher

1(A1) € p(Az 0 M) < p(A2) v pu(Mz) = u(A2)
1(A2) € p(Ar v M) < p(Ar) v p(Mr) = p(Ar).

Das zeigt u(A1) = u(Asz).

(c) Wir haben bereits in Teil (a) gesehen, dass fiir A € A die Zerlegung A U @ zuléssig
ist. Aus Teil (b) folgt sofort, dass m(A) = u(A) fir alle A € A. Wir zeigen nun noch
(My) und (Ms):

(M) Wegen @ € A wissen wir aus dem ersten Teil dieser Teilaufgabe schon, dass
(@) = u(2) = 0.

(M) Es sei (A])jen c A eine Folge disjunkter Mengen. Wir schreiben A% = A; U N;
mit A; € A, N; € Nji. In Teil (a) haben wir gesehen, dass A* = Ujen A} = AUN
mit

AZUA]'E.A NZUN]'E:N;.
jeN jeN

Gemaéf Teil (b) gilt daher
A(A") = p(A) = 3 p(Ay) = 3 A(A]).
jeN jeN

(d) Es sei M* eine p-Nullmenge, d.h. M* € A* und a(M*) = 0. Es sei Bc M*. Wir
miissen zeigen, dass B € A* und i(B) = 0. Letzteres ist wegen der Monotonie von [
klar, wenn wir wissen, dass B € A".
Wir schreiben Nj, := {N* ¢ E'| 3N e A,u(N) =0 : N > N*} fiir die Familie aller
Teilmengen von (messbaren) p-Nullmengen. Nach Voraussetzung gilt B ¢ M* und
M* = MuN* fiir ein M € A und ein N* e N, Weil g(M*) =0 gilt, folgt auch
p(M) = 0. Aufgrund der Definition von N}, gibt es ein N > N* mit N € A und
w(N) =0. Mithin gilt

BcM* =MuN*cMuUNEeA
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und p(M UN)<p(M)+p(N)=0.

Also folgt, dass B € Nj, und B =@u B € A*. Insbesondere gilt fi(B) = j(2) = 0.

(e) Setze B:={A*c F : es existieren A, Be A mit Ac A* c Bund u(B\ A) =0}. Wir

miissen zeigen: A" = B.

Es sei A" ¢ A#. Dann ist A" = AuN mit A€ A und N e N;,. Wegen NN € N}, existiert
MeA, M >N, mit u(M) =0. Wir behaupten, dass B := AuM alle Voraussetzungen
erfiillt.

e BeA wegen A, M € A.
e AcA*cAuM =B
o u(BNA)=u(M)=0.

Nun sei A* € B und A, B wie in der Definition. Fiir N := A* \ A und M := B\ A gilt

dann offenbar
e NeNj wegen N c M und pu(M)=pu(B\A)=0.
e A"=AU(A*~A)=AUN.
Folglich A* € A*.
(f) Wir erinnern zunéchst an die Definition der o-Algebra A*:
At ={AUN*|AecA, N* eN'}.

Weil

AUN"=AA(N*NA)ea(A,N))
S —
eN},

gilt, erhalten wir sofort, dass
At c{AAN*|AecA, N*eN}co(AN).
Umgekehrt wissen wir, dass
AcA* und Njc A*.
Weil A* eine o-Algebra ist, erhalten wir
a(A,N},) co(Ar) = A" ca(A,N)).
Damit haben wir die Behauptung gezeigt.

Aufgabe 3.8. Losung:

23
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(a)

Fiir festes € >0 und A € ¥ wahlen wir Mengen U € O, F' € F, so dass F ' c Ac U und
u(U N F) <e. Definiere U':= F¢e O und F':= U € JF. Dann gilt

F'cA°cU sowie UNF' =F°\U*=F°‘nU=U\F.
Es folgt u(U'~ F') = (U N F) < €, und das zeigt A€ € 2.

Wir schreiben d(z,y) fiir den Abstand der Punkte x,y € £ und By, (0) fiir die offene
metrischen Kugel {y € E | d(y,0) < %} Mit der Dreiecksungleichung sehen wir sehr
einfach, dass die »geréinderten« Mengen U, := F' + By, (0) offene Mengen sind, die
gegen F absteigen: U, | F. Mit Hilfe der Mafstetigkeit folgt u(U, ~ F) —— 0 und
wegen F> F'c F cU, €0 ergibt sich Fc X. T

Wir withlen € > 0 und A; € ¥, j = 1,2. Dann gibt es offene Mengen U; und abgeschlossene
Mengen Fj, so dass F; ¢ Aj c U; und pu(Uj \ Fj) < e. Die Mengen Fy n Fy und Uy nUs
sind immer noch abgeschlossen bzw. offen, und es gilt Fy N Fs ¢ A;n Ay c Uy nUs

sowie
(U nU2) N (Fyn Fy)) = u((Un nUz) 0 (FY U FY))
= w([(UinUa) N F{]u[(Ur nU2) \ Fy])
<p(Un s Fy) + p(Us N F)
< 2e.
Es folgt, dass X schnittstabil ist.
Wir wihlen € > 0 und irgendeine Folge (A;,)nen € 2. Dann gibt es offene Mengen U,
und abgeschlossene Mengen F,, so dass
F,cA,cU, und u(U,\F,)<e2™.

Wir definieren A := U, A,. Die Menge U := U, U, o A ist offen, F := U, F}, ist
in A enthalten, aber es ist »nur« eine aufsteigende Folge abgeschlossener Mengen

®,,:= F1U...UF, (und nicht notwendig selbst abgeschlossen).

Nun gilt

(U (UR) U (o (UR)) U .

n

Auf Grund der o-Subadditivitdt von u folgt daher
p(UNF)<Y p(UpNFp) <) 2™ =

Wir beachten nun, dass @, c AcU und U\ ®,, | U\ F. Mit der Malstetigkeit sehen
wir dann inf, p(UN®,) = wW(UNF) <€, d.h. p(UN®Py) < 2e¢ wenn N = N, hinreichend
grof ist. Diese Uberlegung zeigt, dass ¥ stabil ist unter abzihlbaren Vereinigungen.
Aus Teil a) wissen wir bereits, dass ¥ stabil unter Komplementbildung ist und dass

@ € Y. Folglich ist X eine o-Algebra.
Da Fc ¥ und B(E) = o(F), folgt auch B(FE) c X.
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(d) Fiir jede Borelmenge B € ¥ und jedes € > 0 gibt es offene bzw. abgeschlossene Mengen
Uc und F,, so dass F, c B c U, und

(B~ Fo) S p(Ue N Fo) <e = p(B) <e+p(Fe),
u(Ue N B) < p(Ue N Fe) <€ = u(B) > p(Ue) —e.

Daher gilt

sup  p(F) S p(B) e+ p(Fe) <e+ sup  p(F)

FcB, FeF FcB, Fe¥F
I —€x —€x < .
oo M) <UD me ) < o 10D

(e) Wenn F e F abgeschlossen ist, dann sind alle Schnittmengen K,, n F', n € N, kompakt
und K, n F' 1t F. Mit Hilfe der Mafsstetigkeit folgt

p(F) =suppu(K,nF) < sup  p(K) < p(F).
n KcF,K komp.

Mithin,

u(F) = sup w(K) VFe7. (*)
KcF,K komp.

Teil d) und (*) zeigen

d)
pn(B) = sup u(F)
FcB,FeF
O sup sup  pu(K)
FcB, FeF KcF,K komp.

< sup sup w(K)
FcB,Fe¥ KcB,K komp.

Bem: unabhéingig von FcB

=  sup  p(K).
KcB,K komp.

Weiter ist pu(K) < p(B) fiir beliebiges K ¢ B und supgcp g komp. #(K) < p(B).

Damit ist alles gezeigt.
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4 Eindeutigkeit von Malden

Aufgabe 4.1. Losung:

(a)

(b)

(d)
(e)

Das folgt sofort aus der o-Additivitdt des Lebesgue-Mafses:
AUN; < S A%Yy) =o0.
jeN jeN
Wir erinnern uns: Ist (X, A, u) ein Makraum und (B)pey € A mit B, | B und
w(By) < oo, dann gilt lim,,,c u(By) = p(B) (Stetigkeit von oben).

Zunéchst gilt {r} € B(R), da {r} eine abgeschlossene Menge ist. Fiir den Mafraum
(R,B(R),A') und B, := [r,r + 1/n) gilt offenbar B,, | {r}, A}(B;1) =1 < co. Aus der

Stetigkeit von oben erhalten wir somit

M({r}) = lim A(B,) = lim 1 o

—o00 N

Ebenen sind abgeschlossene Teilmengen des R? und daher Borelmengen. Da das
Lebesgue-Maf translations- und rotationsinvariant ist, kénnen wir ohne Beschrénk-
ung der Allgemeinheit annehmen, dass E = {(z,y,2) € R3; 2 = 0}. Fir k¢ € N

definieren wir
1
Apyi= {(a:,y,z);—k: Sx<k,-k<y<k0<z< Z}
Aus der Stetigkeit von oben, vgl. Teil (b), folgt fiir Ay := Npey Ak e:
2
N3(Ag) = lim A¥(Ag) = lim ((2k)(2k)z) _ 0.
Mit Teil (a) erhalten wir, dass E = Ugey Ag als abzdhlbare Vereinigung von Nullmen-
gen wieder eine Nullmenge ist.
Nein, da im Allgemeinen M ¢ B(R?).
{AeBRY) |a¢ Aund b¢ A}

Aufgabe 4.2. L6ésung:  ist ein Dynkin-System, denn

(D1)
(D2)

#FE =2k ist gerade, also ist F € F.
AeTF = #A ist gerade = #A° =2k — #A ist gerade = A e F.

(D3) Aj €T disjunkt = #A; sind gerade und damit auch #U; A; = ¥; #A4; = U; A; €T,
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J ist keine o-Algebra, denn {1,2},{2,3} € F aber {1,2} n{2,3} = {2} ¢ F.

Aufgabe 4.3. Losung:
(a) Wir haben § c Gu{@} und somit §(G) c §(Su{@}). Auberdem gilt @ € §(G) nach der
Definition von Dynkin-Systemen und § c 6(G) nach Konstruktion minimaler Dynkin-
Systeme. Daher gilt Su{@} c §(G). Folglich, §(G) = §(Su{@}). Analog zeigt man
o(9) =o(5u{z}).
Nun ist §u {@} von der Form {A° A, @} und somit schnittstabil. Es gilt also
8(9)=d(gu{a}) =a(Gui{a}) =a(9) = {2, 4,4° E} = {2,(0,3),[5.1), (0. 1)}

nach Satz 4.4.
(b) Analog zu (a) lasst sich
o({(0,51.[3. 1)}) = o({(0,3), {3}, (3. 1)})

zeigen. Aus Aufgabe 2.7 kennen wir die Struktur von ({41, A2, A3}) fiir eine Par-
tition {4, A2, A3} von E. Wir erhalten also

U({(Ou %]7 [%7 1)}) = U({A17A27A3})
={@, A1, A, A3, A1 U Ag, Ay U A3, Ay U A3, E'}

={2,(0,3).{3},(3.1),(0,51. (0, 5) v (5. 1).[5,1), (0, 1)}

aus der Darstellung einer o-Algebra durch ihre Atome. Man iiberpriift leicht, dass

D:={2,(0,3],(3.1),[3.1),(0,3), (0, 3) v (3.1), {5}, (0, 1)}

ein Dynkin-System ist, dessen Elemente sich als Vereinigungen und Komplemente

von Mengen aus §u {@} darstellen lassen. Daher gilt
Dci(Gui{z})=46(9)

und somit D =6(9), da §c D und §(9) minimales Dynkin-System ist.
Bemerkung: Falls E =[0,1), dann gilt §(9) # o(9) fir G = {(0, %], [%, 1)}.

Aufgabe 4.4. Losung: Manchmal werden Familien mit (D), (D5), (Dj) auch monotone
Klassen genannt. Zur Vereinfachung der Sprache wollen wir das in dieser Losung (und nur

hier!) auch so halten.

Offensichtlich ist eine monotone Klasse M auch ein Dynkin-System:

C.DeM % CUD=E~[(ExC)~D] e,
2
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d.h. M ist u-stabil. Damit folgt (D3) sofort aus (Dj); (D) ist ein Spezialfall von (Ds).

Umgekehrt ist jedes Dynkin-System D eine monotone Klasse:

D
M,NeD, McN E:2;>NcmM:M\N:® und NNM = (N°uM)eD,
Ds

d.h. (D)) ist erfillt. Daher impliziert (D3) sofort (D).

Aufgabe 4.5. Losung:

(a) Genau wie im Beweis von Satz 2.4a) sieht man, dass der Schnitt von beliebig vielen

monotonen Klassen wieder eine monotone Klasse ist. Daher ist

m(@) = S
Fc§
gMC

wieder eine monotone Klasse. Beachte dazu, dass der Schnit nicht-leer ist, weil die
Potenzmenge P(E) offenbar eine monotone Klasse ist, die F enthilt. Ebenfalls wie
im Beweis von Satz 2.4 folgt, dass m(F) minimal ist.
(b) Definiere
D:={Fem(F);F em(F)}.

Nach Voraussetzung gilt F c D. Konnen wir zeigen, dass F eine monotone Klasse ist,

dann folgt die Behauptung.

(MCy) Es sei (My)peny € D mit My t M = Upeny My,. Dann ist M € m(F) (da m(F) eine

monotone Klasse ist) und

M€ = (U Mn) = () ME e m(F).
neN neNW;

(Hier haben wir verwendet, dass M, 1 == M, | und somit N,y M, € F gemif
(MCy) fir m(F).) Das zeigt M € D.

(MCs) Essei (Np)neny € D mit Ny | N = Nyeny V. Genau wie im ersten Teil des Beweises
folgt aus N € m(F) und N t N¢, dass N¢ e m(F) wegen (M C1) fiir die monotone
Klasse m(&). Folglich, N e D.

(c) Wir folgen dem Hinweis. Aus der n-Stabilitét von JF folgt offensichtlich F ¢ ¥. Dass

Y. eine monotone Klasse ist, sieht man so:

(MCy) Es sei (Mp)pey € X mit M,, + M und F € F. Dann gilt M € m(F) und aus
m(F) > M, nF 1t MnF erhalten wir (aus (MCh) fir m(5)), dass M nF e m(F),
also M € 3.

(MC3) Die Argumentation ist analog zu (MCy).
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Folglich ist ¥ eine monotone Klasse und somit m(JF) c X. Das zeigt gerade F ¢ ¥'. Da
Y’ eine monotone Klasse ist (genau die gleiche Argumentation wie fiir ¥; man ersetze
die Bedingung » F' € F« durch » F' € m(F)«) gilt also m(F) c ¥/, Das impliziert die
Behauptung.
(d) Aus M o F folgt
M =m(M) >m(F).

Es geniigt also zu zeigen, dass m(JF) eine o-Algebra ist, die F enthélt. Da m(F)
geméf Teil (c) n-stabil ist, gentligt es zu zeigen, dass m(F) ein Dynkin-System ist
(vgl. Satz 4.4). Das sieht man so:
(D1) Nach Voraussetzung gilt E € F c m(5F).
(D) Folgt direkt aus (b).
(Ds)
(D1)
C,Dem(F) ﬁ) CuD=EN[(ENC)\D]em(F),
2
d.h. m(F) ist u-stabil. Damit erhélt man (D3) sofort aus (MCh).

Aufgabe 4.6. Losung:

(a) Wir folgen dem Hinweis und zeigen, dass
Di={AecA:Ve>03Ge§G: u(A A G)<e}

ein Dynkin-System definiert.
(D1) Nach Voraussetzung gilt G := E € G und somit u(F A G) = u(@) =0, also E € D.
(D2) Essei AeD. Fiir jedes € > 0 existiert dann G € § mit u(A A G) <e. Aus
AC A GO = (GO A%) U (A°N GF)
=(G°nA)U(A°nG)
=(ANG)u(GNA)
=AAG

sehen wir, dass p(A° A G°) <¢; folglich, A° € D (beachte, dass G € G!).
(D3) Es sei (Aj)jen € D eine Folge paarweise disjunkter Mengen und € > 0. Da p ein
endliches Maf ist gilt
> n(4;) =u(L‘J Aj) < oo,
jeN jeN
insbesondere konnen wir also N € N wahlen, so dass

> u(4y)<e
j=N+1
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Fiir j e {1,...,N} existiert G; € § mit u(A; & Gj) <e2. Fir G:=UY,Gj€§
gilt dann

Il
—_—m
<.
n( e
zZ
N
<.
N —
B}
Q
I}

(U Aj) NG
jeN

Il
—_—m
<.
G
b
<.
S—
D
<
)=
S0
N —

Analog sieht man

Damit

M((U Aj) A G) <M(U(Aj A Gy)u G Aj)

JjeN j=1 j=N+1

WA B G+ S Ay

j=N+1

M=

<

<
1l
=

€27 +e€

M=

<

<
1l
—_

<e+e.

Da € > 0 beliebig ist, zeigt das (Jjen Aj € D.
Offensichtlich gilt § ¢ D (wihle G = A€ §). Da G n-stabil ist, folgt

A=0(9)=5(8)cD.

(b) Betrachtet man das Mengensystem
D'i={AecA:Ve>03GeG : u(A 2 G)<e,v(A L G)<e},

so folgt genau wie in Teil (a), dass D’ ein Dynkin-System ist. Mit der gleichen

Argumentation wie in (a) folgt dann die Behauptung,.

(c) »<=«: Essei A e A mit A c UpenIn und p(Upen In) < €. Aus der Monotonie des
Mafes folgt

wu(A) <,u(U In) <E,
neN
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also u(A) = 0.
"=": Wir setzen K := {A ¢ R4 3([)penw € I+ A = Uy, I} und beobachten, dass
I eX = I¢eX. Weiterhin definieren wir

Di={AcRLEVeIS K eK:JcAc K, u(K N J)<e}.

Behauptung: D ist ein Dynkin-System.

(D;) Offensichtlich gilt £ =R?e D (wihle J = K = RY).

(D2) Essei AeD und €>0. Dann gibt es J, K e KX mit Jc Ac K und pu(K ~J)<e.
Wegen J¢ K€ e K, p(K~ J¢) = u(J N K) < e und J¢ > SA® o K€ folgt sofort
AeD.

(D3) Essei (Aj)jen c D eine Folge paarweise disjunkter Mengen und e > 0. Wir wéhlen
JjeX und K; e X mit J; c A; c Kj, u(K; ~ J;) < €27 und setzen

JﬁZUAj K:ZUK]'.
jeN jeN
Da X stabil unter abzdhlbaren Vereinigungen ist, gilt J € K, K € K. Weiterhin
ist JclJ; 4j c K und

sl () ()

jeN jeN

(o) (n)
[y mz)])

| jeN keN

< U(KjﬂJ;’))

jeN

<) (KN Jy)
jeN

(K j\Jj)<e27d
<E.
Folglich ist 1J; Aj € D.
Wegen J ¢ D folgt, dass B(RY) = §(J) c D.

Aufgabe 4.7. Losung: "=": Wegen G c B und ¥ c € sieht man aus der Unabhéngigkeit von
B und € sofort
P(GnH)=P(G)P(H) VGe G, HeH

"<=": Das Mengensystem

D= {AcA:VG e G:P(AnG) = P(A)P(Q)).

ist ein Dynkin-System:
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(Dl) Aus
P(QnG) =P(G) =P(G)P(Q?)
folgt sofort 2 € D. (Beachte dass P ein W-Maf ist, also P(2) = 1.)
(D2) Essei AeD. Fir Ge§ist

P(A°NnG) =P((2NA)nG)
=P(G~(ANG))
ZP(G)-P(ANnG)
AP p(G) - P(A)P(G)

=P(G)(1-P(A4))

= P(G)P(A°)

wobei wir in () verwendet haben, dass P ein endliches Maf ist. Folglich, A¢ € D.

(D3) Es sei (Aj)jen ¢ D eine Folge paarweise disjunkter Mengen und G € §. Dann ist auch
(A;nG) jen eine Folge paarweise disjunkter Mengen und es folgt aus der o-Additivitat

von P, dass

jeN jeN
= ZP(A] ﬂG)
jeN

= 2 P(4,)P(G)

jeN
- P(G) Y P(4;)

jeN

:p(G)p(UAj).

jeN

Nach Voraussetzung ist H ¢ D und aus der Schnittstabilitdt von H folgt somit € = o(H) =
§(H)cD,,d h
P(GnC)=P(G)P(C) firalleCeC, Geg.

Definiert man

D'i={AeA4;VC e C:P(ANnC) =P(A)P(C)},

sieht man genau wie im ersten Teil des Beweises, dass D’ ein Dynkin-System ist. Da wir
bereits gezeigt haben, dass G c D’ folgt dann sofort B =0 (G) =46(G) c D’.

Aufgabe 4.8. Losung: Fiir H, := Uj.; Gj € A gilt nach Voraussetzung Hy,, 1 E. Weiterhin ist
auf Grund der Subadditivitit

W) < 3 (G < o
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Vollkommen analog sieht man, dass v(H,) < oco. Folglich erfiillt die Folge (Hy)pen die

Voraussetzungen von Satz 4.5b).

Aufgabe 4.9. Lésung: Zuniichst zeigen wir, dass t- B € B(R?) fiir alle B € B(RY) und ¢ > 0.
Dazu definieren wir
Y= {BeB(RY):tB ¢ B(RY)}
fiir festes £ > 0. X ist eine o-Algebra:
(X1) Offensichtlich ist tR? = R? € B(R?), also R% € X.
(32) Essei AeX. Dann

t(A°) = t(RY\ A) = tR\ (tA) =R\ (tA) € B(RY),

also A¢ e B(R?).
(33) Essei (Aj)jen € X. Aus der Identitét
t(U Aj) = UJ4;)
jeN jeN
folgt sofort Ujen A; € 2.

Da die Dilatation eines Rechtecks I € J immernoch ein Rechteck ist, gilt J c¢ 3. Wegen
o(J) = B(R?) erhalten wir B(R?) c . Folglich gilt tB € B(R?) fiir alle B € B(R?).

Nun sei [ = Xfl:l[an, by) € J ein Rechteck. Aus tI = X‘fl:l[tan, tby,) folgt

d d
M) = TT((tbn) = (tan)) = t* [ (bn - an) = t*A4(I).
n=1 n=1
Definieren wir zwei Mafe u, v durch
v(B) =X (tB),  wu(B):=tA\YB), BeBR?

dann zeigt dies gerade v(B) = u(B) fiir alle B € J. Da J ein n-stabiler Erzeuger von B(R?)
ist, folgt aus dem Eindeutigkkeitssatz fiir Make, Satz 4.5, dass v(B) = u(B) fiir alle B ¢
B(R?) und damit die Behauptung. (Die Folge (G )nen in Satz 4.5b) kann beispielsweise

als G, := [-n,n)?¢ gewihlt werden.)

Aufgabe 4.10. Losung: Setze
v(A) =0 (A), AcA.

Beachte, dass v wohldefiniert ist, da nach Voraussetzung 6'(A) € A gilt. Wir zeigen, dass
v ein Mafs auf (E,A) ist:

(M) Wegen @ =0"1(2) gilt v(2) = u(@) = 0.
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(M3) Es sei (Aj);en ¢ A eine Folge disjunkter Mengen. Aus

(iga)- g

jeN jeN

vgl. Aufgabe 2.2, und der o-Additivitdt von u folgt

V(U Aj) :M(U 9‘1(Aj))

jeN jeN
=D u(0(4))
jeN
=2 v(4)).
jeN
Nach Voraussetzung gilt v(G) = p(G) fir alle G € §. Da G ein n-stabiler Erzeuger ist,
folgt aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafke, Satz 4.5, dass v(A) = u(A) fir alle A € A.
Beachte, dass die Voraussetzung (b) in Satz 4.5 erfiillt ist, da p ein endliches Maf ist; wir
konnen G, := F wéhlen. (Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen,
dass E € G, da die Bedingung u(G) = u(6071(G)) offensichtlich fiir G' = E erfiillt ist.)
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5 Existenz von Malen

Aufgabe 5.1. Losung:
(a) Monotonie: Wir betrachten die einzelnen Félle getrennt:
e 0<z<y: Aus [0,2) c[0,y) folgt 0 < F,(z) = u([0,z)) < 1([0,y)) = Fu(y).
e 2 <0< y: Per Definition, F,(x) <0< F,(y).

e z<y<0: Wegen [y,0) c [z,0) gilt 0 <-Fl(y) = p([y,0)) < p([z,0)) = -Fu(x),
also F,(z) < Fy(y).

Linksstetigkeit: Wir zeigen die Behauptung hier nur fiir den Fall = > 0; der Fall
x < 0 geht analog. Es sei zunédchst x > 0 und (2 )rey eine Folge mit xy 1 z. Fiir
k hinreichend grof gilt 0 < xx < . Aus [0,x) 1 [0,2) folgt mit der Stetigkeit des
Mafes von unten, vgl. Satz 3.3f), dass

Jim B, (zx) = lim ([0, 24)) = p([0,2)) = Fu().

Ist x = 0 und (g )gen eine Folge mit 1, so gilt 2 < 0 und somit [xg,0) | [0,0) = @.
Aus der Stetigkeit des Mafes p von oben folgt daher

Jim By (zg) = = lim p([21,0))) = u(2) = 0= £,(0).

Das zeigt die Linksstetigkeit im Punkt x = 0.

(b) Angenommen, F ist im Punkt x rechtsstetig. Aus der Stetigkeit des Mafes von unten
(vgl. Satz 3.3f)) folgt dann

ZF(z)-F(z)=0

wobei wir im Schritt («) die Rechtsstetigkeit benutzt haben.

Es sei nun p({z}) = 0. Eine &dhnliche Rechnung wie im ersten Teil des Beweises zeigt,

dass fiir jede Folge (€x)geny mit € — 0 gilt:

F(z+)-F(x) = klggo F(x+ep) - F(x)
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= klim w([z,z +eg))

=M(m[xa$+€k))

keN

= p({z}).

(¢) Da die halboffenen Intervalle 8 = {[a,b);a < b} einen Halbring bilden, geniigt es nach
Satz 5.2 zu zeigen, dass vp ein Pramafs auf 8 ist (beachte: vp ist kein Mak, denn 8
ist keine o-Algebral).

e v(2) = 0, vp nicht-negativ: Fiir beliebiges a € R gilt vp(@) = vi([a,a)) =
F(a) - F(a) = 0. Dass vp nicht-negativ ist, folgt aus der Tatsache, dass F

monoton wachsend ist.

e (endlich) additiv: Es seien a < b < ¢ so, dass [a,c) = [a,b) u[b,c) € 8. Dann ist

vr([a,b)) +vr([b,c)) = F(b) - F(a) + F(c) - F(b)
= F(c) - F(a)
= vr(la,0))
=vp([a,b) v [b,c)).

e o-additiv auf 8. Wir gehen wie beim Lebesgue-Maf vor. Es seien I, = [an,b,) €8
diskunkte Intervalle, so dass I = [a,b) = Y72 [an, by) € 8. Fiir hinreichend kleine

€n, € >0 (die genauen Werte wihlen wir spéter) ist
U (an - €n,by) 2 [a,b— €]
n=1

eine Uberdeckung des kompakten Intervalls [a, b—e] mit offenen Mengen. Wegen
der Kompaktheit gibt es eine endliche offene Teiliiberdeckung. Insbesondere gibt

es ein NV € N so dass
N N
U (an —€n,bn) 2 [a,b—€] = J[an —€n,bn) 2 [a,b—¢).
n=1 n=1

Unser Ziel ist es,
N
vrla,b) = > vplan,bp) —— 0.

n=1 N—oo

zu zeigen. Zunéchst bemerken wir, dass wir a, > a], verkleinern und b, < b,

vergrofsern konnen, um

N N
U [am bn) c U [a;m b?”L) = [CL, b)
n=1 n=1
zu erreichen. Auf Grund der endlichen Additivitdt von vp auf 8 gilt dann
N N
0=vpla,b) - Z vela,,b),) <vela,b) - Z vilan,by).
n=1 n=1
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Wieder kénnen wir die endliche (Sub-)Additivitdt von vp verwenden:

N
0 < VF[CL,b) - Z VF[anubn)
n=1
N N
=vpla,b-€) - Z vilan = €n,by) +vp[b—€,b) + Z vilan = €n,an)
: n=1 . n=1
<0 Uberdeckung & subadditiv
N
<vp[b—¢€,b) + Z vilan — €n,an).
n=1

Nun wéhlen wir € und €,. Es sei 7> 0 beliebig und auf Grund der Linksstetigkeit
von F' gibt es Werte € > 0 und €, > 0 mit

vi[b—e,b) = F(b) — F(b—¢) gg

und  vpla, - €y, a,) = F(an) - F(a, —€,) <27"

N3

Mithin gilt

N3

N n X
0<vpla,b) = > vrlan, by) < 27 Y 2= g.
n=1

n=1
und die Behauptung folgt, indem wir zuerst den Grenzwert N — oo und danach

n — 0 bilden.

Geméf Satz 5.2 existiert somit mindestens eine Erweiterung. Die Eindeutigkeit
folgt nun aus dem Eindeutigkeitssatz fir Mafe: Die Mengen A,, := [-n,n) erfiillen
vr(Ay) <oco und 4, 1 R.

(d) Es sei p ein Maf mit p([-n,n)) < co. Dann ist die in (a) definierte Funktion F),
endlich, d.h. Fj,(z) < oo fiir alle z € R. Nach Teil (b) kénnen wir vf, zu einem Maf
fortsetzen. Um zu zeigen, dass vg, = pu geniigt es nach dem MaReindeutigkeitssatz zu

zeigen, dass
vr,(la,b)) = p([a,b)) fiir alle a <b.

Wir betrachten drei Félle getrennt:
e 0<ax:
vr,([a,b)) = Fu(b) - Fu(a) = u([0,0)) = u([0,a)) = u([0,0) ~ [0,a)) = p([a, ).
e a<bgO:

vr,([a,0)) = Fu(b) - Fyu(a)
= -p([b,0)) = (-1([a,0)))
= 1([a,0)) - u([b,0))
= u([a,0) \ [b,0))
= n([a,b)).
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e a<0<b:

vr,([a,0)) = Flu(b) = Flu(a)
= 1([0,)) = (-p([a,0)))
= 11([a,0)) + u([0,0))
= 11([a,0) v [0,0))
= p([a,0)).

(e) Da A([a,b)) =b-a=F(b)-F(a) gilt F(z) =z, zeR.
(f) Sind a,b< 0 oder a,b> 0, dann ist dp([a,b)) = 0 und somit folgt, dass F' auf (-o0,0)

und (0, 00) konstant sein muss. Andererseits ist do([a,b)) = 1 fiir a < 0 < b - das
bedeutet, dass F' an z = 0 einen Sprung der Hohe 1 haben muss. Da F zudem

linksstetig sein muss (s. Teil (b)), ist
0, <0,
F(z) =
1, >0

ein natiirlicher Kandidat. Offenbar erfiillt aber auch ¢ + F(z) fiir jede beliebige

Konstante ¢ € R die gewiinschten Eigenschaften.

L] ]
Aufgabe 5.2. Lésung: Unter Ausnutzung der Messbarkeit erhalten wir
w* (Qm UAZ) =u* ((Qn UAl) mAl) +ut ((Qm UAZ) mAf)
i=1 i=1 i=1
“wr@nan e (@nJa)
i=2 (5.1)

40

n—1

> 1H(QNA) +p(Qn (U, 4))

i=1

fiir alle n € N. Somit gilt u*(Q nUZ, A;) > X' w(Q n A4;) fiir alle n € N. Fiir n - oo
erhalten wir
w (Q nU Ai) >y 1 (QnAy).
i=1 i=1

Falls 72, p*(Q N A;) = oo, dann gilt die Behauptung.

Falls .72, " (Q N 4;) < oo, dann gilt mittels der Subadditivitdt von &duferen Mafsen

u*(QﬂGAi)giﬂ*(Qm&)mO-

Somit folgt die Behauptung aus (5.1) fiir n - co.
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Aufgabe 5.3. Losung: b)= a): Nach Annahme existiert fiir jedes € > 0 eine Folge (Ix)gen
halboffener Rechtecke mit B ¢ Ugen I, Folglich

A"(B) < A" ( U Ik) <e.
keN

a)=b): Wie gewohnt bezeichnen wir die halboffenen Rechtecke mit J. Da A" ein Pramaf

auf J ist, folgt aus dem Satz von Carathéodory, Satz 5.2, dass das Mafs
,U/*(A) = mf{Z An(Ik;)7 (Ik)keN C j, U Ik o) A}
k=1 keN

eine Fortsetzung auf o(J) = B(R™) definiert und dass diese Fortsetzung eindeutig ist (die
Mengen Ay := [-k, k)" € J erfiillen Ay 1 R™ und \"(Ag) < o0). Da A" offensichtlich eine

weitere Fortsetzung ist, gilt also
w (A)=A"(A) fir alle A e B(R"™).

Aus der Definition von u* folgt damit sofort die Behauptung.

Aufgabe 5.4. Losung: Wir rufen uns die Definition von p* in Erinnerung:
p(Q) = inf{z 1(Bj); (Bj)jen ¢ A, U Bj 2 Q}-
jeN jeN

(a) Wir betrachten zunéchst den Fall 1*(Q) < oo. Aus der Definition des Infimums wissen
wir, dass fiir jedes € > 0 eine Folge (B;)jeN c A mit B¢ := Ujey Bj- 5 (@ und
u(B) - (Q) < Y, w(Bj) - " (Q) <e.
jeN

(Die erste Abschitzung folgt aus der o-Subadditivitiat.) Wir setzen B := Ngey Bk ¢
A. Offensichtlich gilt dann B o @ und aus der Mafsstetigkeit sieht man leicht u(B) =
1w (Q). Es sei nun N € A mit N ¢ BN Q. Dann gilt B~ N 5@ (male ein Bild!) und

somit

P (Q) = u(N) = p(B) = u(N) = (BN N) = " (BN N) 2 p7(Q).

Folglich, u(N) = 0.

Nun sei Q ¢ £ mit ©*(Q) = oo. Da p o-endlich ist, existiert (A;); ey mit A; + E und
p(A;j) < oo, Fiir Q; = Ajn E existiert gemak dem ersten Teil B; € A, Bj 5 ()5, mit
p(Bj) = p(Q;) und p(N) =0 fiir all N € A mit N ¢ Bj \ ;. Ohne Beschréankung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass B; c A;; anderenfalls ersetzen wir B;
durch B; n A;. Tatsdchlich: Es gilt B;n A; >Q;, BjnAj € A und

1 (Qy) = p(By) > u(A;n By) > p* (Qy).
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Zudem ist Bj ~ Q; o (BjnAj) N\ Qj, dh. fir N c (BjnA;)\ Q; gilt weiterhin
u(N) = 0.

Setze B := Ujeny Bj € A. Dann ist p(B) > u(Bj) = p*(Bj) 1 oo. Es sei nun N € A mit
NcB~NQ. Fir Nj:=NnA;eA gilt

BjicA;
NjZNﬁAjC(B\Q)ﬂAj ]C ]Cj\QZCj\Qj.
Also p(N;) = 0 und daher folgt aus der o-Subadditivitét, dass u(N) < ¥ ey (N;) = 0.
Definiere 71 := p*|4+. Wir wissen aus (dem Beweis von) Theorem 5.2, dass fi ein Maf
auf A" ist. Fir N* e A* mit g(N*) =0 gilt
pw (M)Y<p (N*)=u(N*)=0 firalle M c N*.
Wir miissen zeigen, dass M € A*. Nach (5.2) gentigt es zu zeigen, dass
VQcE:p" (E)=p" (EnM)+u* (Q~M).

Da p* subadditiv ist, finden wir fiir alle Q) c E:

p(Q) =p (RN M)u (@~ M))
<p(@nM)+p™ (@~ M)

< (M) +p* (@~ M) < 1 (Q).
0

Folglich ist M e A*.
Offensichtlich ist (E, A*,t) eine Fortsetzung von (E, A, 1), denn A ¢ A* und fi|4 = .
Geméf Aufgabe 3.7 geniigt es zu zeigen, dass
A*={AUN;AeA,NeN;} (%)
bzw.
A" ={A"cE;3A,Be A,Ac A" cB:u(B~ A) =0}; (%)

hier bezeichnet N, := {N ¢ E;3IN" € A,N ¢ N": u(N') = 0}. Wir zeigen »o« in (x)
und »c« in (x*). Daraus folgt dann schon die Behauptung, da nach Aufgabe 3.7 die

rechten Seiten in (%) und (x*) iibereinstimmen.

"c": Fiir A* € A* existiert nach (a) eine Menge A € A mit A > A* und A\ A* ist eine
A*-Nullmenge. Analog finden wir B € A, B2 (A*)¢ mit der Eigenschaft, dass

BN (A")=Bn A" = A"\ (B
eine A*-Nullmenge ist. Folglich gilt B¢ c A* ¢ A und

ANB c(ANA")U (A" N B9
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ist als Vereingung von zwei A*-Nullmengen wieder eine A*-Nullmenge. Wegen A \

B€e A ist A\ B sogar eine A-Nullmenge.

"5": Wir haben in (b) gezeigt, dass Teilmengen von A-Nullmengen in A* enthalten
sind, somit sind Mengen der Form Au N mit A € A und N Teilmenge einer A-

Nullmenge wieder in A*.

Bemerke: o-Additivitét ist wesentlich. Sei (E,A, u) der Mafraum aus Beispiel 3.5.e) mit
A+ P(F) und

0, A=g,
n(A) =

oo,  sonst.

Fiir A* definiert wie in Aufgabe 3.7 gilt dann A, = A, da die leere Menge die einzige p-
Nullmenge ist. Benutzen wir dagegen die Konstruktion in dieser Aufgabe (Aufgabe 5.4),
erhalten wir A* = P(E).

Aufgabe 5.5. Lésung: Da trivialerweise A c A* gilt, miissen wir nur untersuchen, ob fiir
Mengen B c R mit der Eigenschaft, dass B und B¢ iiberabzéhlbar sind, gilt, dass B € A*.
Per Definition ist

v (B) = inf{z v(4;); A e A JA; o B}.
jeN j

(Beachte, dass v*(B) < 1 fir beliebige Mengen B ¢ R, da A; = R, Ay = --- = & eine
triviale Uberdeckung von B ist.) Da B nach Voraussetzung iiberabzihlbar ist, muss eine
der Mengen A; iiberabzilbar sein und folglich gilt v*(B) = 1. Wenden wir die gleiche
Argumentation auf B¢ an, so erhalten wir v*(B¢) = 1. Dies widerspricht jedoch der

Additivitdt von v* auf A*:

1=7(R) =7 (R) #7*(B) +7"(B°) = 2

Damit haben wir gezeigt, dass A = A*. Fiir A :=(0,1) gilt daher offensichtlich A ¢ A*.

Aufgabe 5.6. Losung: Da m nach Voraussetzung eine additive Mengenfunktion ist und 0 <
m(E) < p(E) < oo geniigt es nach Lemma 3.8 zu zeigen, dass m stetig in @ ist und
m(a) = 0.

o m(2) = 0: Das folgt sofort aus m(2) < u(2) = 0. (Beachte, dass @ = E€€ B.)
e m stetig von oben: Es sei (Bg)rey € B mit By | @. Aus pu(By) — 0 folgt dann

k—oco0

m(By) < p(By) — 0.

Das zeigt, dass m stetig in & ist.
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Bemerkung: Der Vollstandigkeit halber {iberpriifen wir nochmal, dass jede additive Men-
genfunktion m auf einer Boooleschen Algebra B, die stetig von unten ist und m(@) = 0,
m(FE) < oo erfiillt, tatsdchlich bereits ein Pramak auf B ist:
Es sei (By,)nen € B eine Folge disjunkter Mengen mit B := U,y By € B. Aus Byu---uB,, € B
folgt

Ap=B~N(B1y---uB,)=Bn(Byuy---uB,) €B.

[ —
B

Da A,, | @ erhalten wir aus der Stetigkeit in @, dass m(A,) - 0. Unter Ausnutzung der

Additivitdt von m ergibt sich somit
m(B)=m(B~\ (B1y---uBy))+m(B1y---u By)

- m(Ay) + z m(B;)

2250+ m(B)).
j=1

Aufgabe 5.7. Losung: Siehe Beweis von Lemma 18.5 in Kapitel 18.
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6 Messbare Abbildungen

Aufgabe 6.1. Losung:
(a) Nutze Fallunterscheidung (wie in Beispiel 6.3): 1 4 erzeugt die o-Algebra {@, A, A°, E'}.
Diese ist wegen A € A auf jeden Fall in A enthalten, somit ist 14 messbar.

(b) B ist das Urbild von {1}, muss jedoch nicht in A enthalten sein. Messbarkeit gilt

hier also im Allgemeinen nicht.
(¢) Nur @ und E kénnen als Urbilder vorkommen, 7" ist also messbar.

(d) Wir bezeichnen die Abbildung mit T'. Beachte, dass aufgrund der Disjunktheit der
Mengen A; die Gleichheit T-1(B) = u{4; : i € N,¢; € B} fiir alle B € B(R) mit
c; = 27% gilt. Somit ist T71(B) € B(R) fiir alle B € B(R) aufgrund der Messbarkeit
der A;. Dies zeigt die Messbarkeit von 7.

Aufgabe 6.2. Losung:
(a)X1) @ €A ist offensichtlich.
(X2) Essei AeA. Gilt 2n € A, dann gilt auch 2n + 1 € A¢ (dies folgt direkt aus der

Definition von A; wére 2n + 1 € A, dann wére auch 2n € A). Analog sehen wir,
dass 2n +1 e A° = 2n e A°. Folglich, A< A.
(2X3) Essei (Aj)jen ¢ A. Ist 2n € U; Aj, dann existiert jo mit 2n € A;;. Wegen Aj, € A
gilt also 2n + 1€ A;) c U; A;. Genauso folgt, dass 2n+1eU; A; == 2neUA;.
(b) Die Bijektivitdt von T ist klar, denn offensichtlich gilt T7*(n) = n - 2. Es sei nun

A € A eine beliebige Menge. Um die Messbarkeit von T zu beweisen, miissen wir
zeigen, dass T71(A) e A, d.h.

IneT ' (A) o 2n+1eT 1 (A) fir alle n>0.
Ist 2n e T"Y(A), n >0, dann ist 2n +2 = 2(n+1) € A. Wegen A € A impliziert das

2n +3 € A und damit 2n +1=T"1(2n+3) e T"1(A). Folglich ist T messbar.

T-! ist jedoch nicht messbar: Die Menge A = {k;k < 0} ist offenbar in A, aber
T(A)={k;k<2}¢A (da2=2-1€ A, aber 2-1+1=3¢ A).

Aufgabe 6.3. Losung:
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(a) »=«: Das folgt sofort aus Satz 6.4.

"«<=": Nach Definition 6.5 wird die o-Algebra o(T;;i € I) von Mengen der Form
G=UT " (A), A,
1€l
erzeugt. GemiR Lemma 6.2 geniigt es daher zu zeigen, dass f~1(G) € F. Mit Hilfe

von Aufgabe 2.2 sehen wir

e = (U an)

iel

U NI ()

i€l
=UJ(feTi) ' (A) T
ie] ——————
eF
(b) Fiir ¢ € {1,...,m} bezeichnen wir mit 7; : R™ - R,z — z; die Projektion auf die i-te
Koordinate. Die Abbildung 7; ist stetig und somit B(R"™)/B(R)-messbar. Weiterhin
gilt offenbar m; o f = f;. Die Behauptung folgt aus dem ersten Teil, falls wir zeigen

konnen, dass

o(mi;i=1,...,m)=B(R™).

Da wir uns bereits iiberlegt haben, dass m; B(R™)/B(R)-messbar ist fiir alle i =
1,...,m, folgt aus der Definition von o(m;i = 1,...,m), dass o(m;i = 1,...,m) c
B(R™). Andererseits: Ist I € J ein halboffenes Rechteck (im R™), dann kénnen wir
I =1 x---x I, schreiben wobei I1,..., I, halboffene Rechtecke in R (also halboffene

Intervalle) sind. Damit ist
I=n'(I)n--nm tIn) eo(msi=1,...,m).

Da dies fiir jedes halboffene Rechteck gilt und o(J) = B(R™), zeigt dies o(J) =
B(R™) co(m;i=1,...,m).

Aufgabe 6.4. Losung: Sei g: C - R?, 2 = 2 +iy = (2,%) und bezeichne mit Oc¢ die Euklidische
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Topologie auf C.

Voriiberlegung:
C:=g (B(RY) = {g7'(B) : B(R")}

stimmt mit B(C) := o(O¢) tiberein.

Begriindung: Da die Abbildung g : C - R? stetig ist, gilt g~ *(B(R?)) c B(C).

Andererseits: Ist z € C und € > 0, dann ist B.(2) = g7 (B(g9(2))) € g (B(R?)) (iiberlegen
Sie sich mal, warum die Radien gleich bleiben!?); folglich gilt o(O¢) c ¢~ (B(R?)). Hier
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verwenden wir, dass die o-Algebra o(O¢) von offenen Kugeln der Form B((z), z € C, € > 0,

erzeugt wird; das folgt analog zum Beweis von Aufgabe 2.6.

Wir zeigen nun die Aussage aus der Aufgabe: Aus dem ersten Teil unserer Uberlegung
folgt, dass eine Abbildung h: E — C genau dann A/B(C)-messbar ist, falls go h: E — R?
A/B(R?)-messbar ist.

Tatsdchlich: Die Abbildung h: (E,A) - (C,B(C)) ist per Definition messbar genau dann,
wenn h71(A) € A fiir alle A € B(C) = €. Wegen € = g~ (B(R?)) ist dies dquivalent zu
Rt (g7Y(B)) = (go h)1(B) € A fiir alle B € B(R?) und damit zur Messbarkeit von g o h.
Da (goh)(xz) = (Reh(x),Imh(z)) folgt die Behauptung nun direkt aus Aufgabe 6.3.

Aufgabe 6.5. Losung:
(a)
Ipaan(z)=1 < xe TYA) & T(x)e A
& 1u(T(@) =1 © (LyoT)(z) =1
Da die Indikatorfunktion nur die Werte 0 und 1 annimmt, erhdlt man die Gleichheit
im Fall = 0 durch Negation der gezeigten Aquivalenz.

(b) »=«: Sei T mekbar. Dann gilt 77!(A4’) e A VA’ € A’ und da A eine o-Algebra ist,
folgt somit
o(T)=o({TH(A) | A € A'}) co(A) = A.
"<": g(T) c A bedeutet insbesondere
T (A)eAVA e A,

d. h. T ist messbar.

(c) Nach Satz 6.6 sind Bildmafe stets Mafe. Da T eine Abbildung ist, gilt stets T~ (E") =
E und vo T YHE'") < co bzw. vo T} E") = 1 folgt jeweils aus der Definition des
Bildmafes.

Ein von einem o-endlichen Maf erzeugtes Bildmafs muss nicht o-endlich sein. Gegen-
beispiel: Wihle das Zahlmak p auf Z? und T((x,y)) = . Wihrend pu selbst o-
endlich ist, gilt dies nicht fiir T'(u).

Aufgabe 6.6. Losung: Beachte: Wir haben — im Sinne der folgenden Definition 7.1 — implizit

» Borel-messbar« angenommen.

Es sei f: (E,A) - (R,B(R)) eine Borel-messbare Funktion und A € A ein Atom.

Angenommen, f ist nicht konstant auf A, dann existieren y1,y2 € R, y1 # yo, und e1,e9 € A
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mit f(e1) =y1, f(e2) =y2. Da f Borel-messbar ist, sind

A= ({m)}) e A Ay = [T ({ge}) € A

Wesentlich ist hierbei, dass einpunktige Mengen in der o-Algebra des Bildes sind. Das ist
fiir die Borel-o-Algebra sicherlich erfiillt: {y} € B(R).
Die Menge B := A; n A hat offenbar die folgenden Eigenschaften:

o BeA (A ist eine o-Algebra) und B c A.

e B+ (wg. e; € B).

o B+ A (wg. eze Ag).
Dies ist offenbar ein Widerspruch zu der Annahme, dass A ein Atom ist.

Aufgabe 6.7. Lésung: Offenbar gilt 771(3) ¢ T(¢(§)) und somit, nach Aufgabe 2.3, ¢(T71(9)) c
T (§)). Fiir die umgekehrte Richtung bemerken wir, dass die Abbildung

T:(E,o(T7(9))) - (Y,0(9))

messbar ist. Tatséchlich: Nach Lemma 6.1 geniigt es die Messbarkeit am Erzeuger § zu

testen. Diese folgt sofort aus 771(G) c o(T71(G)). Folglich ist 7' messbar und somit
T(0(9)) c o(T(S)).

Aufgabe 6.7. Losung:

(a) Wegen @ € € und @ € F folgt
VEeE:FugelUTF = EcEWUT
sowie
VFeFT:gUuFeEWTF = FclUT.

Mithin EuJF c EUTF. Ganz dhnlich verwendet man F € E und E € F, um EuFc EMTF

Zu zeigen.

(b) Es seien A,Bc Emit AnB# @, AuB # Eund A ¢ B, B¢ A. Dann gilt fir
&:={@,A A E} und F := {@, B, B¢, E}, dass

EuT={2, A, B,A° B E}
wahrend
EVWF={g,A, B, A°, B, AuB, A0 B, Au B, A°U B, E'}.

Ganz dhnlich geht man bei &€ ®m JF vor.
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(c) Teilaufgabe (a) zeigt

c(EWF)oo(EuTF) und o(EMmF)oo(EUT).

Umgekehrt ist klar, dass
EUFco(EudF) und EMmTFco(Eud)

also

c(EWUF)co(EudF) und o(EMmF)co(EuT),
und es folgt

c(EUF)=c(EuTF)=0c(EMTF).
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7 Messbare Funktionen

Aufgabe 7.1. LGsung:
(a) Nach Lemma 6.2 reicht es, die Messbarkeit am Erzeuger zu untersuchen. Sei also
B =[a,b)€J, a<b. Dann gilt
@ falls a,b<0
QYB)=En (—Vb, +Vb) falls a <0,b> 0
(—JE, —ﬁ] U [ﬁ, WS) falls a,b > 0
Diese Mengen sind in B(FE) enthalten, vgl. Aufgabe 2.4, also ist @ B(E)/B(R)-
messbar.

(b) Bezeichnet T die Einbettung von E nach R mit x ~ z, so gilt formal:
v(T? € B) = v(+T € VB).

Konkret: Wir wissen bereits, dass v o Q' ein MaR ist (Satz 6.6). Weiterhin ist J
schnittstabil und v o Q7! in beiden Fillen sogar endlich, da v beide Male aus einem
beschréankten Lebesgue-Maf hervorgeht. Somit ist die Eindeutigkeit geméf Satz 4.5

gegeben und es reicht wieder aus, Elemente B = [a,b) € J, a < b, zu betrachten.

(i) Aus Teil (a) sehen wir

0, b<0 oder a>1
A([0,VD)), a<0,b>0
M[a,VbAl)), O<a<1

v(Q7'(B))

0, b<0 oder a>1
Vbal-+0vanl, sonst.

(ii) Auch hier benutzen wir (a):

0, b<0 oder a>1
v(Q7(B)) = {M[(-VD) v (-1), Vb A 1)), a<0,b>0
IMI(-VD) v (-1),a) u[a,VbAl)), O0<a<l
0, b<0 oder a>1
_{Q%A([OV\/E/\I,\/I_)/\I)), sonst
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0, b<0 oder a>1
(VbA1))-(0A~/anl), sonst

Aufgabe 7.2. Losung:

(a)

Behauptung: o(u) = {B € B(R); B=-B}.

"c": Sei B e o(u). Nach Definition existiert dann A € B(R) mit B = u~!(A). Es sei
nun z € B. Wegen u(-x) = u(x) € A ist dann auch —z € B. Also B = —B. Weiterhin
ist B € B(R), da u stetig ist.

"5": Es sei B e {BB(R); B =-B}. Wir miissen zeigen, dass A € B(R) existiert mit
B =u"'(A). Setze A:= B, dann

reB < |r|]e B < zecu'(A).

Offensichtlich gilt o(u) = B(R).

Behauptung: o(u) = {B € B(R?);(z,y) € B,ze R= (v -2,y + 2) € B}.

"c": Sei B € o(u), dann B = v 1(A) fiir A € B(R). Insbesondere B € B(R?) da u
stetig ist. Weiterhin ist fiir (z,y) € B und z € R immer u(z — z,y + 2) = u(x,y) € A,
dh. (z-2zy+z)eul(A4)=B.

"S": Essei Be{BeB(R?);(x,y)eB,zeR= (x-2,y+2) € B}). Wir miissen zeigen,
dass B = u"!(A) fiir ein A € B(R). Wir setzen A := {y;(0,y) € B}. Dann

(z,y)e Be (z-z,y+x)=(0,y+x)e B=u(z,y)=c+ycA

Behauptung: o(u) = {B € B(R?);(z,y) € B, (v,w) e R%, 22 + 9? = v? + w? = (v,w) €
B}.
"c": Fiir B € o(u) existiert A € B(R) mit B =u"1(A). Ist (2,7) € B und (v,w) € R?

2

mit 22 +y? = v + w?, dann ist offensichtlich u(v,w) = u(x,y) € A, d.h. (v,w) €

u'(A) = B.

"5": Sei B e {BeB(R?);(x,y) € B, (v,w) e R%, 22 +y? = v? + w? = (v,w) € B}. Fiir
A:={(0,y%+2?); (x,y) € B} gilt dann gerade

(z,y) € B (0,22 +9?) € B o u(x,y) = 2> +y° € A.

Aufgabe 7.3. Losung: Jede lineare Abbildung auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum

ist stetig und somit Borel-messbar.

Beachte, dass f : R - R? mit f(z) := (x,0)7 stetig und somit Borel-messbar ist. Die

Abbildung ist jedoch nicht messbar bzgl. der vervollstandigten Borel-o-Algebren:
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Es sei A c R, A ¢ B(R), Teilmenge einer Lesbegue-Nullmenge. Fiir A x {0} gilt dann
A x {0} € B(R2) wegen A x {0} ¢ N := Rx {0} und A>(N) = 0 (vgl. Aufgabe 3.7,
Aufgabe 4.1). Andererseits ist f~'(A x {0}) = 4 ¢ B(R) c B(R), d.h. f: (R, B(R)) -
(R2,B(R2?)) ist nicht messbar.

Aufgabe 7.4. Losung: Per Definition ist B* € B(R) genau dann, wenn B* = BU S wo B €
B(R) und S eine der folgenden Mengen ist: @, {-oo}, {00}, {-00, 00}. Wir benutzen diese
Konvention fiir den Beweis: Mengen aus B(R) sind mit einem »#« versehen. Da B(R)

eine o-Algebra ist, erhalten wir, dass auch B(R) eine o-Algebra ist:
(21) Wihle B=@ ¢ B(R) und S = @, dann @* = gu & € B(R).
(X2) Essei B* e B(R). Aus B* = Bu S folgt

(B") = (BuS)*
=B°nS°
=(R\B)n(R\S)
= (RN Bu{-o00,+00})n (R\S)
=((R~B)n (RN S))u({~00,+00} n (RN S))
= (RN B)u ({~00,+00} n (R S)).

Dies zeigt, dass sich (B*)¢ als Vereingung einer B(R)-Menge und einer der Mengen
@, {00}, {o0}, {00, 00} schreiben ldsst; mithin, (B*)¢ € B(R).

(X3) Es sei (Bf)nen € B(R), B = B, U S,,. Dann ist

U B, =U(BruS,) = (U Bn)u(U Sn).
neN neN neN neN
=B =S

Da B(R) eine o-Algebra ist, gilt B € B(R) und S ist eine der Mengen &, {—o00}, {o0}, {—00, 00 }.
Folglich, Upen B € B(R).

Wir miissen nun noch zeigen, dass die Borelmengen in R mit den Borelmengen in R
vertréglich sind (Lemma 7.4).
e RnB(R) c B(R): Es sei B* € B(R), B* = BuS. Dann ist B* nR = B € B(R).
e B(R) c RnB(R): Es sei B € B(R) beliebig. Wihlen wir S := &, so folgt, B* = BuS €
B(R) und B =Rn B* e RnB(R).

Aufgabe 7.5. Losung:
(a) u'(x) = u(x) L0y () ist messbar da {u >0} € B(R) (beachte hierzu, dass das Pro-

dukt von messbaren Funktionen wieder messbar ist, vgl. Korollar 7.14). Entsprechend
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ist u”(x) = ~u(x)l{,c)(v) ebenfalls messbar und somit [u| = u* + u~ messbar als

Summe von messbaren Funktionen.

Die » Umkehrung« ist schwieriger. Es gilt
e u" messbar, u~ messbar, dann ist v = u* — u~ messbar.
e |u| messbar, v messbar, dann ist u = 2u™ — |u| messbar.
e |u| messbar, u~ messbar, dann ist u = |u| — 2u” messbar.

e |u| messbar, dann folgt nicht, dass u messbar ist. Betrachte dazu eine Menge
A ¢ B(R) und setze u =14 — 1 4e. Dann sind w,u",u” nicht messbar, aber |u| =1

ist messbar.

e u* messbar, dann folgt nicht, dass u messbar ist. Betrachte dazu Mengen
A ¢ B(R) und B € B(R) und setze u =1 —14. Dann ist u nicht messbar, aber
u* ist messbar.
e u~ messbar, dann folgt nicht, dass v messbar ist. Geht analog zum vorange-
henden Beispiel.
(b) Da jede differenzierbare Funktion insbesondere stetig ist, ist u messbar. Weiterhin
ist
u(z + %) —u(x)

1
n

u'(z) = lim

messbar als punktweiser Grenzwert von messbaren Funktionen, vgl. Korollar 7.13.

Aufgabe 7.6. Losung:

(a) Direkt aus der Definition des Supremums folgt

sup fi(z) > A < Jigel: fi,(z) > A

<~ Eio EIfZ'O(J}) >\
= er{fi>)\}.

(b) Sei x € {sup; fi < A}. Dann gilt f;(x) <sup;; fi(z) <A fiir alle j € I, also x € { f; <A}
fiir alle j € I und somit x € Njer{ f; <A}

(Beachte: »o« gilt im Allgemeinen nicht. Betrachte zum Beispiel f;(z) := —%, i1eN,
und A =0. Dann ist {sup, fi <0} =@+ E =N;{fi <0}.)

(c) Essei xzeU;{fi > A}. Dann existiert ig € [ mit z € {f;, > A}, also

sup f(z) > fiy () 2 A.
i€l
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(d) Folgt aus

sup fi(z) <X <= Viel: fi(x) <A
1el

> Viel:ze{fi<\}

iel
(e)-(h) Analog zu (a)-(d).

Aufgabe 7.7. Lésung: Beachte, dass |fj(z) — u(x)| < 277 fiir alle x € {u < j} gilt. Somit hat

man sup,.g | f;(x) - u(x)| <277 fiir alle j > c.

Aufgabe 7.8. Losung: Betrachte zum Beispiel 7': [0,1) - [0,1) mit T'(z) = § und wy, : [0,1) —
R mit wy(z) = (—1)”]1[1/271)(:@.

Aufgabe 7.9. Losung: Wir zeigen zunéchst, dass jede monotone Funktion Borel-messbar ist.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass u monoton wachsend
ist (sonst betrachte —u). Nach Lemma 7.2 geniigt es zu zeigen, dass {u < a} € B(R) fiir
alle a € R. Falls {u < a} = & ist dies trivialerweise erfiillt, wir diirfen also {u < a} + @

annehmen. Ist z € {u <a}, dann gilt fiir y < z, dass
u(y) <u(x) <a,

also y € {u < a}. Setzen wir « := sup{x;x € {u < a}}, so gilt also entweder {u < a} = (-0, )
(falls o ¢ {u < a}) oder {u < a} = (—o0,a] (falls a € {u < a}). Damit folgt offenbar die
Behauptung.

Wir wollen nun zeigen, dass o(u) = B(R) genau dann gilt, wenn u streng monoton ist.
Da wir bereits gesehen haben, dass o(u) ¢ B(R) miissen wir nur untersuchen, wann
B(R) c o(u) gilt.

Angenommen, u ist monoton, aber nicht streng monoton. Dann existieren z,y € R, x < y,
so dass ul[, ] konstant ist. Behauptung: {z} ¢ o(u). Tatsdichlich: Gilt x € u L (A) fiir eine
Borel-Menge A € B(R), so gilt auch [z,y] € u=*(A). Folglich kann keine Menge A € B(R)
existieren mit {x} = u™'(A). Das bedeutet aber gerade {z} ¢ o(u). Wegen {z} € B(R)
kann also nicht o(u) = B(R) gelten.

Angenommen, u ist streng monoton. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir
annehmen, dass u streng monoton wachsend ist. Fiir a € R, setzen wir A = (—oo,u(a)] €
B(R). Da u streng monoton wachsend ist, gilt u™'(A) = (=00, a] € o(u). Da Mengen der
Form (-o0,a], a € R, ein Erzeuger der Borel-o-Algebra sind (vgl. Bemerkung 2.9), folgt
damit B(R) c o(u).
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Aufgabe 7.10. Losung: Wir betrachten den Fall, dass u rechtsseitig stetig ist; der andere Fall

geht analog. Wir approximieren u durch Treppenfunktionen:

2n?
un(l‘) = Z u(ngJrl)]l[x?,x?H)(gc)
j=1
mit ajg‘ =-n+ % Offensichtlich ist u,, Borel-messbar. Behauptung:

Tatséchlich: Es sei € R. Dann existiert N € N mit « € [-N, N] und per Definition gilt

wn(z) = (%)
([nxJ+1

=, — ist die kleinste Zahl vom Typ k keZ, die grofer ist als x.) Aus der Rechtsstetigkeit

n

dann fiir alle n > N,

von u folgt nun sofort u,(x) - u(xz) fir n - co. Folglich ist u Borel-messbar als punk-

tweiser Grenzwert von Borel-messbaren Funktionen.

Aufgabe 7.11. Losung: Offensichtlich definiert
gn(x) = Z 2_i]lgi($), rekl,
i=1

fiir jedes n € N eine A/B(R)-messbare Funktion. Damit ist g = lim,.eo g A/B(R)-
messbar als punktweiser Grenzwert von messbaren Funktionen. Folglich gilt o(g) c A.

Um A c o(g) zu zeigen, definieren wir
Y={AecA;Aco(g)}.

] ist eine o-Algebra:
(X1) E€X wegen E €A und FE €o(g).

(32) Essei AeX. Dann ist A€ o(g) und da o(g) eine o-Algebra ist, ist auch A° € o(g);
folglich A¢ € o(g).

(¥3) Es seien (4;)jen ¢ X. Dann ist Ujeny Aj € 0(g), also U;j A; € X.
Wegen G; = {g =27} € 0(g) gilt zudem G c ¥. Folglich ist A = o(G) c o(g).

Aufgabe 7.12. L6sung:

(a) Esseiw e Q. Zunichst bemerken wir, dass es geniigt zu zeigen, dass t = X (2, w)1[4)(¢) =

X@(t,w) fiir alle a < b messbar ist. Tatsdchlich: Wegen

X(t,w) = lim X BER(tw)
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ist t » X (t,w) dann messbar als punktweiser Grenzwert von messbaren Funktionen,

vgl. Korollar 7.13.

Um die Notation einfach zu halten, betrachten wir hier nur a = 0, b = 1; der allgemeine
Fall geht analog. Wir definieren

2"-1

Xn(t,w) = Z X(];nl,w)]l j g+l 1)(t).
2n72n

2t+1

Fiir t € [0,1] gilt [27t)+1 } t und damit folgt aus der Rechtsstetigkeit

[2"t] +1
2'I’L

Xo(t,w) = X( ,w) Xt w) O X0 ).
Fiir t ¢ [0,1] ist X,,(t,w) =0=X%(¢,w) und somit gilt
X% (t,w) = lim X, (t,w) fiir alle t € R,w e Q.

Folglich geniigt es geméaf Korollar 7.13 zu zeigen, dass t — X,,(¢,w) messbar ist. Fiir
a € R gilt

(X, () ) =U| 2t ) e (R)

jel
~—
eB(R)

Izz{je{o,... —1}X(‘7+1w)<a}.

Das zeigt, dass t —» X,,(t,w) messbar ist, und somit folgt die Behauptung.

wobei

Da t — X(t,w) rechtsstetig ist, gilt

sup X (t,w) = supX(t w). (%)
teR teQ

Tatsdchlich: Offensichtlich gilt »>«, d.h. es geniigt »<« zu zeigen. Nach Definition

des Supremums existiert fiir jedes € > 0 ein s € R mit

X(s,w) 2sup X (t,w) — €.
teR

Aus der Rechtsstetigkeit folgt, dass wir r € Q, r > s, wihlen konnen, so dass | X (r,w) -
X (s,w)| < e. Damit

sup X (t,w) > X (r,w) > X(s,w) —e 2 sup X (t,w) — 2e.
teQ teR

Da € > 0 beliebig ist, erhalten wir die gewiinschte Ungleichung.

Aus (*) sehen wir nun sofort, dass die Abbildung w +— sup,g X (t,w) messbar ist; es ist

namlich ein (abzahlbares) Supremum iiber messbare Funktionen (vgl. Korollar 7.13).
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Aufgabe 7.13. Losung: "<": Angenommen es gibt zwei A/B(R)-messbare Funktionen f, g

58

E—>Rmit f<¢p<gund pu{f + g} =0. Fiir beliebiges = € R gilt dann

{o<a}={o<a, f=g}u{op<a f+g}
={g9<z, f=gtu{p<a, f+g}.

=A =N

Da f und g messbar sind, ist A € A. Fir N gilt dagegen N c {f # g}, d.h. N ist
Teilmenge einer p-Nullmenge. Aus der Definition von A* (siehe Aufgabe 3.7) folgt deshalb
{p<x}e At

=": Wir betrachten zunédchst den Fall, dass ¢ eine Treppenfunktion ist, d.h.
N
o(z) = Z cila,(z), rekl,
j=1

mit ¢; R, Aj e A¥ (j=1,...,n). Aus der Definition von A* folgt, dass wir A; schreiben
koénnen als

Aj:Bj+Nj

mit B; € A und N; Teilmenge einer p-Nullmenge M; € A. Definieren wir
n n
f(@) =3 ¢jlp,(x) g(x) =) cjlpum;(x),  ze€kE,
j=1 J=1

so handelt es sich bei f und g offensichtlich um A/B(R)-messbare Funktionen und es gilt
f < ¢ <g. Weiterhin ist

n

fig)<u(U )éilﬂ(MjFO-

Damit haben wir gezeigt, dass die Behauptung fiir Treppenfunktionen gilt.

Es sei nun ¢ eine beliebige A*/B(R)-messbare Funktionen. Aus Korollar 7.11 wissen
wir, dass eine Folge (¢ )nen von A#/B(R)-messbaren Treppenfunktionen existiert mit
dn(x) = ¢(x) fur alle x € E. Der erste Teil des Beweises zeigt, dass fiir jedes n € N
A/B(R)-messbare Funktionen f,, g, mit f,, < ¢, < gn und p(fy, # gn) = 0. Wir setzen

f(z) :=liminf f,(z) g(x) :=liminf g, (x), rekE.

f und g wieder A/B(R)-messbare Funktionen (Korollar 7.11) und es gilt f < ¢ < g.
Auferdem ist

u(f #g) < (U{fn¢gn)szu(fn¢gn)=o.

neN




8 Das Integral positiver messbarer

Funktionen

Aufgabe 8.1. Ldsung: Betrachte den Mafraum ([

-1,0],B([-1,0]), A) und die Folge von Funk-
tionen

fe(@) =21 gu gy (x),  we[-1,0],keNo.

Fiir jedes feste k ist z — f(z) monoton und positiv. Weiterhin gilt f[_l 0] fr(x) M(dx) = 1.
Andererseits ist es nicht schwer zu sehen, dass

sup fr(x) = 22]]1 _9-i_-G+1)y ()
keNp ] =0

(Bild malen!). Aus der Monotonie des Integrals folgt daher
su x) A(dx / su x) A(dx
Jorgy S DA > [ o fi) A(de)
- JZ(:) /_27]‘ ey P Ji(z) Mdx)

- Z 2A([-277,-270*DY)
j=0

l\.')l}—t

fiir alle N > 1. Da dies fiir beliebige N > 1 gilt, erhalten wir

N
2

oy S (@) M) = 00 51 = sup [ () A(d).

Aufgabe 8.2. Losung: Wir zeigen zunichst, dass aus dem Satz von Beppo Levi die Aussage

f ilﬂn(ﬂ?)u(d%)= i[un(:v)u(dm) (%)
n=0 n=0

folgt. Da u, > 0 gilt fiir vy := Zﬁ:o Up, dass v 1 v = Y7 u,. Aus dem Satz von Beppo

Levi erhalten wir deshalb

f gun(x) u(dz) = / v(x) p(dx) = sup / v (z) p(dz)

= sup z [ @) ()
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= nijof un () p(de).

Das zeigt die Behauptung.

Nun gelte (x). Es sei (up)neny € £%7(A) mit u, 1 u wie in Beppo Levi. Wir setzen

Up 3= Uy — Up-1, N €N (ug :=0). Dann gilt v, >0 und
n [e’e]
un=2va kazu.
k=1 k=1

Aus (*) folgt somit
[ w@)utdn) = [ 3 (@) (o)
-3 [ on(@) ()

=sup [ kz oe(@) a(dz)

=sup [ up(x)p(de).

Aufgabe 8.3. LGsung: Setze
v(A) = [ Ta(@)u(@) p(da).
e A ist nach Voraussetzung eine o-Algebra auf F. Wegen 14 > 0 und u > 0 folgt aus
der Positivitdt des Integrals, dass v(A) >0 fur alle A € A.
e Offenbar gilt

V(D) = f 1g(z)u(x)p(de) = 0.
0

e Es sei (A4j)jeny ¢ A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Aus Ly, 4, = Xjen La,
und Aufgabe 8.2 folgt

(LIJ\] Aj)= [ S, @)u(@) n(de)

jeN

- > [ 14, (@) p(de)

jeN
= Z V(Aj).

jeN

Aufgabe 8.4. Losung: Wegen u, < u definiert v, := u—u,, eine Folge messbarer nicht-negativer

Funktionen. Geméf Fatous Lemma gilt also

f liminf(u - uy,) du = / liminf v, du
n—oo n—oo
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<liminf [ v, dp

n—oo
= fliminf (u=up) du.
n—oo
Aus [ udp < oo und
liminf(-ay,) = -limsupa,
n—o0 n— 00

fiir eine beliebige Folge (ay), c R folgt

fudu—limsupfunduéfudu—flimsupfundu.

n—>o0 n—o00

Subtrahieren wir auf beiden Seiten [ udy < oo und multiplizieren die Ungleichung mit
(-1), so erhalten wir die Behauptung.

Bemerkung: Fiir weitere Verallgemeinerungen von Fatous Lemma siehe auch Aufgabe 9.6.

Aufgabe 8.5. Losung:

(a) Es gibt (mindestens) zwei Moglichkeiten die Aussage zu beweisen, entweder mit Hilfe

der Stetigkeit des Mafies oder Fatous Lemma:

Lésung 1: Fiir By := Njsr 4; gilt B 1 liminf; o A;. Aus der Stetigkeit des Mafes
von unten (vgl. Satz 3.3f)) erhalten wir deshalb

1 (limiani) = klim w(By).
Da By c Ay, also pu(By) < u(Ag), folgt
1 (liminf Ai) = klim wu(By)

< 1i]£ninfﬂ(14k)-

Losung 2: Wegen Ljiming, .., A, = liminf; .o 1 4,, siche Aufgabe 2.10, gilt nach Fatous

Lemma
W (h?_l,glf AZ) = f ]lliminflsoo A; d:u

= [ liminf 14, du

1—> 00

<liminf | 1T4,dp.
1—> 00

—_——
w(As)

(b) Genau wie in Teilaufgabe (a) hat man auch hier verschiedene Mdglichkeiten, die

Aussage zu beweisen.

Losung 1: Fir By := Ui Ai gilt By, | limsup,_, ., A;. Aus der Stetigkeit des Mafes

von oben folgt

BkCAk;
u(limsupAi) = lim p(Bg) > limsupu(Ag).
n—oo

1—>00 n—o00
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(Fir die Stetigkeit von oben haben wir die Endlichkeit des Mafses verwendet, siehe

Satz 3.3g).) Losung 2: Wir verwenden eine Folgerung aus Fatous Lemma, die in

Aufgabe 8.4 gezeigt wurde:

limsupfuidusflimsupui du
1—>00 1—>00

falls 0 < w; < u fiir ein w mit [ wdu < oo. Hier kénnen wir u = 1 wihlen (integrierbar,

da p ein endliches Maf ist) und erhalten

I (lim sup Az) = f Tiim SUP; 00 Ai d'u

7—>00

= [ limsup1y, du
1—>00
<limsup | 14, dp.
71— 00
n(Aq)

(c) Betrachte den Mafraum (R, B(R),\) und A; := [7,2i]. Wegen

limsup 4; = () J[i, 2] = ([k,0) =@

7—00 keNizk keN
gilt
A (lim sup Ai) =0.

71— 00

Andererseits ist p(A;) =1 fiir alle 7 € N also

lim sup pu(4;) = co.

(d) Aus »72, u(A4;) < oo folgt offenbar

> (A) 220,
ik

Damit

0<,u(limsupA,~):,u(ﬂ Ai)

1—>00

Aufgabe 8.6. Losung: Bevor wir mit dem Beweis beginnen, beweisen wir ein Hilfslemma.
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Lemma. FEs sei (Bij)ijen € R. Dann gilt

supsup f;; = supsup f;;. (*)
€N jeN jeN ieN
Beweus. Offensichtlich gilt By, < supjeysup;ey Bi; fiir alle m,n € N. Da die rechte Seite
nicht von m,n abhéngt, bleibt die Ungleichung erhalten, wenn wir das Supremum iiber n
nehmen:

sup B, <supsup f;; fiir alle m e N.
neN jeN ieN

Mit der gleichen Argumentation folgt

sup sup By < supsup f;;.
meN neN jeN ieN

Die umgekehrte Ungleichung »>« indem wir die Rollen von ¢, und m,n vertauschen. m

(a) Zunéchst bemerken wir, dass wegen ¢; > 0 die Reihe p(A) = Yieycipi(A) fiir jedes
A € A eine Summe von nicht-negativen Zahlen darstellt und somit 1(A) wohldefiniert

ist (beachte, dass wir p(A) = oo zulassen).
(M1) Aus pi(@) = 0 erhalten wir
w(@) = cipi(2) = 0.
1€N
Beachte: Es kann der Fall ¢; = oo auftreten; dann gilt aber trotzdem c¢;u(@) =
oo -0=0, vgl. Tabelle 7.1.

(M2) Essei (A;j)jen c A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Aus der o-Additivitét
der p;’s folgt

M(U Aj) = Zcz‘ﬂi(UAj)

jeN €N jeN

N
= lim Y7¢; y pi(Ay)

1
N=eoi jeN

N M
= | 20 m, 2 4))
N M

= lim i i (A
A, im, 2, 2, cis(4))

N M
=sup sup . > cipi(Aj).
NeN MeN j=1 j=1

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass die Folgen monoton wachsend sind,

also lim = sup. Mit (%) sehen wir nun

M N
u(L‘J Aj) = sup sup ., - cipti(4;)

jeN MeN NeN j=14=1

M N
= lim i i (A
o, i, 2 2 cits(4y)
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7=17eN

(b) Fiir Ae A gilt
/]lAdu w(A) = Zcz,u,(A) Cif]lAd,Uz‘, (xx)
ieN ieN

d.h. die behauptete Gleichheit gilt fiir u =1 4. Ist nun u =371 a;1a;, aj € R, Aj € A,

eine einfache Funktion, so folgt aus der Linearitdt des Integrals

Schlielich sei u € L% (A) eine beliebige Funktion. Wir withlen gem#f dem Sombrero-
Lemma eine Folge (ug)keny von einfachen Funktionen mit 0 < u, 1 u. Aus dem Satz

von Beppo Levi (BL) sowie (x) erhalten wir

fud,uB:Lsupfund,u:Suchi[undui:sup E Zci/und,ui

neN =1 neN meN =1

m
@ sup suchl [ Uy dpt; = sup lim ZCz [ Uy, dpt; = sup Zci lim f Uy, dfb;
n—00

meN neN ;=1 meN"T7%® ;57 meN ;=1

L Suchlfud,uZ [ud,ui.
meN ;=1
(c) Wahle ¢; =1 und p; = ¢; fiir alle 4 € N. Aus (b) wissen wir, dass

fu(x)(zai(dx)):%fu(x)ai(dx)

ieN

1€N

fiir alle u e £LO*. Fiir u(x) := ¥ ey ok, * € N, ergibt sich wegen
[ @ (26 <dx>) wof am(z @(dm) Y Yag
1eN keN ieN keNieN

und

Z / u(x) 6;(dx) = Z Z ik

ieN 1eN keN
die Behauptung.
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Alternativlosung: Wir konnen die Aussage auch elementar mit () beweisen. Wegen

a;r 2 0 gilt

M N
S > i =supsup y. > ai,

€N keN MeN NeN j=1 k=1

N M
= sup sup Z Z ik
MeN NeN =1 i=1

N
“sup 3 3 an

Aufgabe 8.7. Losung:
(a) Zunéchst beobachten wir, dass das Integral [ N(z, Q) u(dz) wohldefiniert ist, da die
Abbildung z —» N(x,Q) messbar und nicht-negativ ist.
(M) Fiir jedes = € E ist Q —~ N(z,Q) ein Maf; insbesondere ist also N(z,@) = 0.
Damit folgt aus der Definition uN (@) = 0.

(M3) Es sei (Q)jen € I eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Dann gilt
n (o)
2 N@Q) 1 Y, N(,Q;)=N|z o,
j=1 j=1 jeN
fiir jedes € E. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt daher

MN(U Qj) . [N(x, U @j) ()

jeN jeN
= sup (i:lN(x,Qj)) p(dx)

“sup Y [ N(2.Q)) u(de)

neN j=1

= ilMN(QJ')-

(b) Geméf Teilaufgabe (a) ist das Integral N f(z) := [ f(y) N(z,dy) wohldefiniert. Die
Additivitat (bzw. positive Homogenitét) folgt sofort aus der Additivitét (bzw. pos-
itiven Homogenitdt) des Integrals, vgl. Lemma 8.8. Wir miissen also nur noch die
Messbarkeit zeigen. Dazu sei f € £%7(F). Geméh dem Sombrero-Lemma existiert
eine Folge (f,)nen von einfachen Funktionen mit 0 < f,, 1 f. Wenden wir den Satz

von Beppo Levi an, so sehen wir, dass

Nf(z) = [ sup fuly) N dy)
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:Sull\l) fn(y) N(‘T7dy)

=sup N f,, ().
neN

Da z —» N(z,Q) messbar ist fiir alle @ € F, siecht man leicht, dass  — N f,(x)
messbar ist (schreibe die einfache Funktion in ihrer Standarddarstellung auf und
benutze die Additivitdt und positive Homogenitét). Folglich ist « — N f(x) messbar,
vgl. Korollar 7.13.

(c) Wir folgen dem Hinweis und betrachten zunéchst messbare nicht-negative Treppen-

funktionen. Es sei also
n
fx) =) clg,(x), x e F,
i=1

mit ¢; 20 und Q; €T, j=1,...,n. Aus der positiven Homogenitat und Additivitét

erhalten wir

M:

[ r@ N ) = Yo [ 10,(@)(uN) (da)

1

.
I

M:

¢j(nN)(@5)

J

o fN@Q](M)

:;/([mmwN@@ﬂmm>
- [ Nf(@) uida).

Das zeigt die gewiinschte Identitédt fiir nicht-negative Treppenfunktionen. Um die
Aussage auf alle nicht-negativen messbaren Funktionen zu erweitern, wenden wir das
Sombrero-Lemma an: Fiir f € £%"(F) existiert eine Folge (f,)neny von Treppenfunk-

tionen mit 0 < f, 1 f. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt

J 7@ ) = sup [ ) (N ()

= sup N fo(z) p(dz)

= [ sup N fu(w) (o)

neN

- [ Nf(@) uida).

(Die letzte Gleichheit folgt mit Teilaufgabe (b); dort haben wir gezeigt, dass f, 1
f = Nf=sup,Nfn.)

Aufgabe 8.8. Losung:
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(a) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass u(4;) > 0 (da
A; t E gilt pu(A;) > 0 fiir ¢ hinreichend grof). Wir definieren
J@)= ¥ s )
2'1(As)

ieN
Beachte, dass f wohldefiniert ist, da fiir ¢ hinreichend grof gilt, dass p(A;) > min{u(E)/2,1}.
Da fiir jedes x € E ein ¢ € N mit x € A; existiert, ist f(x) > 0 fiir alle x € E. Weiterhin
ist f messbar (Grenzwert von messbaren Funktionen, vgl. Korollar 7.13). Aus dem
Satz von Beppo Levi folgt

ff(q:) du(x) = f (supz (A )]lA (:1:)) dp(x)

neN ;=1

G [ 1)
= Z; ? < 00.

(b) Es sei ¢> 0. Dann folgt aus der Monotonie des Integrals

p{u>c} = f{} dp(x)

- f{m};d“( )
* = S @)

1
<~ [ (@) dp(a).
c
Bemerkung: Fiir weitere Versionen der Markov-Ungleichung siehe auch Korollar 10.5

und Aufgabe 10.4.

(¢) Wir folgen dem Hinweis und setzen A; := {f > i}. Offensichtlich gilt dann A; 1 E
und A; € A (da f messbar ist). Mit der Markov-Ungleichung aus Teil (b) sehen wir

auflerdem
. 1
M(Ai)=/ﬁ{f>l}<;ffdu<oo
fiir alle 7 € N.
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9 Das Integral messbarer Funktionen

Aufgabe 9.1. Lésung: Fiir jede messbare Funktion u gilt u € £1(u) < |u| € £1(p). Wir kénnen

also ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass u > 0. Wegen

Z ]l{gngu<2n+1}u T U]].{u>0}
n=-k
folgt aus dem Satz von Beppo-Levi, dass

d =f dy
/U H {u>0}u

vgl. auch Aufgabe 8.2. Offenbar gilt zudem auf Grund der Monotonie des Integrals

O f < / < [ 2"+ gy,
Z 2n<u<2n+l} M Z 2n<u<2n+1} /JJ Z 2n<u<2n+1} M

nez nez nez

Z f27z<u<27z+1} 7

nez

d.h.

c<zf2 wdp < 2C.

n n+1
nez Su<2ntl}

Folglich sind die folgenden Aussagen dquivalent:

ue Ll 2/2 wdp < oo

n n+1
nez Su<2ntl}

< C0=>2"u{2" <u<2"} < c0.

nez

Aufgabe 9.2. Losung:

(a) Da die Abbildung g : C - R? stetig ist, gilt g~}(B(R?)) c B(C). Andererseits:
Ist z € C und € > 0, dann ist B(z) = g_l(Bg(z)(e)) € g L (B(R?)); folglich gilt
o(0¢) c g 1 (B(R?)) (Beachte: Die o-Algebra ¢(O¢) wird von offenen Kugeln der
Form B.(z), z € C, € > 0, erzeugt, vgl. den Beweis von Aufgabe 2.6.)

(b) Aus Teil (a) folgt, dass eine Abbildung h: E' - C genau dann A/C-messbar ist, falls
goh:E - R? A/B(R?)-messbar ist. Tatsdichlich: Die Abbildung h: (E,A) - (C, @)
ist per Definition messbar genau dann, wenn h™1(A) € A fiir alle A € . Wegen C =
g H(B(R?)) ist dies dquivalent zu h™1(g71(B)) = (go h)"1(B) € A fiir alle B € B(R?)

und damit zur Messbarkeit von g o h.

'=": Es sei h: E - C A/C-messbar. Dann ist
Reh
goh)=
( ) (Im h)
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70

A/B(R?)-messbar. Da die Projektionen 7; : R? 5 (z1,29) = z; € R, Borel-messbar
sind (das folgt sofort aus der Stetigkeit), erhalten wir, dass Reh = m1(g o h) und

Imh =7me(g o h) als Kompositionen von messbaren Funktionen messbar sind.

"<": Es seien Reh und Imh A/B(R)-messbar. Dann ist die Abbildung (go h) =
(Reh,Imh) A/B(R?)-messbar (siehe Satz 16.9). Damit folgt aus den obigen Uber-
legungen, dass h: (E,A) - (C,C) messbar ist.

Wir zeigen zuniichst die Additivitit: Es seien g, h e L&(p). Aus
|Re(g + )| <|Reg|+|Reh| € L' (1) | Im(g + )| < [Im(g)| + |Tm(h)| € L' (1)

sehen wir, dass g + h € L1(n). Wegen Re(g + h) = Re(g) + Re(h) und Im(g + h) =

Im(g) + Im(h) erhalten wir aus der Definition des Integrals

[(g+h)d,u=[Re(g+h)du+z’/Im(g+h)du
= [ (Re(9) + Re(h)) dy +i(Tm(g) + Im(h)) dp

:fRe(g)du+fRe(h)du+z’fIm(g)du+if1m(h)du

:(fRe(g)du+i[Im(g)du)+(fRe(h)d,u+i[Im(h)du)
:[gd/wr/hd,u.

Hier haben wir benutzt, dass wir bereits wissen, dass das Integral fiir reellwertige
Integranden linear ist. In analoger Weise folgt die Homogenitéit des komplexwertigen

Integrals aus der Homogenitéat des reellwertigen Integrals.

Da Reh und Imh reellwertige Funktionen sind, gilt [ Rehdp € R und [Imhdu € R.

Folglich ist
Re([hdu):Re(fRehdu+ifImhdu)
=fRehdu.

Analog;:
Im([hdu):Im(/Rehdu+ifImhdu)
:flmhd,u.
Wir folgen dem Hinweis: Da [ hdp € C konnen wir 6 € (—m, 7] wéhlen, so dass

e [ hdp > 0. Somit folgt aus (c),(d)

‘[hdu‘zew/hdu
=Re(ei9fhdu)

= f Re(eh) du
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(f) Wir haben uns bereits in (b) iiberlegt, dass die Messbarkeitsbegriffe ibereinstimmen,
d.h. dass h: (E,A) - (C,C) genau dann messbar ist, falls Reh und Imh A/B(R?)-

messbar sind. Sind Reh und Im A p-integrierbar, so ist auch

h] = v/(Reh)? + (Imh)2 <|Reh| + | Im Al

p-integrierbar. Ist dagegen |h| € L§ (1), so folgt aus |Reh| < |k| und |Im h| < |k, dass
auch Reh und Im A p-integrierbar sind.

Aufgabe 9.3. Losung: Wir zeigen zunichst die Ungleichungsmkette.

;]1{|u|>i}(x) <Ju(z)] < gﬂ{\um}(ﬂ?)
fur alle z € E.

Variante 1:

) oo oo oo k oo
> Lipuziy = 20 2- Mertspulory = 20 2- Ligertspulzky = 20 KL gerts ulsiy
=1 k=1 k=11=1 k=1

=1k

und
Z K1 fstspushy < i [l restspuziy = UL a1y
sowie
Z K1 g 1sfujsky 2 Z(|U| DT gesispusry = (ul = D gup1y 2 [ulLgys1y = Loy
Somit

Zﬂ{|u|>z} [ulT 1y < 1+Z]1{\u|>z} Zﬂ{|u|>z}

Variante 2: Es sei 2 € E, dann existiert genau ein k € Ng mit k < |u(x)| < £+ 1. Dann gilt

also
xe{|lu>i} firalleie{0,..., k}
und
x ¢ {|ul>i} firallei>k+1.
Folglich

Z ]l{|u|2z} (x) =k+1.

iENo

71



R.L. Schilling: Maf & Integral (2. Auflage)

Wegen k < Ju(x)| < k+1 gilt also
Y Mg (@) =k+ 12 u(@)|>k=(k+1)-1= ( >, 11{u|>¢}(1’)) - 1.
iENo ’i€N0

Wegen 1 =120} (da u > 0 nach Voraussetzung) folgt die behauptete Ungleichungskette.

Durch Integration der Ungleichungskette erhalten wir unter Verwendung von Lemma 8.9,

dass
> ullul > i< [ fuldp <y pllul > ),
i=1 i=0

also (b). Ist nun u € £'(u1), dann folgt sofort, dass Y51 u(|u| > 1) < co. Andererseits: Ist
u messbar und ¥; p(|u| > i) < oo, dann folgt [ |u|du < oo, also u € £!(11). Das beweist (a).

Aufgabe 9.4. Losung: Lisung 1: (R, B(R),dp) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Funktion
u(z) :=x, x € R, ist offensichtlich nicht beschréankt. Es gilt jedoch

| (@)l do(da) = u(0)] =0 < oo,
d.h. uweL(5).

Losung 2: ([0,1],B([0,1]), ) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum. Definiert man

u(a:) = Z 22'/2]1[2—1'72—”1)(33)
ieN

so ist u nicht beschréankt. Aus dem Satz von Beppo Levi sehen wir, dass

[[ 1y () M) = S 912 [ 2 A(da)

= [2-¢,2-i+1)
— Z 2i/2(2—i+1 _ 2—i)
1eN
= Z 272 ¢ 00,
1eN

also u e L1()).

Aufgabe 9.5. Losung:

(a) Wir nehmen an, dass alle auftretenden Funktionen messbar sind. Es sei u =u" —u~,
w=w"-w", wobel [u"du =00, [u du<oound [w*dp < oo, [w du= o0, dh.

u,w sind quasi-integrierbar. Offensichtlich gilt nun:
e a) gilt: au ist wieder quasi-integrierbar.

e b) gilt nicht: u + w ist i.allg. nicht quasi-integrierbar. Wéhle dazu v und w wie

oben und so, dass u~ =0 und w* = 0.
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e ¢) gilt: es gilt uvw = u" vw" —u” Aw”. Das sicht man ganz einfach mit
einer Fallunterscheidung: Betrachte u(x) v w(z) und diskutiere alle Falle u(x) >
0,w(x) > 0 usw. — beachte dabei u(x) = v (), wenn u(z) > 0 usw. Wenn wir
0.B.d.A. u,w wie oben wihlen, ist [u"vwtdu> [utdp =00 und [u Aw” du<
[ w dp < oo, d.h. wir haben quasi-Integrierbarkeit. Dasselbe gilt fiir u A w —

entweder mit einer analogen Rechnung oder wegen u A w = —((-u) v (-w)).

e d) gilt: u<v = u <v" und v~ <wu”. Mithin

fuJ'd,uS /v+d,u, —[u_d,us—/v_d,u
und wir diirfen beide Ungleichungen addieren, da nach Vorr. der Fall » oo — co«
nicht auftreten kann.

e ¢) gilt, der Beweis dndert sich nicht.

(b) Offensichlich gilt u, —wu; > 0, d.h. mit dem Satz von Beppo Levi erhalten wir fiir

u = sup,, U
sup](un—ul)du=/(u—u1)du

und die Aufgabe ist es, [ wujdp auf beiden Seiten addieren zu diirfen. Weil aber
Jurdp > - [ ujdu>-oo gilt, ist [ uydu € (—o0,00], d.h. wir haben

Supf“nduzsupf(un—U1)dﬂ+fmdu=f(u—ul)dwfuldu:fudu

in (—oco,00].

(¢) Fiir eine monoton fallende Folge w, von quasi-integrierbaren Funktionen mit [ w{ dy >

—oo gilt lim,, [ wy, dp = [ lim, w, du.
Indem wir w, := —w,, setzen, konnen wir alles auf den Fall (b) zuriickfiithren.

(d) Wenn u < f gilt, dann gilt u* < f* und f~ < u™. Folglich ist [u*du < oo und wir
erhalten quasi-Integrierbarkeit. Der Fall f < w geht analog.

(e) Wir schreiben log* z fiir den Positivteil von logz, d.h. log* z = log z fiir # > 1. Weiter
ist log"x < =1 fiir > 1 (zeichnen Sie sich den Graphen und betrachten sie die

Tangente an der Stelle x = 1 an die konkave Funktion log x). Daher gilt
+ 1 + 1 +
[log ud,uz—flog (up)d,uz—f log™ (u”) du
p D J{uz1}

1 f 1
<= uf -1 d,us—/ uP dp < oo.
p {uzl}( ) p J{ux1}

Es folgt quasi-Integrierbarkeit.

Aufgabe 9.6. Losung:
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(a)

Aus u;(z) > u(z) folgt fi(x) :=wu;(z)—-u(x) > 0. Nach Fatous Lemma gilt somit

/ liminf (u;(x) — u(x) p(dr) < liminf f ui(z) —u(x) p(dx).
1—>00 / 1—>00 N ,
fi(z) fi(z)

Da u € £'(p) konnen wir auf beiden Seiten [ u(x)u(dr) addieren und erhalten die

gewiinschte Aussage.

Dies folgt direkt aus Teilaufgabe (a) mit w; := —v; und u := —v (beachte, dass
limsup, (-a,) = —liminf, a,). Alternativ: Wende Fatous Lemma auf die nicht-

negative Folge f;(z) :=v(x) — v;(x) an.
Aus Teilaufgabe (a) folgt (mit u; = w;, u=—g), dass
f lim inf w;(x) p(dz) < liminf[ w;(z) p(dx).

Aus (b) (mit v; = w;, v = g) erhalten wir zudem

f limsup w;(z) p(dz) > limsup [ wi(z) p(dz).

i—00 i—00

Wegen lim sup,, w; = liminf, w; = w ergibt sich durch Kombination der beiden Ungle-

ichungen

timsup [ wi(e) p(dr) < [ Jim wi(a) p(d)
= [ w(@) u(de)

Sliminffwi(a:),u(dx).

Die umgekehrte Ungleichung (also liminf... < limsup...) gilt trivialerweise nach

Definition von Limes inferior und superior. Damit
lim wi(2) p(de) = [ w(e) pde) = [ lim wie) p(da).

Betrachte den Mafraum ([0,1],B([0,1]),A) und die Folge w;(x) = —il (g ;1(x).

Dann gilt
1
[ wi(z)dr =—i- )\(0, 7] =-1,
i

liminf u;(z)dz =0

aber andererseits

da u;(z) — 0 fiir alle z € [0,1]. Damit ist die Ungleichung in (a) nicht erfiillt. Die
Folge v; := —u; ist ein Gegenbeispiel fiir die Ungleichung in (b).

Aufgabe 9.7. Losung:
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»c«: Seix e Cp,d.h. f(x) =lim, .o frn(x) existiert. Dann ist insbesondere ( fy, () )nen

eine Cauchy-Folge, d.h. fiir alle k € N existiert ein £ € N, so dass
1
| fr(x) = frm(2)] < — fir alle m,n > ¢.

Folglich, x € Neny Uren ﬂnm Al fn(x) - fm(a;)\

3
"ot Es sei Mien Uren mn,m:@ﬂfn(x) = fm(2)] < %} Dann existiert fiir alle k € N ein
£ eN, so dass
[fn(@) = fm(2)] < % fiir alle m,n > L.

Das bedeutet gerade, dass (fn(x))nen eine Cauchy-Folge in R ist. Da R vollstdndig
ist, folgt die Behauptung.

Es folgt direkt aus der Definition des Grenzwertes, dass

Cr= U N {lfm(@) - F@)] < 1):

keN feNm=/(

vgl. die Argumentation in (a). Wir beobachten, dass

AU N (@) - F(2) < LYo 0y

l=1m=¢(
fiir n > oo. Aus der Stetigkeit des Mafes folgt daher

u(A'“)Tu(U A o) - ] < %})=M(E)-

(Beachte: Ist A ¢ B messbar und pu(A) = p(E), dann gilt auch u(B) = pu(FE).)

Insbesondere kénnen wir n = n(k, €) wihlen, so dass u(A%) > u(E) - €27%. Damit
n(E~ Aﬁ(k,e)) = w(E) - M(A]:L(k,e)) <e2™”
Es sei € > 0. Wir wahlen n = n(k, €) wie in Teil (b) und setzen

k
Ae = m An(k,e) E.A.
keN

Aus der Subaddditivitdt von p folgt

H(EN A) = p ( UE~ Aﬁ(k,e))) S HENA G )< Y 2 <e
keN keN keN

Wir missen noch zeigen, dass f, auf A. gleichméfig gegen f konvergiert. Nach

Definition gilt
n(k,e) oo

A= U NAf-Fml <5
keN (=1 m={
d.h. fiir alle z € A. und k € N existiert £(z) < n(k,€), so dass
1
If(x) = fn(2)] < Z fir alle m > ¢(x).
Wegen ¢(x) < n(k,e€) folgt daraus insbesondere

1
|f(z) = fin(2)] < o fiir alle x € A, m > n(k,e).

Da k € N beliebig ist, zeigt das die gewiinschte gleichméfige Konvergenz auf A..
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Aufgabe 9.8. Losung: Siehe Satz 10.9.
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10 Nullmengen

Aufgabe 10.1. Lésung: Die Richtung < ist klar. Umgekehrt: Da u — v als Differenz von

messbaren Funktionen messbar ist, sind die Mengen {u > v}, {u < v} messbar. Aus

f|u—v| duz[{u%}(u—l}) du—[{u<v}(u—v) dp=0-0

folgt dann mit Satz 10.2, dass p(u—v #0) =0, d.h. u = v fast {iberall.

Aufgabe 10.2. Lésung: Die Richtung < ist klar. Umgekehrt: Wir zerlegen u = u* — u~ und

v=v"—v~ und ordnen die Gleicheit auf der linken Seite folgendermafen um:

v(G) = fG(u++v7)d,u:fG(v++u7)d,u::p(G) VG e §.

Da die Integralausdrucke Mafse auf A definieren und da die Mafle auf G iibereinstimmen,
konnen wir v(A) = p(A) aus dem Mafkeindeutigkeitssatz folgern — beachten Sie, dass auf

Grund der Integrierbarkeit von u,v gilt, dass v(Gy,) = p(Gy) < .
Die Behauptung folgt nun mit Hilfe von Aufgabe 10.1.

Aufgabe 10.3. Losung: Die Funktion 1g stimmt fast iiberall mit einer stetigen Funktion
liberein, ist aber nicht fast iiberall stetig. Andererseits ist 1| ) fast iiberall stetig, aber

stimmt nicht fast iiberall mit einer stetigen Funktion iiberein.

Aufgabe 10.4. Losung:
(a) Es gilt

c m 1
M{|U|>C}=f]1{u|>c}du=f(-:1{|u>c}d/i<f%1{u|>c}du<zf|u|dﬂ-

Im letzten Schritt wurde die Monotonie des Integrals verwendet:

[ Vpgleldu < [ fuldp

(b) Da (0,00) > = 2P monoton wachsend ist, gilt pu(|u| > ¢) = p(jufP > ). Aus

Teilaufgabe (a) folgt somit

(@) 1
plul > e} = p{lul”> P} < c—prUIPdu-
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(c) Wir betrachten zunéchst den Fall [ udy > 0. Fiir u > 0 ist u = |u| und damit erhalten
wir aus Teilaufgabe (a) (mit ¢:= a [ udp), dass

1 1 1
,u{u?ozfudu}:uﬂul)c}é—f|u|d,u: /ud,u:—
c afudp a

Ist [udp =0, dann ist [ |u|du =0 (denn nach Annahme gilt « > 0) und aus Satz 10.2
erhalten wir p{u # 0} = 0. Damit folgt

1
,u{u>ozfud;z}=u{u>0}=0<—
o'

fir alle o > 0.

(d) Die Monotonie von ¢ impliziert {|u| > ¢} c {¢(|u|) > ¢(c)}. Mit der gleichen Argu-

mentation wie in Teilaufgabe (a) erhélt man daher
plul > e} <p{o(jul) > 6(c)}

= f ]1{¢<u|>>¢<c)}%dﬂ

f Lounze(o)y qﬁ((‘c‘))

) % / Lig(upsae)y @(Jul) dp.

Nach Voraussetzung ist ¢ nicht-negativ und folgern wir aus der Monotonie des Inte-

grals schliefslich
1
ol > ¢} < —— [ o(Jul) d.
)

(e) Beachte, dass
{lul <} e {e(lul) 2 ¥ (c)}

da ¢ monoton fallend ist. Mit einer analogen Argumentation wie in (d) folgt die

Behauptung.
(f) W&hlt man in (b) p=2, u=X -EX und ¢= aV/VX, dann

2y 1
P(|X—EX|>a¢W)<WE((X-EX))_ .
VX

Aufgabe 10.5. L6sung:

(a) Es seien A, B e A mit Ac @ c B. Dann gilt u(A) < u(B) und indem wir zu sup 4.
und infgcp tibergehen, folgt daraus p.(Q) < p*(Q).

Es sei € > 0. Geméfs der Definition von pu, existiert Ac @, A € A, mit

1+ (Q) = n(A)| <.
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Indem wir A gegebenenfalls vergrofsern, konnen wir erreichen, dass
™ (QF) — u(A%)| < e.
(Beachte: A¢> Q°.) Folglich,
1(E) = 1 (Q) = ™ (@) < |1 (B) = p(A)] + 1" (EF) = p(A%)] < 2e.

Da € > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.
Es seien A,Be A mit Ao Rund B>Q. Wegen Au B> FE U F gilt dann
p'(Ru@) < p(AuB) < p(A) + u(B).
Indem wir das Infimum inf 45z und inf g nehmen, erhalten wir p*(RUQ) < p*(R)+
1 (Q).
Es seien nun R, Q c F disjunkte Mengen. Fiir A, B € A mit A c R und B c Q gilt

offensichtlich Av Bc Ru(@ und An B =g. Folglich,

(R0 Q) > p(Aw B) = p(A) + u(B).

Indem wir zunéchst das Supremum sup 4 und dann das Supremum sup g nehmen,
folgt 1+ (Ru Q) 2 pa(R) + p (Q)-

Aus der Definition des Supremums/Infimums wissen wir, dass Mengen Q,,Q" € A,
Q. c Q c Q" existieren mit

1(Q) = 1(Qn)] + |17 (Q) = Q™) < %

Fir Q. := Upen@n € A und Q* = Npeny Q" gilt dann Q. ¢ Q ¢ Q*; insbesondere gilt
also p(Qx) < px(Q) und p*(Q) < u(Q*). Weiterhin ist

w3 (U] @@~

fiir alle k € N. Folglich (@) = 1«(Q). Analog zeigt man, p(Q*) < p*(Q) +% fiir alle
k € N und erhélt daraus p(Q*) = p*(Q).

Aus (c) folgt, dass
A*"={QcE;3A,Be A, AcQc B:u(B\A)=0}.

Die Menge auf der rechten Seite ist aber gerade die vervollstandigte o-Algebra A,
vgl. Aufgabe 3.7, und somit ist A* ebenfalls eine o-Algebra.

Wir haben in (d) gezeigt, dass A = A*. Um zu zeigen, dass (E,A, %) die Vervoll-
standigung ist, geniligt es daher zu zeigen, dass i(A) = u(A) fiir alle A € A* wobei
wir mit & das in Aufgabe 3.7(a) definierte Maf bezeichnen.
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Es sei also @ € A", dann existieren per Definition Mengen @ : *,Q* e A, Q. c Q c Q~,

so dass
(@) = 1 (Q) = p*(Q) = (Q). ()

Insbesondere ist pu(Q*~ Q) =0. Fir N:=Q\ Q. ist Q = Q. UN und N c Q* ~ Q.,

d.h. N ist Teilmenge einer u-Nullmenge. Aus der Definition von ji erhalten wir somit
- B (*) (*)
Q) = (@) = p+(Q) = 17 (Q)-

Aufgabe 10.6. Losung: Es sei (Gy)nen, € A mit G, 1 E und 0 < u(G,,) < co. Wir setzen
dP(x) == f(z)dp(z) mit

_ 1
@)= 2

2"g, ().
Offenbar gilt f > 0. Aus dem Satz von Beppo-Levi folgt

P(B) = [ f(@)du()

Ll RIAOTIO

fiir B € A. Speziell fiir B = E erhalten wir

P(B)= ) 27"=1,

neNg

d.h. P ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs. Fiir jede p-Nullmenge N folgt dagegegen aus
Satz 10.2b), dass

PV) = [ £(@)du(z) 0.

Andererseits: Ist P(N) =0 fiir N € A, dann ist

[ i@ (@) du) =0

und nach Satz 10.2 folgt f -1y = 0 p-fast iiberall. Da f > 0 erhalten wir 1y = 0 p-fast
iberall, d.h. u(N) =0.

Aufgabe 10.7. Losung:

(a) Um zu zeigen, dass p eine Aquivalenzrelation ist, miissen wir Reflexivitét (u ~ u),

Symmetrie (u~v <= v ~u) und Transitivitdt (u ~v, v ~w == w ~w) priifen.
e Reflexivitiat: Klar wegen pu({u #u}) = u(@) = 0.

e Symmetrie: Wegen {u # v} = {v # u} gilt offensichtlich u ~v <= v ~u.
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e Transitivitit: Sei u({u #v}) =0=pu({v#w} fiir u,v,w e L1 (x). Dann
{u=w}s{u=vin{v=w} = {uzw}c{uzrv}u{v+w}
und somit folgt aus der Subadditivitdt von u, dass

u(fu+ w)) <p({usv}) + p({o # w}) =0.

Multiplikation: Ist o € R und u € £'(p), dann ist au € £'(u). Insbesondere ist
also [au] definiert. Um zu zeigen, dass die Operation afu] := [au] wohldefiniert ist,
miissen wir die Unabhéngigkeit von der Wahl des Représentanten zeigen. Seien dazu

u,w € L1(p) mit u ~w, dann

p({au = aw}) = p({u = w}) =0,

also au ~ aw und somit [au] = [aw].

Addition: In ¢) werden wir beweisen, dass u+w € £!(u) fiir alle u,w € £1(x). Damit
ist dann also [u + w] definiert. Auch hier muss die Unabhéingigkeit von der Wahl der

Reprisentanten gezeigt werden. Seien u ~ v’ und w ~ w’. Dann
{lurw=v+w}s{u=v}n{w=w} = {u+rw+v +w'}c{urd}u{w+w'}

und somit
p{usw =’ +0'}) < p({u = ') + (o = w'h) =0,
dh. u+w~v +w und [u+w]=[u+w].

Wir zeigen zuniichst, dass u+w € £'(p) fiir alle u,w € £(u). Seien dazu u,w € L(p).

Beachte zunéchst, dass u + w messbar ist. Wegen der Dreiecks-Ungleichung gilt
u(z) + w(@)| < Ju(z)| +w(z)],  zek,
und somit gibt die Monotonie des Integrals, dass
[ u(@) + w@)lude) < [ fu@)lp(de) + [ o) p(de) < o.
Das zeigt u +w € £ (;) und
lu+wlerguy <luler + lwler - (10.1)

Seien nun u,w € £'(p) mit u ~ w, dann gilt |u| = |w| fast iiberall und es folgt aus

Korollar 10.4, dass

ulergy = [ lu(@)lp(dz) = [ (@) u(dw) = |wles .
Damit ist also
def .
Iy < {0y 3 w0 ~ 0} = [l

(Wie wir gerade gesehen haben, ist die Norm rechts unabhéngig von der Wahl des

Représentanten u!) Wir iiberpriifen nun die Eigenschaften einer Norm:
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e Definitheit: Aus [[u]]| = 0 folgt [ufc1¢,) =0 und u ~ 0 (vgl. Satz 10.2), also
[u] = [0].

e absolute Homogenitit: Sei o € R und u e £1(p), dann
[la-ull gy =l Tull Ly = la-ulggy = lal- ulgrgy = 1ol - [Tull -

e Dreiecksungleichung: Seien u,w € £*(y), dann folgt mit (10.1), dass

[lw+wllpry = lu+wlery < lulerg) + lwlery = 1wl + 1wl -

Aufgabe 10.8. Lésung: Nach Voraussetzung ist ([ u™du+ [v*dp) - ([ u”dp+ [ v~ dp) in R
definiert, d.h. einer der Klammerausdriicke ist endlich. O.E. sei [u~du+ [ v~ dp < oo.

Insbesondere ist also N = {u™ = oo} U{v™ = oo} eine Nullmenge. Daher ist auf N¢ der
Ausdruck u+v = (u* +v") — (u” +v7) definiert, wobei der Wert +o0o angenommen werden

kann.
Wir haben nun (u+v)~ < u”+v~. Das iiberlegt man sich folgendermafen: w~ = max{0, -w}
und daher reicht es, zu zeigen, dass
max{0,a + b} < max{0,a} + max{0,b}, a,beR.
e a+b >0 dann gilt max{0,a + b} = a + b und durch Addition von a < max{0,a},
b < max{0,b} folgt die Behauptung.

e a+b <0 dann gilt max{0,a + b} = 0 und durch Addition von 0 < max{0,a}, 0 <
max{0,b} folgt die Behauptung.

Also haben wir (vgl. die Def. des Integrals positiver Funktionen).

/(u’+v’)d,u: fu_du+fv_du< o
d.h. es folgt Quasi-Integrierbarkeit. Die Formel fir das Integral folgt dann aus der Defini-

tion der Quasi-Integrierbarkeit.

Aufgabe 10.8. Losung: Es reicht aus, die erste Ungleichung zu zeigen, da die zweite wegen

—limsup,, b, = liminf, (-b,) aus der ersten Ungleichung folgt. Es sei m € N. Dann gilt

A, + by, < SUP Ay + SUP by
nx=m nzm

Nun kénnen wir den liminf,, auf beiden Seiten bilden. Da wir auf der r.S. zwei monoton

fallende Folgen haben, ist der liminf,, dort ein lim,,, und die Behauptung ist gezeigt.
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11 Konvergenzsatze

Aufgabe 11.1. Lésung: Aus der elementaren Ungleichungskette
la = b < (|al +[b])” < (2max{lal, [b[})” = 2” max{|al”, [b]"}
folgt sofort, dass |u, — ulP < 2PgP € L1 ().

Losung 1: Die Abschitzung |u, — ulP < 2PgP € £L(11) gibt uns eine integrierbare Majorante
fiir die Folge wy, := |u,, — u|P. Da nach Voraussetzung lim,, w,, = 0 gilt, ergibt sich aus dem

Satz von der dominierten Konvergenz

lim | |up, —ufPdp = lim f Wy, dp = [ lim w, du = 0.
—
0

Losung 2: Wir imitieren den Beweis von dem Satz von der dominierten Konvergenz. Aus
der oben bewiesen Ungleichung sehen wir, dass 2P¢gP — |u,, — uP > 0. Aus Fatous Lemma

folgt daher
2 / |g[” dp = / lim inf (2P gP — |u, — ulP) dp
< lim inf /(ngp — | — ulP) dp

:liminf([2pgpdu—/|un—u|pd,u)

=2P f lgl? dp - limsup/ [tr, — ulP dp
n—oo
(beachte, dass liminf,, ., (-ay) = —limsup,,_, ., a,). Folglich gilt

0< hmlnff |y, — ulf dp < limsup [ |y, — ulP dp <

n—o00
Dies zeigt, dass der Grenzwert lim,, oo [ |un — ufP du existiert und gleich 0 ist.

Aufgabe 11.2. Lésung: Da YF_, [un| 1 252, |t gilt geméR dem Satz von Beppo Levi, Satz 8.6,

/(2lun|) du=f(iup2|un|) du Sup/ Zlunldu Z/|un|d,u<00

Das zeigt w := Y00, [un| € £Y(p). Aus Korollar 10.6 sehen wir ¥°°; |u,|dy < oo fast

iiberall. Insbesondere gilt also u := Y > u, < oo fast iiberall. Um die zweite Aussage zu
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zeigen mochten wir den Satz von der dominierten Konvergenz anwenden. Dazu definieren
wir vy = Zﬁzl uy, und bemerken, dass dann

lvg| =

k
D tn
n=1

k oo
<Y Junl € Y fun| <w e £ ().
n=1 n=1

Weiterhin gilt offenbar vy, - u = Y77 uy, fiir K — oco. Damit folgt aus dem Satz von der
dominierten Konvergenz

00 k
[Zund,uzfud,uzf lim v dp = lim kad,uz lim Z[undu
n=1 k—o0 k—o0 k:—>oon:1
= Z/und,u.
n=1

L]
Aufgabe 11.3. Losung: Geméf dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe u := Y02 (=1)"uy,.

Weiterhin folgt aus der Monotonie, dass die Partialsummen Sy, := ¥¥_, (=1)"u,, die Ungle-
ichungskette

Sop € Sopro € ... < U
erfiillen. Damit erhélt man aus dem Satz von der monotonen Konvergenz
f udp = klim f Sop dp

2k

i f
:g(—l)"fun dp.

Beachte, dass die Reihe auf der rechten Seiten konvergiert: u, | 0 impliziert, dass f Up dp |

0 (Satz von der monotonen Konvergenz) und damit folgt die Konvergenz wiederum aus
dem Leibniz-Kriterium. Folglich gilt u e £1(u).

L] |
Aufgabe 11.4. Lésung: Mit dominierter Konvegenz (e™™ < 1 € £1(u) fiir alle 7,z > 0) sehen
wir

lim

e " u(dx :f lim e " u(dz :f 1 da) = {0V,
r—oo J[0,00) ,LL( ) [0,00) T—00 M( ) [0,00) {O}N( ) ,U,{ }

[ ] ]
Aufgabe 11.5. Losung:

(a) Es sei € >0. Wegen f € L1()\) folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz,
dass

lim

lim If|dA = 0.

Br(0)c
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Insbesondere konnen wir R > 0 wahlen mit

d\<e.
[BR o

Da K kompakt (also insbesondere beschrénkt) ist, existiert r = 7(R) > 0, so dass
x+ K c BR(0)° fiir alle x mit |x| > r. Folglich gilt

wsf X <
[ o A<

fir alle € R” mit |x| > r.

Es sei € >0. Da f nach Voraussetzung gleichméfig stetig ist, existiert 6 > 0 so dass
If(y) - f(z)|<e firallexeR" yex+ K :=x+ Bs(0) = Bs(x).

Somit
|f(2)[" = m fKﬂ | (z)[PdA(y)
) ﬁ fK (wﬂf(y)\)” dA(y).

<€

Unter Ausnutzung der Ungleichung
(a+b)P <C(af + "), a,b>0 (%)

fiir ein C' = C(p) > 0 erhalten wir

1P <505 (fn @ D@+ [ 1wl aw)

yAME+x) O
<O TN S T ONPG)

—_—
1

Aus Teilaufgabe (a) folgt nun

limsup |f(x)]P < Ce? =%0.

|z|—>o00

Offenbar ist dies dquivalent zu limy, o [f(z)] = 0.

Zu (*): Wir betrachten zunéchst den Fall p € (0,1). Dann ist die Funktion [0, 00) 3
a~ f(a) := aP konkav und deshalb insbesondere subadditiv, d.h.

(a+b)? =f(a+b)< f(a)+ f(b) =aP +bP, a,b>0.

Folglich gilt (x) mit C' = 1. Fiir p > 1 folgt die Ungleichung dagegen aus der Holder-

d v (4 @
A2l | Xyl
j=1 j=1

Ungleichung:

d
> Ty
j=1
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fiir alle z,y € R? wobei p + ¢ = 1 konjugierte Indizes bezeichnen. Wihlen wir speziell
d=2,z=(a,b),y=(1,1), dann
la-1+b-1< (Jaff + [bP)7 - 2.

Bilden wir von beiden Seiten die p-te Potenz, erhalten wir die gewiinschte Unglei-

chung.

Aufgabe 11.6. Losung:
(a) Sei € > 0. Fiir R > 0 betrachten wir Mengen der Form B := {|f| < R}. Offenbar

gilt dann per Definition sup,.p |f(x)| < co. Andererseits folgt aus dem Satz von der

dominierten Konvergenz und Korollar 10.6, dass

gm [ W@ [ 1f@)lde =0

Insbesondere kénnen wir also R hinreichend grof wiéhlen, so dass [ |f(z)|dz < e

Weiterhin sieht man aus der Markov-Ungleichung (Korollar 10.5), dass
1
A(B) = MIf1> By < [ If@)lda <o.

(b) Es sei € > 0 und B € B(R") eine Menge wie in (a). Weiterhin sei A € B(R"™) mit
A(A) <e. Dann gilt

[nan= [ intaxs [ irlax
<sup|f(@)]-X(AnB)+ [ |7l

| —
<A(A4)

<sup|f(x)|-e+e.
zeB

(Beachte, dass sup,.z|f(x)| < 00.) Dies zeigt gerade, dass

i f ) = 0.
a7

Aufgabe 11.7. L6sung:

(a) Aus u, € £'(p) und |u, — ufe < 1 fiir » hinreichend grof, folgt zunichst aus der

Dreiecksungleichung, dass

[!u!du</\un—u\d,u,+f]un\du<Hun—uHoo,u(E)+/\un|d,u<oo,

also v € £1(p). Eine ganz dhnliche Rechnung zeigt

‘/und,u—fudu‘:‘f(un—u)d,u

Da pu(FE) < oo folgt aus der gleichméfigen Konvergenz |u, — u)o — 0, dass

lim ‘/und,u—fudu’:().

< f i — | dpt < |m — ] cops(E).
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(b) Die Aussage ist im Allgemeinen falsch. Betrachte zum Beispiel den Mafraum (R, B(R), A!)
und die Folge u,(x) := %IL[_,W](:E), x € R. Dann gilt offenbar u,, - 0 gleichméakig,
up, € LH(AY), aber

lim und,u=1¢0=[udu.

n—00

Aufgabe 11.8. Losung: Auf Grund der Monotonie von f gilt fiir jede Folge (an)nen c (0,1)
mit a, | 0, dass

Flan) 4 F(04) 5= nf £(2).

Speziell fiir die Folge a,, :=t", t € (0,1) gilt also f(¢") | 0. Aus dem Satz von der monotonen

Konvergenz folgt somit
lim 17‘ dt = inf ' dt = 1nf Ydt = ' 0+)dt = f(0+
. t")dt =i / t") dt f i t t f t .
n»l oo/(; ( ) nleN 0 f( ) 0 ;LENf( ) 0 f( ) f( )

Aufgabe 11.9. Losung: Setze u,(t) = t"f(t), t € (0,1). Wegen [t"| < 1 fir ¢ € (0,1) gilt
offenbar

fun ()] = [£"]- LF (0] < |f ()] € £1(0, 1).

Weiterhin folgt aus " ~— 0 fiir ¢ € (0,1) und |f(¢)| < oo fast {iberall (vgl. Korollar 10.6),
dass |u,(t)] = 0 fast {iberall. Damit ergibt sich aus dem Satz von der dominierten Kon-

vergenz, Satz 11.3, und Bemerkung 11.4a), dass

1 1 1
1imf0 L) dt = hmfo un(t)dtzfo lim un (1) dt = 0.

—_— —
0
[ 1]
Aufgabe 11.10. Losung: Bekanntermafen gilt ﬁ = Yso2" fir z € [0,1) (geometrische
Reihe). Damit sieht man leicht, dass fiir alle ¢ > 0
]. _ ]. _t —t n —nt
et—1 etl- ,;)( ) r; ¢

(beachte, dass e < 1 fiir ¢ > 0!). Definiert man ug(t) = sin(t) - ¥_, e, dann bekommt

man die Abschétzung

k
t
=|sint| Y e ™ <|sint] Y e = m (%)
n=1

lug (t)] < |sint|-
nxl -1

fir alle k¥ € N und ¢ > 0. Aus den elementaren Abschitzungen e/ —1 > ¢ (¢ > 0) und

e =1 €'/? (t > 1) erhalten wir somit

(8] < Lo 13(t) + €721 oy (1) = w(2).
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Wir wollen nun als néchstes zeigen, dass w € £1((0,00)). Dies folgt aus dem Satz von

Beppo Levi:
oo 1 o
f w(t)dt:f w(t) dt+[ w(t) di
0 0 —— 1 ——
1 e~t/2

n
=1+sup et = 1+sup[—2e_t/2]:_1 < 00.
neN J1 neN B

Hier haben wir verwendet, dass jede Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — C,
—00 < a < b < oo, auch Lebesgue-integrierbar ist und dass das Lebesgue-Integral mit dem
Riemann-Integral tibereinstimmt (siche Satz 13.2). Nach dem Satz von der dominierten

Konvergenz gilt also

[e (e8] k (=]
fo w dt = lim . ug(t) dt = klg{)lo; [0 sin(t)e ™ dt.

e’ — k—oco

Schreiben wir nun Ime'? = sint¢, dann

/(;oo sin(t)e ™ dt = Im (/Ooo et=m) dt) ,

vgl. auch Aufgabe 9.2. Unter erneuter Benutzung des Satzes von der dominierten Kon-

vergenz sehen wir, dass
00 R .
f sin(t)e ™ dt = Im( lim f et=m) dt)
0 R—oco J1/R
( . [et(i—n) :|R )
m| lim | —
Roeo] 1=M fiqp

( 1 ) 1
Im - | = .
n—1 n2+1

Aufgabe 11.11. Ldsung: Nach Definition der Exponentialfunktion gilt e** = Y, . (Zx) . Fol-

glich,
z:c)

k
ug(z) = f(z) Z —= f(x)e*.

Weiterhin folgt sofort aus der Dreiecksungleichung

(Zx)”

<If@N T < gyl

n>0

fur ()] < | ()] Z

Nutzen wir nun, dass = ~ e f(z) integrierbar fiir A = +|2|, dann finden wir

fu ()] < [f(@)le L 0y (@) + |f (@) L1g 00 () € L1 (R).

Anwenden des Satzes der dominierten Konvergenz gibt

/f(a;)e”da::f]}im ug(z) dr
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= k}im ug(z) dr

k
= lim ) %f(za:)"f(a;) dx

k—oo n=0

o) n

=> — [ 2"f(x)dx

unter Ausnutzung der Linearitét des Integrals.

Aufgabe 11.12. Lésung: Nach Voraussetzung definieren

Up = fr = gn Un = Gn = fn
nicht-negative Folgen, die punktweise konvergieren:

limu,=f-g lim v, =G - f.
n—oo

n—oo

Wir wissen, dass [ f,du < [ G, du — [ Gdu; insbesondere folgt daraus

limsupffnd,u,<oo.

n—>0o0

Analog erhalten wir liminf,,,« [ fn du > —0o. Wir wenden zunéchst das Lemma von Fatou

auf die Folge (vp,)neny an:

n—>oo n—oo

f(G—f) dp = fliminfvndu <liminf | v, dyp = liminf(f Gndu— f fndu).
Wegen f Gdu = limnf Gp du e R liefert das
[ hdu<timint [ (-f.)dp,

also

/fdu)limsup[fndu

n—oo

(da liminf, (-a,) = —limsup,, a,,). Analog erhalten wir fiir (uy, )nen:

/(f -g)dp = [ liminf wu, dp < liminf/ Up dp = lim inf (/ fndp - / In d,u)
und somit
f Fdu< liminf/ m
Folglich gilt
oo <limsup/fndu< ffd,usliminfffnd,u< oo.

n—oo
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Aufgabe 11.13. Lésung: Die Ungleichung |/, f du|< [, |f|dp ergibt sich sofort aus der Dreieck-

sungleichung. Es geniigt also, die zweite Ungleichung zu zeigen. Es sei € > 0.

Losung 1: Es folgt direkt aus dem Sombrero-Lemma, dass eine Folge (fp)nen € E(A) ex-
istiert mit | f,| < |f] und limy o frn = f (Korollar 7.12). Aus dem Satz von der dominierten
Konvergenz erhalten wir nun [ |f, — f|du 22%, 0; insbesondere kénnen wir also n € N
wihlen mit [ |f, - f|du < e. Da f, beschrinkt ist (das folgt direkt aus der Definition von
Treppenfunktionen) gilt

[ faldi < Ul - (4) <€

fir alle A € A mit u(A) <0 := €/||fn]oe. Folglich sehen wir mit Hilfe der Dreiecksungle-

ichung

JArtdus [ A= sldus [ 1faldu< [ 15 flap+ [ Valds2e
fiir alle A € A mit p(A) < 6.
Losung 2: Offenbar gilt

du = du + d
| 171 [AO{M} £l dp fww fldp (+)

Wir schétzen die Terme getrennt ab. Fiir den ersten Term auf der rechten Seite gilt nach

dem Satz von Beppo-Levi

R
dp o, f dy.
Lﬂ{lflzR}V |y aniifleooy 1

Da nach Voraussetzung f € £(u) ist p(|f] = 00) = 0 (vgl. Beweis von Korollar 10.6) und
damit gilt nach Satz 10.2,

dp = 0.
/;ﬂ{lflzoo} 71

Somit konnnen wir R > 0 wahlen mit

du < e.
fAﬂ{lf\>R}|f| s

Fiir den zweiten Term in (*) sieht man leicht, dass

du<R f 1du < Ru(A).
fAﬂ{\fl<R} A< R | preny LS Br(A)

Fiir alle A € A mit u(A) <6 :=¢/R erhalten wir also

d=/ d+/ du<e+ Ru(A) < 2.
171 o 1 [l 1(A)

Aufgabe 11.14. Losung:

(a) Das folgt sofort aus der Definition der Konvergenz in W-keit.
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(b) Ohne Einschrankung kénnen wir € < 1 annehmen, da {|u—u,| > €} 2 {|u—u,| > 1} fur

€ < 1. Wir haben mit der Markov-Ungleichung fiir alle A € Aq

p{lu—up|2efnA) = p({Ju—up| Al 2 e}mA)S[A|u—un|/\1d,u—>0.

Umgekehrt gilt fiir A € Ag und 6 >0

u—uUp| Aldu = u—Up| ALldu + u—up|Ald
/A' nl a Aﬁ{\u—un\<6}| nl K An{|u—un|>6}| nl a

<Op(A) + p({ju—uy| >} n A) — op(A) s 0.

(c) Wir nehmen u = 0 an, sonst kénnten wir u,, —u betrachten. Es seien R,e > 0. Dann

gilt wegen |uy,| < w

[ ualdii= [ unl Awp
Up| Awd f nlAwd / nlAwd
f{\un|<e}| | N |un|>e}n{w>R}| | N |un\>e}n{w<R}| | H

= un/\wdu+f un/\wdu+f Up| Awdp
j;\un|<e} ’ | {Jun|ze}n{w=R} | | {Jun|ze}n{esw<R} | ‘

S/e/\wd,u+[{ oy 01 Ri({ua] > ) 0 o >e}) =22 L 04040,
w>

e—>0, R—oo

Nun bilden wir die Limiten n - oo (Konvergenz in W-keit), ¢ — 0 (dom. Konv.,

Majorante w), R - oo (dom. Konv. Majorante w).
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12 Parameter-Integrale

Aufgabe 12.1. L6sung:

(a) Damit die Integrale existieren, muss |e™¢| € £1(p) bzw. |e"¢|- [u(-)| € £'(dz) gelten.
Wegen |e™"¢| = 1 sind sinnvolle Bedingungen an die Existenz, dass p ein endliches
Maf ist (dann ist die Konstante 1 integrierbar) bzw. dass u € £(dx) ist. Wir
bekommen dann die Stetigkeit der Transformationen direkt aus dem Stetigkeitslemma

fiir parametrisierte Integrale: Definiere
f(& ) = —”5 EeR,xzeR.

Nach Voraussetzung ist |f(x,&)]| < (27r)’1 e L1(p) und € — f(&, ) ist stetig. Damit
folgt die Stetigkeit der Abbildung

&m [ & @)u(dn) = e)

aus Satz 12.1. Die Argumentation fiir & geht analog.

Hinreichende Bedingungen fiir die n-fache Differenzierbarkeit konnen wir aus dem

Differenzierbarkeitslemma ableiten. Wegen

“ x _( Z'CU) —wzf
§f(f, )

gilt
l

fleo)|< oo

‘d{
Nach dem Differenzierbarkeitslemma existiert also dif f(€) falls [ |z| u(dz) < oo. Iterieren

wir diese Uberlegung, so folgt, dass ji n-mal differenzierbar ist, falls

f l2[" j(dz) < oo
Analog: 4 ist n-mal differenzierbar, falls [ |z|" |u(x)|dz < oo.
(b) »<=«: Sei [ 2?u(dx) < co. Dann gilt
d .
‘d—g xe-wf)‘ ~af? e £ (p).
Da wir aus a) wissen, dass

1 .
€)= =i | we™ ™ u(dz),
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folgt mit einer nochmaligen Anwendung des Differenzierbarkeitslemmas, dass i zweimal

differenzierbar ist und
1 .
J€) = (i [aPe = pdry = - [ a2 ().

»=«: Mit Hilfe von
1 . 1l—cosy
— =lim
2 y-0 oy

und mit dem Lemma von Fatou schlieken wir, dass

fx u(dx) = 2/x lim 1= cos(2hz) ,u(da:)z1 limlL(th)u(dx)

h—0 (Zha:)2 2 JR h=0 h?
1, . 1 - cos(2hzx)
<Gl f g @)
:%hr}{ljglf—f(l—cos(?hw))u(dx).

Beachte nun, dass

[ =costzne)) ) = [ (1= 5 e )
o (ﬂ(O) - SA(2R) = Sa(-2h))
Folglich,
[ 2 u(de) < wlimine % (231(0)  i(2h) - l(~2h))
Aus der Analysis ist bekannt, dass

f(2h) = 2f(0) + f(=2h)

J"(0)=1 i

fiir jede 2 mal differenzierbare Funktion f. Da i per Annahme zweimal differenzierbar

ist, erhalten wir also
/Rx2 p(dr) < =4mi"(0) < oo.

Anmerkung: Allgemeiner kann man zeigen, dass i genau dann 2n mal differenzierbar
ist falls [ |2|*" pu(dz) < oo gilt. Fiir die Ableitungen ungerader Ordnung stimmt diese
Charakterisierung nicht; beispielsweise ist die Bedingung aus b) nicht notwendig fiir

die Differenzierbarkeit von fi.

Aufgabe 12.2. Lésung: Es sei
V(x):= / w(t) p(dt).
(z) (0.2) (t) p(dt)

)

Die Stetigkeit von V' in z = xq ist Aquivalent zu V(z9—) = V (zo+) mit

V(zo-) := lim V(z) V(zo+) := lim V(x).
ZTTo zlTo
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(Beachte, dass auf Grund der Monotonie von V beide Grenzwerte existieren.) Es sei
(2n )nen eine Folge mit x,, 1 xo. Dann gilt Lo,e,) T L(0,20) und somit erhalten wir aus dem

Satz von der monotonen Konvergenz

lim V(x,) =supV(z,) = f T (0,20)u(t) p(dt).
n—oo neN

Folglich,
V(zg-) = [ u(t dt).
( 0 ) (0.20) ()M( )

Ist (2 )nen dagegen eine Folge mit x,, | o, dann g,y | 19 4,)- Es folgt wiederum aus

dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass
V(aot) = inf Vwa) = [ u(t) p(do).
(zo+) = inf V(an) (0] u(t) p(dt)
Es gilt also V(z¢—) = V(zo+) genau dann, wenn
0=V (zo+) - V(wo-) = f{ u(t) ().
o

Wegen u > 0 folgt die Behauptung (vgl. Satz 10.1).

Aufgabe 12.3. Lésung:

(a) BEsseite(-R,R) fir R>0. Da |p(z)-t| <|p(x)|+]t| < |o(x)|+ R e £L1([0,1]) und die
t — |p(x) —t| stetig ist, folgt aus dem Stetigkeitslemma, Satz 12.1, dass die Abbildung

CRRB)>te (1) = [ 16()~1dr

stetig ist. Da R > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.

Alternativlosung: Aus der (umgekehrten) Dreiecksungleichung folgt

1@ @< [ N6 —t=lo() ~slld< [ |s=tlde=]s~]
d.h. f ist sogar Lipschitz-stetig.
(b) »<=«: Es seiteR mit A{¢p =t} =0 und h € R. Wir schreiben
f(E+h) - f(D) :/ [p(2) ~(t+ )|~ |¢(z) -1
d<t—h

h h
[ B,
t—h<¢<t+h h
9(x) = (E+h)| - |o(x) -]
" ﬁ;ﬂh h d
= I (h) + Io(h) + I3(h).

und behandeln die Integrale getrennt. Es gilt

(@)= (t+ M) + (6(@) -1)
p<t—h h
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- [ = nost-h) A6 <0).
p<t—h
Analog folgt

nm= [ (¢(z) = (t+ f;) (@)=t

=M@ t+h) A (6> 1),

Da nach Voraussetzung A\(t —h < ¢ <t+h) Lina A(¢ =t) = 0 erhalten wir aus dem

Satz von der dominierten Konvergenz

|6(z) ~ @ +h)[ - |o(z) -] , ~r-0

t—h<p<t+h h

I(h) = 0

(beachte, dass ||¢($)_(t+}z)|_‘¢(m)_t“ < 2; umgekehrte Dreiecksungleichung!). Kom-

binieren wir alle Resultate, so erhalten wir

o 1@+ )~ (@)
h—0 h

=Xop>t)+ Ao <t).

»=>«: Wir verwenden die Notation von »<«. Ist f in ¢t € R differenzierbar, folgt wie

im ersten Teil des Beweises, dass
. _ el BRE BRE
lim Ir(h) = f(¢) }Lli%fl(h) lim I5(h)

existiert. Wir zerlegen I nochmals:

6(e) = G+ D) = [6@) 1]

I =
Z(h) {t—h<p<t+h}\{p=t} h
[ @bl -,
{o=t} h
= IJ(h) + I3(h)
Offensichtlich ist
hl |1
By = g Py
HORLS) BIRCIEE SYCED

und aus dominierter Konvergenz folgt

lim I (R) = 0.
hlf% 2()

Folglich kann limj_,q I2(h) nur existieren, falls
lim I3 (h) = A(¢ = t) lim il
h—0 h—0 h

existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn A(¢ =t) = 0.

Aufgabe 12.4. Losung:
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Die Abbildung ¢ = u(t,r) = 2 2sin?(z)e™* ist auf [0,00) stetig und auf (0, o0)
differenzierbar. Geméf dem Stetigkeits- und Differenzierbarkeitslemma, Satz 12.1
und Satz 12.2, geniigt es daher entsprechende Majoranten fiir die Ableitungen zu

finden. Es sei t > 0. Aus der elementaren Abschitzung S22 < 1 und e < 1 folgt

()] < 1p0.1)(2) + 511y () = ().

Wegen w € £1([0,00)) (vegl. Beispiel 12.4) folgt damit aus dem Stetigkeitslemma die

Stetigkeit von f. Nun sei ¢ € (r,00) fiir r > 0. Dann

sin?(x)

Ot )| =[S (pyente
X
Apoy(@) + ey ooy () € £1([0,00))
.92
2u(t,2)] = | P2 (py2ete

<Ipop(z) + 2% 1 oy (2) € £([0, 00)).

Somit folgt aus dem Differenzierbarkeitslemma, dass f zweimal differenzierbar ist und

f,(t) - _ Aoo SiHQ(IE) e—tz‘ dx

X

f(t) = Awsin2($)e_txdm.

Um f” auszurechnen, benutzen wir eine Regel, die in Kapitel 13 bewiesen wird:
Ist eine Funktion Riemann-Integrierbar, so ist sie auch Lebesgue-integrierbar und

Riemann- und Lebsgue-Integral stimmen tiberein (Satz 13.3).

Aus sin?(z) = %(1 —cos(2x)) = %Re(l - €2%) folgt zunichst
1 o
£t = —Re(/ (1= 2)ete d:v),
2 0
vgl. Aufgabe 9.2. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir

oo . R )
[ (1-¢"*)e™ ™ dg = lim (1-e"2)e ™ dg,
0 R—o00 JO

Da z + (1 - e'?*)e " Riemann-integrierbar ist, diirfen wir wie gewohnt rechnen:

00 1 R 1 ]t 11
[ (1-¢"*)e ™ dx = lim [—e m] - lim [,—ez(h_t)] =-- -
0 R—oo [ -1 2=0 R—-oo|21—1 =0 t t-—212

Somit

1 1 1 1/1 t 2
O-fl ) ) et
PO =5Rels-7=%) 73\ "#+1) " i@
Die Grenzwerte limy_ o f(¢) und lims_o f/(¢) konnen wir leicht mit dem Satz von

der dominierten Konvergenz berechnen (die Existenz der entsprechenden Majoranten

haben wir in (a) gezeigt):

hm f(t) = f (sm () 1t"’”) dz =0,
lim f'(t) = —foo lim (Me_m) dx =0.

t—o00 t—o00 T
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(c) Wir finden zunéchst eine einfachere Formel fiir f: Nach dem Hauptsatz der Integral-

und Differentialrechnung gilt

PRy 50 = [ s)ds

Fiir R - oo folgt mit (b)

R
() == lim [ f(s)d
F@)y==lim | f7(s)ds
_ 1 lim [lo s—llo (52+4)]R
- 2 R—oo & 2 & s=t
1 1
=5 (logt -3 log(t? + 4))

1 t
= —log .
2 t2+4

Schlieflich

ds.

. R 1 e s
fy ==t [ s)ds = [ los

(Auch in dieser Teilaufgabe haben wir wieder verwendet, dass wir fiir Riemann-
integrierbare Funktionen die Integrale mit den gewohnten Rechenregeln ausrechnen

diirfen.)

Aufgabe 12.5. Losung:

(a) Wir miissen zeigen, dass der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. Wegen supp ¢ c

[-M, M] gilt
p(z) o(x) ¢(z) - ¢(0) ¢(0)
ofse T du = fe<x|<M T de = fe<|x<M T du fe<|x<M x dr.

Wir beachten dabei, dass die Funktion x ~ 1/z auf |z| > € stetig und daher messbar

ist. Folglich existiert das Integral

de 1 2M
— < - der < —.
e<|z|<M |.7)| € Je<|z|<M €

Weiter gilt aus Symmetriegriinden

f d_x—/ d_$+f d_x—_/ d_x+f d_x—o
ol & J-M—e) & Jem] x Jemy & Jem)

und daher ist

@ dx = f oy —(;S(x) —9(0) dx.

lx|>e X x

Da ¢ € C! ist (und kompakten Triiger hat), gilt

[p(x) = ¢(0)] < sup 9" ()] - |,
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d.h. der Integrand = ~— w kann als mefbare (sogar stetige) Funktion auf
[-M, M] verstanden werden (indem wir ggf. bei x = 0 mit ¢'(0) fortsetzen!), d.h.

M 120) = 0(0)

Yy |z|

<2M / < 00,
0<|m|<M sgplcﬁ (y)| < o0

Mit dominierter Konvergenz sehen wird dann, dass der Grenzwert lim, g f| al>e @ dz

existiert und den Wert

o) - 0(0)

|z|>0 x
hat.

Bemerkung. Man schreibt oft

(Vpé, ¢> = lim M dx

e~0J|z>0

und nennt vp% die Hauptwertdistribution. Unsere Rechnung zeigt, dass

ol

gilt, d.h. Vp% ist ein beschrénktes lineares (und damit stetiges) Funktional auf C2°(R)
(und sogar C1(R)).

< Leb(supp @) [ ¢ [

Wie in Teil (a) miissen wir die Singularitit von ¢(x)/2z? an der Stelle 2 = 0 so
ausgleichen, dass wir einen integrierbaren Ausdruck erhalten. In Teil (a) haben wir
eine »clevere Null« hinzugefiigt, hier miissen wir etwas mehr hinzufiigen. Die Idee ist

wieder eine Taylor-Entwicklung — nun von der Ordnung 1:

[ M [ )00 SO,

<a|sM 22 x2

$(0) ;. ¢'(0)
" fe<|x<M 72 Ife<|x<M 4

=0 wie in (a)

Wir betrachten nun

[ o) [ Bnoo) [ %

<|z|<M 22 <|z|<M x2 e<z<M x2’

wobei wir die Symmetrie verwenden. Im Vorgriff auf das néchste Kapitel gilt nun

(wir diirfen Riemannsch rechnen, weil der Integrand stetig und beschrankt ist)

/e<|z\<M ;g) =26(0) (_ - %)

Damit folgt

[ 00 [ )60 6y, )
€ e<|z|<M M

oM 22 € x2
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100

Die linke Seite hingt nicht von M ab, da supp ¢ c [-M, M ]. Daher kénnen wir den

Grenzwert M — oo bilden und erhalten

o) ;00 [ 6@ -6 -z

|x|>e x2 € |x|>e x2

Nach Vorausssetzung ist der rechts auftretende Integrand stetig (fortsetzbar nach x =
0 durch 3¢(0)) und beschrénkt durch %supy |#” (y)|. Daher existiert der Grenzwert

e —» 0 (wir wenden dominierte Konvergenz an) und es folgt schlieflich

z z) - (0) -3¢ (0)x
i [ Mgy [ A G O,

2
Wie schon in a) definiert dann pf x% eine Distribution auf C2°(R).

Das ist im Prinzip dieselbe Rechnung wie in (b), wobei wir an zwei Stellen etwas
aufpassen miissen, da sich die Korrektur-Integrale anders verhalten (sie sind einseitig,
das zu Grunde liegende Maf ist ja nun 1 (g o) () dz): Es ist
Lo S R =0 [ S0 (- ;)
e<|z|<M X e<z<M I e M
was die Korrektur >>—@<< erklarte — in b) hatten wir noch den Faktor 2, der durch

die Symmetrie zustande kam.

Und es gilt auch

(0)1 (.00 0 /
l<|w|$M ¢ ( ) e )(x)m du = [<w<M % du = ¢ (O) (1ogM - log 6) )

72

d.h. wir haben einen weiteren Korrekturterm »+¢’(0)loge«, da sich der ¢'(0) nicht

mehr aus Symmetriegriinden weghebt.

Mithin gilt

@Z)(x)]l ,00 Qb _¢ 0 _(;5, 0 !
pf/ %dmzj(-o’M] () = #(0) ( )ﬁdm+q§(0)logM.

T2

Beachte, dass wir hier den Grenzwert M — oo nicht machen kénnen (was aber fiir
die Existenz des Integrals nicht wesentlich ist, der Grenzwert ¢ — 0 ist der wichtige

Grenzwert.

Die entsprechende (einseitige) Distribution wird oft als pf x% bezeichnet, wobei H(z) =

1(0,00) die sog. Heaviside-Funktion ist.

d) Wir schreiben f(e) := $FC! D197 16(0) Dann gilt fir k£ =3,4,...
n=1

ek—n (n-1)!

lim (f ¢(2) da — f(e)) _ o(x) - $(0) - hZ] %8"¢(0)m" .

e~0 \ Je<lzlxr  xF |z[>0 xk




13 Riemann vs. Lebesgue

tx

Aufgabe 13.1. Lésung: Wir folgen dem Hinweis: Da e¢™* > 0 folgt aus dem Satz von Beppo

Levi

© _at "ot "t
f e * dx = sup e " dr = lim e " dx.
0

neN <40 n—oo J0

xT

Weiterhin ist x + e™'* stetig (also insbesondere messbar und Riemann-integrierbar auf

kompakten Intervallen), so dass wir dank Theorem 13.2 wie gewohnt mit dem Riemann-

0 -t |0 t
xr=

Folglich gilt e~ € £(0, c0) und f0°° e tdr = % Wir wollen nun das Differenzierbarkeits-

Integral rechnen diirfen:

lemma, Satz 12.2, anwenden. Dazu definiere u(t,z) := e™**. Dann ist
|0pu(t, z)| = |zle™™ < |zle™™ € £1(0, 00)

fir alle ¢t € (a,00), a > 0 (vgl. Beispiel 12.4). Aus dem Differenzierbarkeitslemma folgt

daher, dass
%_/0 eitmdxzfo (—z)e ™ da

fiir alle t € (a,00). Da a > 0 beliebig ist, folgt die Differenzierbarkeit fiir alle ¢ > 0. Indem
wir diese Uberlegung iterieren, erhalten wir dass wir Ableitungen beliebiger Ordnung mit

dem Integral vertauschen diirfen. Damit
d" © 4 ar (1
- gl = 22
(e w)- 35 6)
*® n_—x (_1)nn|
= (‘[0 (—x) e tde) tnT

Fiir t =1 ergibt sich gerade die Behauptung.

Aufgabe 13.2. Losung:

(a) Es gilt f(071)(:clnx)k d\ = f(()’l](;rlnx)k d)\ da der Integrand bei x = 1 definiert ist
und A(1) = 0. Nun sei
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uy, ist stetig (mit L’Hospital) auf [0, 1] und somit uj Riemann- und Lebesgue-integrierbar

auf [0,1]. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt daher

f(o 1](a:lncv)k d\ = f lim 1[;71)(xlnx)k dA

= lim (zlnz)* dA.
(1]

n—oo
Dieses Lebesgue-Integral stimmt mit dem Riemann-Integral iiberein (Satz 13.2), also
erhalten wir per Substitution (z = e_yﬁ,dx = —ﬁe‘yﬁ dy):

. k T
A A (T

: (1) (B+DInn i
Sl ey

Da e‘yyk]l[o’oo) € £1]0, 00) folgt mit dem Satz von Lebesgue

. (=)F (krDlnn 1o (-D*
nlglolom,/(] eyy+ dysz‘(k+l)

(b) Da [0,1] 3z » xInx stetig ist, gilt

S |$1H£L'|k |z In z| 1
< _eemal ¢ e £1(0,1
k;) o (0,1)

. (—zlnx)F
D
k=0 :

fiir alle m € Ng. Aus (a) und dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir

somit
f(oﬁl)e-ﬂ” Ad) = (071)2# A(da)
- f(()’l)%igo]i# A(dz)
S 5w

UL 1 I'(k+1)

|
—
=

Aufgabe 13.3. Losung: Fiir jedes n € N gilt

und somit
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Weiterhin gilt 27" € £1(1,00) fiir an > 1. Wihlen wir n > %, dann erhalten wir

@

0 < 1[07m]e_x < 11[071] (ZL’) + ]1(1700)(.7})71!1'_0”1 € Ll[O, ()O)

_a:‘a

Das zeigt, dass [0,00) > 2+ e integrierbar ist.

Aufgabe 13.4. Losung:
(a)

f | sin x| Adz) > / | sin x| Adx)
(l,,0) {ze(1,00); |S1n(z)\>2} T

sz[ﬂ ) ]g/\(da:)

k=1 6 kT, g

> 1 1

5L A([ )
k:12?ﬂ—+kﬂ' 6

i’: 2

= = 00.

=15 +6k

Das zeigt, dass f nicht Lebesgue-integrierbar ist. (f ist jedoch uneigentlich Riemann-

integrierbar, vgl. Beispiel 16.5.)
(b) Aus |sin(z)| <1 folgt

. 1 2
sin(z) = ’sm(w )‘ < — furalle z > 1.

2 22

2

Es geniigt daher, die Integrierbarkeit von x% zu zeigen. Das sieht man so:

1
_[ — 11,00y () d = hm / [1,n)(7) dx Beppo Levi

= lim —2 dx ibliche Kurzschreibweise
n—»o0o0 [1 n) x
1 n
= lim (R) — dx Riemann- fl existiert
n—oo x
. 1
= N, [_5]1
= hm[l——]—1<oo
. . . cos(g:) .. . L
(c) Genau wie in (b) sieht man s \/_, es geniligt zu zeigen, dass 75 €
£1((0,1)). Dies folgt aus
/ T,1y(z) dx = Aglolo ]1(1/n,1](l’) dz Beppo Levi
1
= lim f —dx iibliche Kurzschreibweise
n—co J(1/n, 1] Nz
1
= lim (R) —da: Riemann- f auf (1/n,1] existiert
n—o00 1 TL \/5
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T 1
- Jim [2-2/]
=2 < oo.
(d) Wendet man den Mittelwertsatz auf f(x) =sinz an, so sieht man leicht, dass
|sin(z)| < |z| fir alle z € R.

Damit ist ‘%‘ = @ <2 =1 Da[0,1] > + 1 offensichtlich Lesbgue-integrierbar

ist, folgt aus dieser Abschitzung, dass auch [0,1] 5> z — % Lebesgue-integrierbar

ist.
Alternativlésung: Aus dem Satz von Bernoulli-Hépital folgt sofort, dass die Funktion

Sigx, x#0,
f(z) =
1, x =0,

stetig in « = 0 ist. Da f offensichtlich auch fiir alle x # 0 stetig ist, ist f auf R stetig

(also insbesondere auch messbar). Nach dem Satz vom Maximum gilt daher

sup |f(x)] < oo
z€[0,1]

und da Konstanten iiber [0, 1] integrierbar sind, folgt damit, dass f € £1([0,1]).

(e) Aus

1 ) 1 .
/;]1(071](x)dx:7}1_{£10/;]l(l/n’l](x)dx Beppo Levi

1
= lim —dx iubliche Kurzschreibweise
n—co J(1/n,1] =
11
= lim (R) —dx Riemann- [ auf (1/n,1] existiert
n—>00 1/nx

= lim [log x]i/n

. 1
7}1_{1010 [log(l) —log E]
=0
folgt, dass x — % auf (0,1) nicht Lebesbue-integrierbar ist.

(f) Aus dem Satz von Bernoulli-Hépital folgt

lim k(x) = alim cos(az) =a,
z—0 z—0 e’
d.h.
- k(z), x=+0,
Fr) = (z)
a, z =0,

104



Losungen. Version vom May 3, 2025

definiert eine stetige Fortsetzung von k auf [0,00). Aus dem Satz von Maximum

erhalten wir daher

sup |k(z)| < C < oo.
z€[0,1]

Fiir > 1 folgt aus der elementaren Abschitzung e® > 1+ x2/2, x > 0, dass

sin(ax)
e* -1

112
Ter—1 0 22/2 a2

Folglich ist
2
k()] < CLo) (@) + —5 11,000 ().
Da Konstanten auf [0, 1] integrierbar sind und die Funktlon 5 auf [1, 00) integrierbar

ist (siche Beweis von Teil (b)), zeigt das k € £L((0, )).

Auf dem Intervall [%, 2] sind alle Funktionen stetig, daher beschriankt und somit Lesbesgue-

integrierbar.

Aufgabe 13.5. Losung: Mit Hilfe der geometrischen Reihe sehen wir fiir x > 0, dass

o0

Ze "* sin(ax). (*)

sm(aaz)

Aus der elementaren Ungleichung |siny| < |y| ergibt sich fiir n e N

[ee) [ee]
/ le™™* sin(ax)| dz < a f xe " dx.
0 0

Es gilt
00 k
f xe "dx = klim re " dx Beppo Levi
0 —o00 JO
k
= klim R- xe " dx Riemann- / existiert auf [0, n]
—00 0
nr+1 k
= lim [— 5 em]
kool m =0
1
==
Mithin:

> f le™"* sin(ax)| dz < .
n=1-0
Somit kénnen wir die Reihe (*) gliedweise integrieren und die Behauptung folgt dann aus

[) e " sin(ax) dx = Im /0 emztn=ia) go @

a?+n?’
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Aufgabe 13.6. Losung: Gemif der binomischen Formel gilt (1 + 22)" > 1 + na?; daraus folgt
insbesondere
1+ na?
— | §
(1+a2)n
Wegen
. 1+na? N
lim ——— =0 firallez€(0,1)

n—oo (14 x2)"
(exponentielles Wachstum ist stérker als polynomielles Wachstum) erhalten wir aus dem

Satz von der dominierten Konvergenz

. 1 1+nz?
lim - dr=0.
n—co Jo (1+x2)"

Aufgabe 13.7. Losung:
(a) Zunéchst zeigen wir, dass f wohldefiniert ist, d.h. dass das angegebene Integral
existiert. Dazu erinnern wir uns an die folgenden Abschitzungen:

jarctan(y)| <y |arctan(y)| < T, yeR,

(die erste Abschétzung folgt aus dem Mittelwertsatz, die zweite aus der Definition

von arctan.) Weiterhin ist

1 1
sinhxzi(ex—e_m)Zé(ex—1)> z?

1
2

N | —

fiir alle x > 1. Folglich gilt fiir u(t,x) := arctan( ! )

sinh z

T
|u(t,x)| < 51(071)($) + ]l[l,oo)(x)

sinh z
11

T 1
< 5]1[071](.'E) + ZF]I[LOO)(IE) el ((O, OO))
Das zeigt, dass das Integral f(t) = [, (0,00) u(t, z) dx existiert. Um Differenzierbarkeit
von f zu zeigen, geniigt es nach Satz 12.2 entsprechende Majoranten fiir die Ableitung

zu finden. Dazu sei R >0 und t € (R}, R). Gemif der Kettenregel gilt

0 (t,2) 1 1
—u(t,z) =
ot t \2sinhx
L+ ( sinh z )
1
= +2 . ‘
g + sinh x
sinh z
Da die Funktion = R-% stetig ist, existiert nach dem Satz vom Maximum eine
sinh x

Konstante Cy > 0 mit

1 <C
su — .
a:e[()I,)l] R2 +sinhz !

Aus 0 <sinhz <1 fiir z € [0, 1] folgt daher

1 1
< - <Cr
+sinhx R 2+sinhz

|atu(t’ I)| < R-2

sinh z
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fir alle z € [0,1]. Analog: Fiir z > 1 beobachten wir dagegen

1 1 2 1
owu(t,z)| > =2 == e LY((1,00)).
Orult, @) sinhz ef—e® e l-e2 ((1, 00))
—_——
§02<oo

Folglich,
1
|8tu(t,a:)\ < 011(071](.%) + 2C26—x]l(1700)(33) € Ll((O, oo))

Wenden wir das Differenzierbarkeitslemma, Satz 12.2; an, so erhalten wir, dass f auf

dem Intervall (R™!, R) differenzierbar ist und

F(t) = jh . dr firallete(RLR).

Da R > 0 beliebig ist, ist f auf (0, 00) differenzierbar. Dass der Grenzwert limy o f'(t)

nicht existiert, folgt sofort aus der geschlossenen Formel fiir f/ in Teil (b).

(b) Zunéchst bemerken wir, dass f(0) = 0. Um eine geschlossene Formel fiir f’ zu finden,

substituieren wir u = coshz und erhalten unter Verwendung der Identitét cosh? z —

sinh?z = 1:
1
HOESA
,00) TtV u? -1vVu
= —du
‘/(l,oo) t2-1+u?

(Beachte, dass x ﬁ stetig und daher Riemann-integrierbar ist; da wir in

Sinhz+5m x

(a) bereits die Existenz des Lesbegue-Integrals nachgewiesen haben, diirfen wir daher
nach Satz 13.2 wie mit Riemann-Integralen rechnen.) Wir betrachten nun zwei Fille

getrennt:

e ¢>1: Dann ist 2 — 1 > 0 und somit

) 1 1
) = —
F=5 (LM1+(1¢)QU
Vit2-1
VA2~ T arct -
t?—l[ e\ vEST )

—_
S—
SN—

1 T
= — —arctan
ﬁ—l(2 (Vﬁ—l

= \/tgl——l arctan(\/t2 - 1) }

e ¢ <1: Dann ist C =1 —t2 wohldefiniert und somit

W +t?-1=u*-C? = (u+C)(u-c).

Fiithren wir eine Partialbruchzerlegung durch, so erhalten wir

11 1 11
-C2 20u+C 2Cu-C
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und somit

2 2

[ ;duzf il Cdu

(1,00) U2 +t2 -1 (1,00)
1 V| R 1
N _
2C’R1—I>rolo(f1 u+C’du /1- u—Cdu)
—ilim (1n(1+c)+ln(R+C))
20 R—oo 1-C R-C
1 | (1+C)
“acM\1-C
1 ln(1+\/1—t2)
Wi-2 \1-V1-¢2)

Aus dem ersten Teil unserer Uberlegungen folgt insbesondere
[ f(t)dt = 0.
1

Wegen f(t) = f(1) +f1t f'(s)ds, t > 1, beweist das lim;_,q, f(t) = .

Aufgabe 13.8. Losung: Es sei (¢n)neny eine Abzahlung von Q. Da jede Funktion mit endlich
vielen Unstetigkeitsstellen Riemann-integrierbar ist, definiert u,(z) := g, . 4.1(7) eine

Folge von Riemann-integrierbaren Funktionen. Andererseits ist

]1@ = lim Unp,

n—oo
nicht Riemann-integrierbar (siehe Beispiel in der Einleitung von Kapitel 13).

Aufgabe 13.9. Lésung: Da u eine messbare nicht-negative Funktion ist folgt aus Beppo Levi,

A‘Ow

)

dass

)u(x) Adzx) = sjlellg f[j—l,j] u(x) N(dx)

= lim / u(z) A(dz).
g=oo J[i71.4]

Nach Voraussetzung ist u|[j_17j] Riemann-integrierbar und geméf Satz 13.2 stimmen das
Riemann- und Lebesgue-Integral iiberein. Aus der uneigentlichen Riemann-Integrierbarkeit

sehen wir also, dass der Limit

tim [ u(e) A(de) = Jim (R) f] " u(e)de

Jooo J[j7hg
existiert und somit folgt die Behauptung.
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Aufgabe 13.10. Lésung: Da x + sin(x?) stetig ist, ist die Abbildung auf jedem beschrinkten

Intervall Lebesgue-integrierbar. Mit Hilfe der Substitution y = 2 sehen wir

Vb b|si
f |sin(2?)|dz = [ [siny)l dy
Va a 2y

fiir alle 0 < a < b. Fiir a := ap == km, b:=ak+1 = (k+ 1)7 folgt aus dieser Identitat auf

Grund der Periodizitéat von sin, dass die Folge

|sin(z?)| dz

monoton fallend in & ist und gegen 0 konvergiert. Da sin(z?) auf dem Intervall [\/ax, /@1 ]
entweder positiv oder negativ ist (je nachdem ob k gerade oder ungerade ist) und die

Vorzeichen immer alternieren, erhalten wir aus dem Leibniz-Kriterium, dass die Reihe

(k+1)7r
> [ sin(z?) dz
k>0

konvergiert. Somit existiert das uneigentliche Riemann-Integral. Die Argumentation fiir

v cos(x?) ist analog; alternativ kann man benutzen, dass sin(z?) = cos(z* - §).

Die Funktionen sind jedoch nicht Lebesgue-integrierbar: Aus sin(z?) = cos(z? - 5 ) folgt,
dass die Integrale f(() ) sin(z?) dz und f(o ) cos(2?) dr entweder beide existieren oder
keins von beiden. Falls beide Integrale existieren wiirden, dann wiirde aus sin?(z?) +

cos?(2?) = 1 und |sin|,|cos| < 1 auch folgen, dass

ldzx = f sin?(2?) + cos?(z?)) dx

o [, (@) + o)
< sin(z? dw+f cos(z?)| dx < .
oy I+ [ feos(a?)

Offensichtlich ist dies ein Widerspruch.

Aufgabe 13.11. Loésung: Zunichst erinnern wir uns an den Mittelwertsatz fiir Riemann-

Integrale:

Es sei u > 0 Riemann-integrierbar auf [a,b] und f € C[a,b] eine stetige Funktion. Dann

existiert ein & € (a,b) mit

[Curwan= @ [Cutyar (+)

Die Aussage kann man zum Beispiel so beweisen: Wegen u > 0 ist

Jaf S0 abu(t)dt< f w(t)f(£) dt < sup f(t) u(t)dt.

te[a,b]

Da [a,b] 5t — f(t) nach Voraussetzung stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass

€ € (a,b) existiert, so dass () gilt.
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Es sei nun r < R und ohne Beschriankung der Allgemeinheit a < b. Dann

R CE (PR (CO VR o (G

X X
:beMdy_/aRMdy
br Yy ar Yy
_ M) rf(y)
S S S

Aus dem Mittelwertsatz fiir Riemann-Integrale folgt somit, dass & € (ar,br) und &g €

(aR,bR) existieren mit

N b br
[N ey [ Ly s [ L
=f(€R)1n§_f(§T)ln§'

Fiir r > 0 (bzw. R — o0) folgt, dass f(&,) - m (bzw. f({r) — M); folglich,

fR f(bx) = f(az) dy 222 (M -m) lné
r x -0 a

r

Aufgabe 13.12. Ldsung:
(a)

/ | sin x| Adz) > f | sin x| Adz)
(1,00) X {xe(l,oo);|sin(x)\2%} x
ad 1
> — A(d
_kz ‘/[‘“+k7r,567"+k7r] 2 ( x)

6

=1 01 0 om
>0 5% /\([g+k7r,€+k7r])

k=1 F-ﬁ-kfﬂ'
NI
= 5+6k

Das zeigt, dass f nicht Lebesgue-integrierbar ist.

(b) Sei R>1. Mit partieller Integration folgt

Rging cosl cosR R coszx
f dx = - - f dz.
1 x 1 R 1 2

Da die Funktion x ~ “5% auf [1, R] stetig, also Riemann-integrierbar, ist, wissen
wir aus Theorem 10.2, dass das Riemann-Integral flR 53¢ dx gleich dem Lebesgue-
Integral f(l,R) 58 A(dx) ist. Also

Rging cosl cosR Ccos ¥
dp = 22 _ - f A(dx).
/1 z 1 R (1,R) x2 (dz)

Wir wollen nun den Grenzwert R — oo bilden. Der zweite Term auf der rechten Seite

konvergiert wegen der Beschrénktheit des Kosinus offensichtlich gegen 0. Fiir den
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cosT 2

dritten Term beachten wir, dass x = %% auf [1,00) Lebesgue integrierbar ist (z~
ist eine integrierbare Majorante) und daher folgt aus dem Satz von der dominierten

Konvergenz, dass

COS T

lim 5
R—o0 (17R) x

Ada) = f(l . ST\ (dx).

12

Damit haben wir gezeigt, dass der Grenzwert

R o
lim S0 da = cos1— / COS;E A(dzx)
R—oo J1 x (1,00)

existiert, d.h. f(x) = Sl% ist uneigentlich Riemann-integrierbar auf [1, c0).

Das Integral f(o 1) Si%cm existiert als Riemann und als Lebesgue-Integral, da dort
der Integrand positiv, beschréankt und stetig ist. Somit existiert f0°° % dx insgesamt

als uneigentliches Riemann-Integral.
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14 Die Raume L£? und LP

Aufgabe 14.1. L6sung:

(a) Wir betrachten zundchst den Fall p < oo: Fiir r > 1 gilt % + T:—l = 1. Durch Anwenden
der Holderungleichung erhalten wir

1 1

1 1 1 r=1
lllg = Iull < Pl 1102 = fulgr n(E)

T

Q=

Wir setzen r = § > 1. Damit gilt %ﬂ = %p_q = und es folgt

p=g _1_1
T p g p

1_1

lulg < llullp n(E)a 7.
p =oo: Aus der Hélder-Ungleichung folgt
lullg = HulIY < (Hul* loo[1]1)7 = p(E) 7 |u]e.

(b) Ist u € LP(p), dann folgt aus Teil (a), dass |ulq; < oo fiir alle ¢ > p. Folglich ist
ueL(p).

Aufgabe 14.2. Losung: Wendet man die Holder-Ungleichung an, so sieht man leicht, dass
die gewiinschte Ungleichung gilt. Wir wollen hier stattdessen motivieren wie man auf
den Exponenten A kommt: Es sei A € (0,1) und «, 3 € [1, c0] konjugierte Indizes (d.h.
L L -1). Aus der Hélder-Ungleichung folgt

a B
[l = [l g

1 1
< (f |u|7")\adlu)°‘ (/|u|r(1—A)B)B .

Ziehen wir auf beiden Seiten die r-te Wurzel, so erhalten wir

1-)

AL
A ra 1-X
HUHT§ (f|u|rAadu) (/|u|T(I—A)5)

A -2
= Julraluliitas:

1
T3

Damit ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

p=ria g=r(1-X)g.
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Unter Ausnutzung von p™ ' +¢ ' =1 und o' + 7! = 1 findet man die Losung

Die Relation LP(u) n L£9(pn) c L7 (u) folgt sofort aus der gezeigten Ungleichung.

Aufgabe 14.3. Losung: Wir zeigen die Behauptung per Induktion:

e Induktionsanfang (n = 2): Fiir n = 2 ist die Ungleichung gerade die Holder-Ungleichung,
vgl. Satz 14.3.

e Induktionsannahme: Die Ungleichung gelte fiir ein n > 2.

e Induktionsschritt (n — n +1): Es seien u1,...,uns1 € £L9(A) und p; € (1,00) mit

Ylp;l = 1. Wir setzen
n
=lurun|  wi=lunal o pTEYp g =
i=1

Aus der (gewohnlichen) Holder-Ungleichung folgt

f|u1"'un+1\du=flv'w|du
1 1
<( [ 1ran)"( [ 1wrd)’
1
= ([t ) e

Fiir den ersten Term auf der rechten Seite benutzen wir die Induktionsvoraussetzung

mit \; = (beachte dass Y74 A; L=1):

f [ur--unl” dp < Jua P oy NP [ pan = Tua [y -+ lun 5

Ziehen wir auf beiden Seiten die p-te Wurzel und setzen die Ungleichung in die

vorherige Abschétzung ein, so folgt die Behauptung.

Aufgabe 14.4. Losung: Das Maf % ist ein Wahrscheinlichkeitsmafs. Da (0,00) 5> x — —logx
konvex ist, folgt aus der Jensen-Ungleichung (Satz 14.15)

‘IOg(f (E)) J o 5
((E)f ) gy J ot

f log(u) dp < pu(E) log(

also

Wegen [ udp =1 folgt

)
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Wenn p ein Wahrscheinlichkeitsmafs ist, dann gilt
[ log(u) dp < 0.

Aufgabe 14.5. Losung:

(a) Sind f,g € LP(u), dann sind f + ¢ und af immer in LP(u); das folgt sofort aus
der Homogenitat des Integrals und der Minkowski-Ungleichung, vgl. Korollar 14.5.
Wie man aus Cauchy-Schwarz Ungleichung sehen kann, ist das Produkt fg wieder
in £P(u), falls f,g € £2(u). Allgemeiner gilt: Existieren konjugierte Indizes o, 3 €
[1,00] (dh. ot + 871 =1), 50 dass f e L2 und g € LPP, so ist fg e LP(u). Dies ist
eine direkte Folgerung aus der Holder-Ungleichung.

(b) Betrachte den Makraum ((0,1),B((0,1)),A) und f(z) := g(z) := 2~*/3. Dann gilt

1 1
2 -2/3 1/31L
fo |f ()] dx:fo a2 dac:3[ac/]$:0:3<oo,

d.h. f,geL£2(u). Andererseits ist f-g ¢ £2(p), denn

1

[N @@ o= [ do - tim -3 oo

r— T=r

Das zeigt, dass £2(p) keine Funktionenalgebra ist. Setzt man f := f2 und § := ¢°

erhélt man ein entsprechendes Gegenbeispiel fiir £1(p).

(¢) Aus der Minkowski-Ungleichung folgt

[£lp = 1Cf =9) +glp < = glp+ gy
= £l = Ngllo <15 = glp-

Vertauscht man die Rollen von f und g, so ergibt sich

lgllp = 1f1p <lg=flp =11 = glp-

Damit folgt
11y = 9llp| = max{[[ £, = Iglp lglp = 115} < 1.f = gllp-

Aufgabe 14.6. Losung:
(a) Wir betrachten die verschiedenen Félle getrennt:

(i) Jede Abbildung u : (2,{2,Q}) - (R,{>,R}) ist messbar. Tatsdchlich: u ist
genau dann messbar, falls u 1 (A) € {@,Q} fiir alle A € A = {@,R}. Wegen

u (@)= u ' (R) =Q

sind diese Bedingungen fiir beliebige Abbildungen w erfiillt.
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(ii) Jede messbare Abbildung u: (2, {2,Q}) - (R, B(R)) ist konstant. Tatsichlich:
Angenommen, v ist nicht konstant, d.h. es existieren wi,ws € Q und z,y € R, z
y, so dass u(wy) =z, u(ws) = y. Dann ist w1 ({z}) ¢ {@,Q}, denn w; e u™*({z})
(also u™t({z}) # @) und wo ¢ w1 ({z}) (also u=t({z}) # Q).

(iii) Jede messbare Abbildung u : (©,{@,Q2}) - (R,P(R)) ist insbesondere auch
{2,9}/B(R)-messbar. Aus (ii) wissen wir, dass solche Funktionen konstant sein

miissen. Andererseits sind konstante Abbildungen bzgl. beliebiger o-Algebren
messbar. Folglich ist jede {@, 2} /P(R)-messbare Abbildung konstant.

(b) Wir bestimmen zunéchst die o(B)-messbaren Abbildungen. Behauptung: Jede o(B)/B(R)-
messbare Abbildung ist von der Form
u(w) = c1lp(w) +colpe(w),  we, ()

fiir ¢, ¢ € R. Tatsdchlich: Ist u von der Form (x), dann gilt

Q, c1,c0€A,

B, ceA A,
ul(A) = e
BC, CI¢A,CQ EA,

g, cl,c0¢A

fir alle A € B(R). Folglich ist u o(B)/B(R)-messbar. Andererseits: Es sel u eine
0(B)/B(R)-messbare Funktion. Wir wiihlen beliebige wy € B, wy € B¢ und setzen
c1 = u(wy), c2 = u(wz). Angenommen, u ist nicht von der Form (x), dann existiert
w e Q mit u(w) ¢ {c1,c}. Fiir A:= {u(w)} gilt dann offenbar v~1(A) ¢ {@,Q, B, B¢}.

Dies ist ein Widerspruch zur Messbarkeit von u.

Nach Definition gilt

£P(0, 0(B), 1) = {u (9,0(B)) ~ (R B(R)) messbar: [ Jul’ dp < oo}.

Wir haben bereits gezeigt, dass die o(B)-messbaren Funktionen von der Form (x)

sind. Aus der Linearitdt des Integrals folgt

[ die= e (B + s (5.

Folglich ist u € LP(Q,0(B), 1) genau dann wenn
e ¢; =0 oder u(B) < o
e ¢y =0 oder u(B°) < oo.

Insbesondere: Ist p ein endliches Maf, so ist jede Abbildung der Form (x) in
LP(Q,0(B), 1)

116



Losungen. Version vom May 3, 2025

Aufgabe 14.7. Losung: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei o < 3. Wir betrachten die
Félle z € (0,1) und z € [1,00) getrennt. Ist x < 1, dann
L > ! > L 11 Vo<l
z® " x4+ xf T g+ 2z

Das zeigt, dass = = (2% +2%)~' € LP((0,1),dz) genau dann, wenn ap < 1.

Ist dagegen x > 1, dann

1 1 1 11

— 2 > =—— Va2l
P T xe v P T 2P b 228

Folglich ist z — (2 + %)™ € LP((1, ), dx) genau dann, wenn pj3 > 1. Kombinieren wir
beide Uberlegungen, so erhalten wir, dass x — (z® + 2%)™! € LP((0, ), dx) genau dann,

wenn ap <1 und Bp > 1.

[ ]
Aufgabe 14.8. Losung: Wir erinnern uns zunéchst an die folgende einfache Identitét:
= a3 = [ (= ) g (14.1)
= fuidu—Z[unumd,u+fu$ndu
~ Junl + fml3 =2 [ wntim dp (+)

"=": Angenommen, u, konvergiert in £2(1) gegen eine Funktion u € £2(x). Dann ist
(tn )nen insbesondere eine L2-Cauchy-Folge, d.h. limy, pooo [Un — Umll2 = 0. Auberdem
folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung (vgl. Aufgabe 14.5(c)), dass

n—oo

[lunl2 = lul2] < Jun - w2 — 0,

also limy, oo ||t |2 = |ull2. Folglich ist

2 M,n—>0o0

2 [t e S a3+ 3 = =t |3 S 2.

"<": Angenommen, der Grenzwert

c:= lim Up U, ALt
m,n— oo

existiert. Aus der Definition des Grenzwertes erhalten wir: Fiir alle € > 0 existiert N =

N(e) €N, so dass
funumdu—c <e fir alle m,n > N.

Daraus folgt insbesondere

lim u%du:c:nlli_r)rio[uzndu.

n—-oo

Aus (*) sehen wir nun

lm ||ty — um |3 = ml}LIEOO (||un”§ + ||t |3 - 2 f U U, d/J,) =+t -242=0.

m,n— oo
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Aufgabe 14.9. Losung: Wir betrachten zunédchst den Fall |u]z~ < co. Setzen wir As := {u >
[t]oo =0}, 6 >0, so gilt u(As) >0 und
1
P 1
luy > (f, (el =0 die)” = (lulw = 8)ue(A5)
Folglich
1
liminf [ul, > liminf (([ufe - 0)1(A5)?) = Ju]eo 6.
p—>oo n—00
Da ¢ > 0 beliebig ist, zeigt das liminf, .« [[u[p > |u]e. Andererseits: Fir p > g gilt
[ u()[” dp = / u(@) P u(@)| dpp < e g
Ziehen wir auf beiden Seiten die p-te Wurzel, so erhalten wir
pzq q
tim s [l < lim s (Jul 2 Julf ) = fule
p—)()() p—)OO
Das beendet den Beweis fiir den Fall |u| = < oo.

Fall |u| e~ = oo: Die Ungleichung
limsup [lulp < fufe
p—>0o0

gilt trivialerweise. Die andere Ungleichung sieht man so: Wir definieren Ap := {u > R},
R >0. Dann gilt u(A,) >0 (sonst wére ||u|r~ < oo!) und wie im ersten Teil des Beweises

gilt

1
D 1
full > (f, Rdn) = RutAn)?.

Damit folgt liminf, e |ull, > R und da R > 0 beliebig ist, zeigt dies bereits die Behaup-
tung:

liminf |ul, > 0o = |-
p—>o0

Aufgabe 14.10. Lésung: Wir machen zunéchst zwei Beobachtungen:

o Firr<s<qgilt |ul, < |uls. Das folgt sofort aus der Jensen-Ungleichung, Satz 14.15,
und der Tatsache, dass V(z) := 2°/", x € R, eine konvexe Funktion ist (siehe auch

Aufgabe 14.1). Insbesondere ist |u|, < oo fiir alle r € (0,q).

o Es gilt
f log [u|dp < log |ul, fiir alle p € (0,q). (%)
Auch dies folgt aus der Jensen-Ungleichung angewendet auf die konvexe Funktion
V(x) :=-logx:
~tog( [ fuldu) < [ ~1og(ul?)dye-p [ 10gluldps
folglich,

1
log |ul, = }—jlog(/ |ulP d,u) > [log\u\ dp.

118



Losungen. Version vom May 3, 2025

Wegen () geniigt es zu zeigen, dass limy_ |[u|zr <exp([ In|u|du). (Beachte: Auf Grund
der Monotonie von |u|, fiir p | 0 wissen wir, dass der Limes lim,,q ||ul|, existiert.) Dazu
bemerken wir, dass

ab -1

a>0. (%)

loga = inf
p>0 D

monoton wachsend ist. Benutze den

(Hinweis: Zeige durch Differentiation, dass p — “pp_l
Satz von Bernoulli-Hopital, um zu zeigen, dass lim,_.o % =loga.) Damit erhalten wir

aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (mK)

m P-1
flog|u| dp ™ inff i du
p>0 p

Sl dp -1
p

Juff -1 ()
=——— > logul,

fiir alle p > 0. Fiir p — 0 erhalten wir die Behauptung.

L] |
Aufgabe 14.11. Lésung: Es sei p € (0,1) und ¢ := ;5 <0 der konjugierte Index. Fiir s := % €
(1, 00) ist der konjugierte Index t gegeben durch
1
=2 o v b (10
s=1 =2-1 1-p
P
Aus der »gewthnliche« Holder-Ungleichung folgt
1
[ b du= [ (ol dn
|w]?
1
<( [t au)” ([ ol an)
P 1-p
= ([ ot} ( [l au)
Ziehen wir auf beiden Seite die p-te Wurzel, so erhalten wir
: (1-p)/p
([ 1ran)” < ( [ raliwlan) ( [ wr’o an)
_1
- (f|uw|du) (]|w|qdu) "
Folglich,
luvlzr > Jul zefv] za- (*)

Die »inverse« Minkowski-Ungleichung ergibt sich aus der »inversen« Holder-Ungleichung

genau wie die Minkowski-Ungleichung aus der Holder-Ungleichung:

/(u+v)pdu:f(u+v)(u+v)p_1du
:/u(u+v)p_1d,u+fv(u+v)p_1du
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() _ _
> Null o (u+ 0)P "o + o] oo | (u + 0)P 7| 1a.
Wegen ¢ = p%l und (p—1)q = p zeigt das
f(U+v)pdu > Jullzollw+ vl + [ole u+ol7,".

Indem wir beide Seiten durch |u + v||§;1 dividieren, folgt die Behauptung.

Aufgabe 14.12. Losung: Es sei f € LP(u) und g € £9(p) mit ||g||ze < 1. Aus der Dreiecks-
Ungleichung und Hélder-Ungleichung folgt

‘ff-gdu

112 > su0{| [ Fodu| : g€ £2G0), Igleo <1}

< [1f-gldu<ifluolglie < £l

Folglich gilt

Um »<« zu sehen, geniigt es eine Funktion g € L9(p) mit |gf, < 1 und [ fgdu = | f| e
zu finden. Ist | f|lz» = 0, dann erfiillt g := 0 offenbar diesen Zweck. Wir nehmen daher
im Folgenden an, dass |f|zr > 0. Definiere zuniichst h = sgn(f) - |f[P"}. Dann ist wegen
q=5

|7 = | f17D0 = 1P € £ (1),

d.h. h e L9(p) und

ity = ( [ wean) = (L1v) " =m0

Fiir g := h/|h|pe € L9(u) gilt daher ||g|rs <1 und

1 1 _
J o= g [ 1P du= 1 =11 = 1L
L 1712}

wobei wir im letzten Schritt wieder benutzt haben, dass % + = = 1. Das zeigt »<«.

1
q

Aufgabe 14.13. Ldsung:
(a) Zu zeigen ist

=A =B

[l e = inf {e: p({Jul > e}) = 0} = sup {e: p({Ju] > ¢}) > 0}

d.h. wir miissen zwei Aussagen beweisen:
a) |ul e ist eine obere Schranke fir B und

b) diese Schranke ist die kleinste obere Schranke
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a): Angenommen, 3c € B:c¢> |u|pe~. Weil wir das Infimum als Folgengrenzwert einer
Folge aus der Menge A realisieren konnen folgt: 3z : z € (|ulr=,c]n A, dh. z <¢,
und daher {|u| >z} o {|u| > ¢}. Weil aber x € A und c € B, folgt

0=p({lul>=z})>p({|ul>c}) >0 Widerspruch!

b): Wiederum ein indirekter Beweis. Angenommen, |ul|z~ ist nicht die kleinste obere
Schranke. Dann 3¢ < |uf g~ mit einer oberen Schranke ¢ fiir die Menge B. Somit
dz i ¢ < x < ||u|p~, und entweder x € A, was |u|p~ als unterer Schranke fiir A
widerspricht, oder x € B, was der Tatsache widerspricht, dass ¢ eine obere Schranke

fiir B ist. Somit muss |u[ - die kleinste obere Schranke sein.

Definiere S = |lul|~ und beachte, dass {u > S} =u"1((S,00]) = U2, u ' ((S + %, oo])
gilt. Wegen Teilaufgabe (a) wissen wir, dass fiir jedes k > 1, p (u‘l((S + %, oo])) =0.
Mithin gilt p(u > |u]e) = 0. Indem wir statt u die Funktion —u betrachten, erhalten
wir p(u < —|us) = 0. Folglich gilt, u(|u| > |ulleo) = 0.

Mit Hilfe von Teil (b) kénnen wir eine Menge A konstruieren, so dass p(A) = 0 und

|u(x)| < ||u| =, fiir alle z € Ex A. Nun definieren wir v = u -1 ge.

Norm: Wir zeigen zunéchst |au|r= = |a||ulre, a € R. In der Tat gilt

laufpe =sup{c: p({loul > c}) >0} = sup{laje: p({|allu] > |alc}) > 0}
=|alsup{c: p({|ul > c}) > 0}.

Nun zeigen wir ||u+v| = < |ulze +|v]|re~. Dazu seien [u],[v] € L*(u). Insbesondere
gibt es Mengen A, B ¢ E, so dass p(A) = u(B) =0 und |u(x)| < |ul >, x € Ex A und
[v(x)| < ||v| L=, z € E N B. Folglich gilt |[u(z) +v(x)| < Ju(x)| + |v(z)] < |ul e + [|v] L=
fir alle x € BN (Au B). Wegen u(Au B) =0 folgt die Behauptung.

SchlieRlich zeigen wir |ulz~ =0 <= w =0 f.i. Wir nehmen |u|z~ =0 an. Wegen
(b) hat die Menge {|u| > 0} = {Ju| # 0} Maf 0. Daher gilt [u] = [0]. Die Umkehrung
ist offensichtlich.

Vollstandigkeit: Wir miissen zeigen, dass jede L* (u)-Cauchy-Folge konvergiert.
Dazu sei (fn)neny € L (p) eine Cauchy-Folge. Nach Definition gibt es zu beliebigem
e>0ein N, so dass fir alle m,n > N gilt: | fi, — fulz~ < €. Wegen b) gibt es Mengen
Apy o mit p(Ap ) =0 und |frn(2) = fr(@)| < | frn = fallze, Yz € EN Ay, . Wir setzen
A =Upmn Amn und beachten

[fr(x) = fu(z)| <6, m,n>N, zeE~NA. (14.2)

Mit anderen Worten: Fiir alle € A° ist (f,(z))neny eine Cauchy-Folge in R, die
wegen der Vollstandigkeit von R konvergiert. Wir schreiben f(z) = lim,,, fp () fiir
den Limes, der fiir z € A€ existiert. Daher existiert die Funktion f = limy_ e 1 4c fp,

die offensichtlich messbar ist.
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Wenn wir n - oo in der Beziehung (14.2) bilden, folgt |fm(x) — f(x)| < € fiir alle
m> N, z e A°. Damit ist | f, — |z~ <€ fiir m > N, also f, » f in L*(n). Mit Hilfe
der Dreiecksungleichung folgt dann auch f e L (u):

[ flze <[ fnllpe + 10 = Flloe <[ falze + € < co.
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15 Produktmale

Aufgabe 15.1. Losung: Offenbar ist AxN € A®B c A®B in der Produkt-o-Algebra enthalten.
Damit folgt direkt aus der Definition des Produktmafes auf A x B, dass

(n@v)(AxN)=u(A)y(N)=0.

Aufgabe 15.2. Losung: Nach Voraussetzung existiert eine Menge A € P(E)\ A und eine nicht-
leere Nullmenge N € B. Aus Aufgabe 15.1 folgt p®@ v(E x N)=0. Wegen Ax N c Ex N
ist A x N also Teilmenge einer p ® v-Nullmenge. Andererseits ist nach Theorem 15.5

Ax N ¢A®B: Wire Ax N € A x B, dann wire auch die Abbildung
(B,A) 32 = Laxn(2,9) "= 14() € (R, B(R))

messbar. Dies ist aber nur moglich falls A € A.

Aufgabe 15.3. Lésung: Offensichtlich reicht der Nachweis von A* x BY c (A ® B)*®”. Es sei
A" e A¥ und B’ € BY. Dann ist A’ = AuM, B’ = Bu N mit Nullmengen M ¢ A* und
N eB” und Ae A und B € B. Somit

A'xB'=(AuM)x(BUuN)=(AxB)U(AxN)u(M xB)u (M x N).

Nunist Ax Be A B und (AxN)u(M x B)u(M x N) eine Nullmenge fiir 4 ® v. Mithin
ist A’x B" e (A®B)H®v,

Aufgabe 15.4. Losung:
(a) »<=«: Da B, x {n} € B[0,00) ® P(N) ist dies offensichtlich.

"=": Fiir n € N definiere
By, :={x €[0,00);(x,n) € B}.
Wegen
(x,n) e B xe€B,

folgt bereits die Behauptung.
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(b) Aus Lemma 15.3 wissen wir, dass Mengen der Form BxN, B € B[0,00), N € P(N), ein
Erzeuger der Produkt-o-Algebra sind. Da aber fiir jedes Mafs 7 auf B[0, 00) ® P(N)
m(BxN) =Y m(Bx{n})
nelN
gilt, erhalten wir aus dem Eindeutigkeitssatz fiir Mafse deshalb sofort, dass jedes Maf
auf B[0,00) ® P(N) eindeutig durch die Werte 7(B x {n}) bestimmt wird.

Zur Existenz: Definiere

v(N)i= 3 6,(M),  NeP(N).
neN

Wir wissen bereits, dass v ein o-endliches Maf auf (N, P(N)) definiert. Weiterhin

m(BxN):= Y m(Bx{n})

nelN

=% L )

- [ (/B —,u(dt)) dv(n)
ffBN —(u@u)(dt dn),

d.h. das definierte 7 hat die gewiinschten Eigenschaften. (Hier haben wir im letzten
Schritt den Satz von Tonelli, Satz 16.1, verwendet; alternativ kann man sich auch

elementar tiberlegen, dass es sich hierbei um ein Mafs handelt.)

Aufgabe 15.5. Losung:
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(a) Da p ein o-endliches Maf ist, existiert eine Folge (G),)ney € B(R) mit u(G,) < oo
und G, 1 R. Fir jedes n € N ist die Menge

Bp {m € Gnyp({z}) > %}

endlich. Das sehen wir so: Angenommen, es gibe (mindestens) abzdhlbar viele
(zj)jen € By, xj # x; fir i # j. Aus der Disjunktheit der Mengen wiirde dann
folgen, dass
1(Gn) > M(Z{fcj}) = 2 m({w;}) = oo
jeN jeN
Offenbar ist dies ein Widerspruch zu u(G,,) < .
Folglich ist die Menge

— {2 eGip({z}) > 0} = U{xeGn,u({x})> }

keN
abzahlbar. Somit ist

D= B"
neN
als abzahlbare Vereinigung von abzdhlbaren Mengen ebenfalls abzahlbar.
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(b) Fiir die Diagonale 1A (7, y) = 1y, (2)1r(y) erhalten wir aus der Identitét in Satz 15.5:

pov(a)= [ ([ 1@ ) vy
= [ ) Lo() v(ay)
= 3 u{hw({n)).

yeD
(Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass D abzihlbar ist.)
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16 Der Satz von Fubini—Tonelli

Aufgabe 16.1. Losung: Nach dem Satz von Fubini, Satz 16.2, geniigt zu zeigen, dass

e Wsinzsiny| M(dx)\(dy) < oo
Jowo S| | A(dn)A(dy)

Offenbar gilt

—zy

e
e |sin(x)| A(dx) € [ e \(dx) =
oy & Ulsim@ M) < [ e M) =

[ee]

1
y'o oy

und S‘% e £1((0,1]), d.h. wir haben eine integrierbare Majorante fiir y < 1 gefunden.

Wir brauchen noch eine entsprechende Majorante fiir y > 1. Wenden wir zweimal partielle

Integration an, so erhalten wir

(k‘+1)ﬂ' e_xy k+1)7 (k‘+1)71' e_xy
/ e Wsinx dx = sinx (k+l)m _ [ cosz dx
k k

T -y km T -y
e_xy (k}+1)7T (k‘+1)ﬂ' —xyY
= —5 cos x|, _/k ( 1)sinz dz.
Das ist dquivalent zu
2 —(k+1)7 —km k
+1 k+)m (k+1)my Yy -1
Y - f e Weine dr = € > (_1)k+1 _ € > (_l)k _ ( 2) (e—(k+1)7ry 4 e—lmry).
Y ke Y Y Y
Folglich

(k+1)7
]I; e Wsinx dr = (- 1)k 5T (ef(k+1)7ry+e kT,

iy

Daraus erhalten wir nun die gewiinschte 1ntegrlerbare Majorante fiir y > 1:

Joup Mm@l = 5 [T i 1) e
i (-1)F(-1 )]’C ( _(k+1)7ry+€—k7ry)
Z( )k

2(6‘”)’“65 ((1,00))

y+1

y

\

y?+1
Wir haben damit gezeigt, dass

siny

f le™¥ sinz siny| A(dz)A(dy) < [ Ady) +
(0,00) (0,00) (0,1] (1,00)

() 3 ()
k=0

< 00.
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Aufgabe 16.2. Losung: Aus

dyz?+1y? (22 +y2)?

d y 1:2 _y2
(*)

folgt

2 .9
- 1
f f &dyd»”v:/ dz = arctanz|" = =.
(0,1) J(0,1) (22 +y?)? 0,1 z2+1 0 4

Entsprechend erhalten wir (entweder mit einer analogen Rechnung oder durch die Sym-

7T
de=-2,
f01)f01)(x2 2)2 dy dx 4

Somit kann das Doppelintegral nicht existieren, denn dann miissten die beiden berechneten

metrie des Integrals)

Integrale den gleichen Wert haben (Satz von Fubini, Satz 16.2). Dass das Doppelintegral

nicht existiert, kann man auch direkt zeigen:

Pyt
dyd / / dyd
f01)f01) yaw > ($2+y2)2 yax

(332 n y2)2

Aufgabe 16.3. Losung: Da der Integrand eine ungerade Funktion ist, gilt fiir alle y # O:

Ty
7 dr=0.
/(—1,1) (22 +2)2

Die Menge {0} ist eine Lebesgue-Nullmenge und daher erhalten wir
/ l [ (x2 A 2)2 (d’y)] (dr) =0= / L _[ m“dl")] A(dy).
(-1,1) L-1,1) (-1,1) L-1,1)

Wir miissen noch zeigen, dass das Doppelintegral nicht existiert. Dazu fiihren wir die

Substitution x = &|y| durch:

f xy fl/lyl i > f it
(1) [ (2?2 + y2)2 “yl (€2+1)2 "7yl (52 +1)?
=C
Beachte, dass C' € (0, 00). Folglich,
xy
————\dxdy>C —dy = o0
/(—1,1) /(—1,1) (2% +y?)? Y -1y Ty 7

Gemiéfs dem Satz von Tonelli existiert daher das Doppelintegral nicht.

Aufgabe 16.4. Losung: Wir schreiben generisch f(z,y) fiir die Integranden.
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(a) Wir haben

[ feayay- 2
0 Y y_(.'li'—%)g

und diese Funktion ist in z nicht iiber (0,1) integrierbar. Fiir 0 < y < % gilt

folf(x,y)d:n:[é (:L'——) dx+f21y(x—%)_3d3:=0.

Fiir das Intervall % <y <1 hat dieses Integrall ebenfalls den Wert Null. Mithin

fol (folf(x,y) dx) dy=0.

Schlieflich gilt
1 11-2 1 1
[ 1r@yldy=le-3% = [* [ 17@y)ldedy= .

(b) Es gilt

111 T+Y vet
dy da = ————| d
f f (x2+y2)3/2 ye fo [w(fv“y?)”z]ym '

:[1[ r+1 ]dm

0 [Va2+1-1

:[ln r+Vr2+1 ]FI
l+vVa?+1-

=1n2.

Aus (Anti-)Symmetriegriinden gilt aber

[ [ ($2+y2)3/2 drdy=-1n2.

Weiterhin:

bl

(:Uz + y2)3/2

dy dx [ [ ($2+y2)3/2 dy dx
zfl[l&r”dx
o |z (a2 +y2)i2 s
:(ﬂ_l)[old_x

= Q.

(c) Da es sich um eine positive Funktion handelt, sind nach dem Satz von Tonelli alle

drei Integrale gleich. Zunéchst sei p # 1. Dann

_/01_[01(1_$y)_pdydy=ﬁfol((l_x)l_p_l) d?ﬁ?

Dieses Integral ist genau dann endlich, wenn p < 2. Fiir p = 1 ergibt sich

1,1 1 dx
/ / (1—:Uy)_pdydy=—f In(1-2z) — < co.
0o Jo 0 T
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Aufgabe 16.5. Losung:

(a)

Es gilt [-n,n] 1 R fiir n - oo und A([-n,n]) = 2n < oo. Also ist A ein o-endliches Mak.
Wahlen wir eine Abzéhlung (g;)jen von Q, so gilt fir A, := {q1,...,q,} U (RN Q),
dass A, 1 R und (g(Ay) =n < 0. Das zeigt, dass (g o-endlich ist.

Wir wollen nun zeigen, dass (g nicht o-endlich ist: Angenommen (g wire o-endlich.
Dann wiirde es eine Mengenfolge A, 1 R, n € N, geben, mit (g(A4,) < c. Da (g
per Definition das Zahlmafs ist, ist A, fiir jedes n € N abzdhlbar. Also wire R
die abzéhlbare Vereinigung von endlichen Mengen und somit abzdhlbar. Dies ist

offensichtlich ein Widerspruch.

Die rationalen Zahlen Q sind eine A\-Nullmenge, also ist fiir festes y auch é@ eine

A-Nullmenge und somit gilt:

/(0 b Lo(x-y) A(dx) =0 fir alle y € R.

Daraus folgt offensichtlich
To(z-y) A(dzx)d =0.
Jons ooy Rl 1) M) de (1)
Sei x € (0,1). Die Menge (%@) N (0,1) enthélt unendlich viele Werte, also gilt

/(0,1) Lg(z-y) Cr(dy) = oo fiir alle .

Folglich hat auch das Doppelintegral den Wert oo.

Sei z € (0,1)\Q. Dann ist y-z ¢ Q fiir alle y € Q, also
f(o Loz v) Coldy) = 0 fir alle z < (0, )\Q
Andererseits: Ist x € Qn (0,1), so ist y-x € Q fiir alle y € Q und somit

f(o Moz v) Coldy) = oo fir alle € (0,1) N Q.

Da Q eine A-Nullmenge ist, erhalten wir daraus

[(071) [(071) 1g(z-y) Coldy)A(dz) = f(o

Die Ergebnisse in (c),(d) widersprichen nicht dem Satz von Fubini und Tonelli, da

N Lg(x) - o0 A(dz) =0.

)

diese die o-Endlichkeit der Mafe voraussetzen (vgl. Teilaufgabe (a)).

Aufgabe 16.6. Losung:
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(a) Da der Integrand nicht-negativ ist, kénnen wir den Satz von Tonelli anwenden und

diirfen daher das Integral als iteriertes Integral ausrechnen:

_/ dx dy
 Jl0,00)2 (1+y) (1 +a2y)

1 1
=/ ([ dm)dy
[0,00) 1+ [ooo)1+xy

~ / 1 arctan(zy/y)|”™
[0,00) 1+ Yy \/g

x=0

2[ 1+y\/_

(Hier haben wir verwendet, dass der Integrand stetig ist und wird deshalb auf kompak-
ten Intervallen mit Riemann-Integralen rechnen diirfen. Beachte dazu, dass || [0,00) """ =
SUDP,,eN f[o ) gemék dem Satz von der monotonen Konvergenz.) Substituieren wir

nun u = /¥, so erhalten wir

1 © o
== du = 7arctan(u) -
2 J[0,00) 1 +u? weo 2
(b) Wir fithren in (a) eine Partialbruchzerlegung durch:
11 1 1 1

l+yl+a2y 1-221+y 1-221+a22y

Damit
2

1 1 x 1
I:/ f - dy) d
[o,oo)( [0oo) l-221+y 1-221+ay y) o
2 2
=f lim | —— In(1+R) - — In(1+2"R) 1)
[0,00) \R—>oo | 1 — 2 1-22 x2
:[ ! (h In (—“R ))da:
(0,00) 1 =22 \R»oo  \1+22R

= In(z72)d

Sy TG
ln(:v)

[0,00) x2 - 1

=2

2

Aus (a) folgt also f[om) % dr = % = %.

(c) Mit Hilfe der geometrischen Reihe sehen wir, dass

_—Z(x —Z:UQ”, |$|<17

n20 n20

und

1 L1 1 -2 ~2(n+1)
- = :_Z( )'= Y a2 2| > 1.
22-1 221-272 22 =b

Folglich ist

[(0 lnx == f 2 Inzxde + Y. [ 272D In g . (%)

,00) z? — n20 n20
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(Dass wir Summation und Integration vertauschen diirfen folgt direkt aus dem Satz

von der dominierten Konvergenz.) Mittels partieller Integration ergibt sich

2n+1 1

1
f e Inxde = =2 Inz - 2" dx
(0,1) 2n+1 w0 2n+1J(01)
1
T (2n+1)2
und, auf analoge Weise,
-2(n+1)+1 o0 1
/ e 2D npde = 2 g o — = 272+ gy
(1,00) 2(n+1)+1 ooy 2(n+1)+1J(01,)
1 1

S (2(n+1)+1)2 0 (2n+1)2
Setzen wir diese Ergebnisse in (x) ein, so erhalten wir aus (b) die Behauptung.

Aufgabe 16.7. Losung:

e (a) = (b): Ist f u3 ®uo-vernachlassigbar, so folgt aus dem Satz von Tonelli, Satz 16.1,

0= [ ([ 1wl dua(es) ) dias(an)

Aus Satz 10.2 erhalten wir nun

dass

pr ([ 1)l diaaa) #0) 0

Das bedeutet gerade, dass f(x1,-) fiir ui-fast alle 1 po-vernachlissigbar ist.
e (b) = (a): Es sei
N - {xl e B [ 17wl dria(a2) ¢0}.
2

Nach Voraussetzung gilt 1 (N) = 0. Folglich,

f151 ([E2 |f(x1,x2)|d,uz(x2)) dpy(x1) = ]]-V(];Z If(xl,x2)|du2($2)) dpr (1)
+ fEl\N( By ‘f($17372)’du2($2)) dpq (21).

Das erste Integral auf der rechten Seite hat geméfs Satz 10.2 den Wert 0. Das zweite
Integral ist ebenfalls 0, das folgt sofort aus der Definition von N. Aus dem Satz von

Tonelh erha“en Wir daher
’ X ,.’I)z d/.L ® ,“jg ,L2) = O
\/;1 XE2 | ( ! )| ! (xl v )

e (a) & (c): Nutze entweder Symmetrie oder eine analoge Argumentation wie in »(a)
< (b)«.
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Aufgabe 16.8. Losung: Wir verwenden den Variablenwechsel y; = (x;/a;)P*. Damit ergibt sich

folgender Integralausdruck

. f J{ a1/p1 1 an/Pn‘l dyy ... dyny.
P1"Pn iz1 Yi<l, y1>0 o

Um den Integralausdruck zu berechnen, kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit

p; = 1 annehmen. Wir gehen rekursiv vor und setzen fir 1 <m <n und A >0

Ln(N) : fé 0 Yy dyy L dy,.
191 17

Offensichtlich gilt I,,,(A) = A*****m [, (1). Mithin (hier geht die Formel fiir die Eulersche

Beta-Funktion ein)

1
L= o) Pl dyy . d
(1) yn=0 S yi<l-yn, 320 i Yn v Yn

1
- f L1 (1 - o)yt dyy
Yn=0

1
=1,1(1) '/(; ysn71(1 _yn)aﬁ'"Jran_l dxy,

Flap)T(ag + -+ ap1+1)
-l Mo+ +a,+1)

Aus
1 _ 1
L= [yt - —
0 (051

folgt somit

11y = L Dlan)-T(a)l(ar + 1) Tan)-T(az)l(o1)
" o I'(ag +-+a,+1) N D(ag+-+ap+1)°

Aufgabe 16.9. Losung:

(a) Die Richtung » f messbar == I'y messbar« hatten wir bereits im Beweis von Satz

16.7.

Alternative: Definiere F': E x [0,00) - R durch F(x,t) := f(x) —t. Da die Abbil-
dungen (¢,2) = f(x) und (¢,x) = —t messbar sind, ist F’ als Differenz von messbaren
Funktionen messbar (bzgl. A ® B(R)). Aus der Definition von F' sieht man sofort,
dass T'y = F71([0,00)). Aus der Messbarkeit von F folgt somit I'y = F~1([0,00)) €
A ® B(R).

Umgekehrt sei nun I'y messbar. Der »z-Schnitt« bzw. »t-Schnitt« einer Menge ist

(Ff)x = {t : (x,t) eFf} bzw. (Ff)t = {x : (m,t) eFf}
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und nach dem Satz von Fubini sind die Schnitte in B[0, 00) bzw. A enthalten. Somit

folgt mit dem Hinweis, dass

{f>\x{t>0} = {(z,A+t/n) e} = {f>>\}=U(Ff),\+t/n€‘A'

Alternative: Es sei A > 0. Es gilt

{(F2A={aeE: f(z)2 A} ={zeE: (f(2),A) Ly} = (Ty)x,

mit der oben eingefiihrten Notation fiir den ¢-Schnitt. Wie bereits im ersten Lo-
sungsweg bemerkt wurde, folgt aus dem Satz von Tonelli, dass (I'¢)y € A. Also ist
{f>2A} eA fur alle A >0. Wegen f >0 zeigt das bereits die Messbarkeit von f.

Bemerkung: Wenn y das eindimensionale Lebesgue-Mafs ist, dann kénnten wir auch
so argumentieren: Mit Fubini sehen wir, dass « ~ (I'y), messbar ist. Andererseits

ist
1((Tf)2) = f(2).

Setze I'y := {(z,t) : 0 <t < f(x)}. Dann gilt Gy =T'y \T". Nun gilt aber (vgl. den

Beweis von Satz 16.7:
f fdp=pe N (Ty)
und da A{t} = 0 fiir jedes t > 0 gilt auch
ffdu:u®A1(F})-

Mithin ist dann fiir integrierbare Funktionen f u®A\'(Gy) = u®/\1(Ff)—u®/\1(F}) =0.
Wenn f nicht integrierbar ist, betrachte man fi == (f Ak)14, wo Ax T E, pu(Ag) < o0
und man mache sich klar, dass Uy Gy, = Gy.

Alternative (mit Satz von Tonelli): Mit einer analogen Argumentation wie in Teil
(a) sieht man, dass I} := {(z,?) : 0 <t < f(z)} messbar ist und damit ist Gy = I'y\I"
messbar. Wegen (z,t) € Gy <= t = f(z) und A\ ({f(z)}) = 0 gilt

Sy R @ON @ = [ 850 (N () = X ({f(2)}) = 0

fiir alle x € E. Mit dem Satz von Tonelli folgt nun
(neN)(@p)= [ [ Ao, (e.)X (@) u(dr) =0,
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Aufgabe 16.10. Losung: Ist p = 1, so ergibt sich die Behauptung sofort aus dem Satz von

Tonelli, also geniigt es p > 1 zu betrachten. Wir folgen dem Hinweis und setzen

Up() = (fF|u(x,y)|V(dy)/\k)]lAk(x), veE keN,

fiir eine Folge (Ag)gen € A mit Ax + F und p(Ax) < co. Ohne Beschriankung der All-
gemeinheit gelte Ug(z) > 0 auf einer Menge mit positiven (u-)Mak (anderenfalls ist der
Ausdruck auf der linken Seite der Ungleichung gleich 0 und die Behauptung ist trivialer-
weise erfiillt). Fiir den konjugierten Index ¢ = ]% erhalten wir aus dem Satz von Tonelli
und der Hoélder-Ungleichung (Satz 14.3):

[ut@n) < [ v @ [ jutenivd)) )
- [ [ Ur @l y)ludd) v(dy)

< L[ vp@mtan) fE|u<x,y)|Pu(dx>)”p] (dy).

Teilen wir beide Seiten durch ([ UP(z) u(dw))l_l/p, ergibt sich

(fE Uy () u(dw))l/ps L([E|u(x,y)|pﬂ(dx))l/p v(dy).

Fiir k — oo folgt mit dem Satz von Beppo Levi die Behauptung.

Aufgabe 16.11. L6ésung: Weil ¢ monoton ist, sind alle Unstetigkeitsstellen Sprungstellen. O.E.
sei ¢ rechtsstetig und wachsend. Zeichnen Sie den Graphen und stellen Sie sich eine
Lichtquelle rechts des Graphen vor, die den Schatten des Graphen auf die y-Achse wirft.
Dort, wo Spriinge sind, sehen wir ein beleuchtetes Intervall auf der y-Achse. Dieses Intervall
hat die Gestalt [ f(t-), f(t)) # @. Diese Intervalle sind disjunkt und enthalten mindestens

eine rationale Zahl, d.h. es kann hochstens abzdhlbar viele solcher Intervalle geben.

Aufgabe 16.12. Ldsung:

(a) Wir haben F), € A, weil f messbar ist. Ebenso ist klar, dass F}, 1 F', wobei F' = {f > 0}.
Wegen der Markov-Ungleichung gilt u(F,) = p{f > 1/n} < n|f|r1 < co. Die Folge
Gy = F, u{f =0} steigt gegen Fu{f =0} = F auf und es gilt

(]l{f>0} : :U’)(Gn) = H(Fn) < 00.

(b) Wende Satz 16.7 fiir das o-endliche Maf v an. Beachte noch p{u >t} = v{u >t} und
[ udv =infudpy.

(c) Das geht nun mit Teil (b) genauso wie im bisherigen Beweis.
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17 Unendliche Produkte

Aufgabe 17.1. Losung: Fiir k,n € Ny sei d}! := k27". Behauptung:

B([0,1]) = o({[di, da] - ke No} u {{d}sk,n e No}) = B (%)

Tatsdchlich: Die Borel-o-Algebra B([0,1]) wird von den abgeschlossenen Mengen erzeugt
(vgl. Satz 2.7) und da sowohl [d},d},,] als auch {d}}, k,n € Ny, abgeschlossen sind,
gilt »o«. Andererseits: Es sei U c [0,1] offene Menge. Fiir jedes x € U existiert dann
€ >0, so dass Bc(z)n[0,1] c U. Da die dyadischen Zahlen dicht sind, kénnen wir dann n
hinreichend grof und k geeignet wahlen, so dass x € [d}},d}},;] c U. Somit ist
U= U ldi.diq]eB
k,neNg
[dpdp, | ]cU
Da es sich bei der Menge auf der rechten Seite in () um einen schnittstabilen Erzeuger
handelt, geniigt es gemal dem Maf-Eindeutigkeitssatz, Satz 4.5, zu zeigen, dass die beiden
Mafe auf diesem iibereinstimmen. Wir bemerken, dass wir fiir jedes feste k,n € Ny eine

Darstellung der Form
n .
k=2 ui2”
§=0
finden konnen wobei y; € {0,1} von k,n abhéngen.

e A={d"}: Nach Definition gilt

FHA) = Ly} <o x {ynd < {0} x {0} x - = ) 4;

jeN

fir

Aj={yi} < x{yn} x{0} x - x {0} x{0,1} x....
J mal

Aus der Stetigkeit des Mafes folgt somit

11
Po f'(A) = lim Po f'(4;) = lim —-= 1.-=0.
N——
n + j mal

Das zeigt \'(A) =0=Po f1(A).
o A=[d},d}, ]: Esist

FHA) = {ynd < x {yn} x {0,1} x {0,1} x ...,
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also
~ 1 1 1 m m
]P)Of 1(A) — 55 1---= 2—n =)\(|: k> k+1])‘
1
n ma

Aufgabe 17.2. Losung: Wir wissen bereits, dass @, Q; € Z5. Weiter haben wir im Beweis des

Lemmas gezeigt, dass U € Zj = U € Z5. Die Stabilitdt von ZJ unter endlichen
Vereinigungen ist, nach Definition, trivial. Schlieklich gilt fiir U,V € Z7 mit U = Up<coo Xn,

V' = Ume<oo Y (endliche Vereinigungen von Z”-Mengen) dass

eZb
——~—
UnV= U X,nY,, 2.
n<00 M<oo
————
endlich

Weil U NV =U n V¢ haben wir gezeigt, dass Z7 unter allen endlichen Mengenoperationen

stabil ist, d.h. eine Algebra ist.

Aufgabe 17.3. Losung: Wir schreiben ¥ fiir die Vereinigung auf der r.S. Weil Aj > Zk gilt, ist

138

»2« klar.
Umgekehrt: Z; = m;1(A;) ¢ X fiir alle 4 € I. Wenn wir zeigen, dass X eine o-Algebra ist,
dann folgt Ay c X, da Ay =o(m;, i€l).

Nun ist jedes Z eine o-Algebra. Die Eigenschaften »@ € Y« und »S € ¥ = 5¢¢€ ¥«
sind daher klar. Sei (Sp)neny € 2. Fiir jedes n € N gibt es eine abzéhlbare Menge K, c I
mit S, € Zg,. Weil K = Upey K, immer noch abzdhlbar ist, folgt (S, )nen © 2k, also
Unen Sn € 25 € 2.




18 Der Kolmogorovsche Erweiterungssatz

Aufgabe 18.1. Losung:

(a) Folgt direkt aus Bemerkung 2.2.a)-d), wobei wir 2.2.c) nur fiir endliche Schnitte
haben.

(b) Nach Def. eines Halbrings gilt S\ R € §, fiir R,S € 8. Wenn F € 8 gilt also S¢ =
E~NSec§ firalle Se€8. Wenn S'=S;u---uS, €8, und R €8 ist offensichtlich
S'NR=J (S;~R)eSy.

1< 00 S’
endl. U von 8-Mengen

Mithin,
(S’)C:E\(Slu-“USn):Eﬂ(Sfﬂ"'ﬂS?i)ZE\Sl\SQ"-\Sn

und wir kénnen durch Iteration (S’)¢ € 8, sehen. Die Vereinigungsstabilitidt von 8
ist trivial. Damit greift Teil (a) und wir sehen, dass 8, eine Algebra ist. Weil die von
8 erzeugte Algebra A Vereinigungen von 8-Mengen enthélt, gilt trivialerweise 8, c A

wahrend A c 8§, wegen der Minimalitdt von A gilt.

(c) Esist u(@) = p(@wz) = u(2) + u(z) und wegen 0 < (@) < oo folgt (@) = 0. Daher
folgt die Subadditivitéat fast wortlich aus Satz 3.3.

[ ]
Aufgabe 18.2. Losung: Es gilt
NX\NY%=NXinUY=UNXin¥cUXenYe = X\ Y
ieN keN 1eN keN keN ieN keN keN
[ ] ]

Aufgabe 18.3. Losung:
(a) Wir miissen (OM;)—-(OMs3) nachweisen.
(OM;) P*(@) = 0 ist trivial.
(OM3) Es seien C c C' beliebig und A’ € A. Dann ist

A'5C = A >0 = P*(C)<P(4")

Nun bilden wir das Infimum iiber alle A’ > C’,; A’ € A und erhalten P*(C) <
P*(C").
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(b)

140

(OMs3) Es seien Cy, n € N, beliebige Mengen und C' = U,y Cp,. Nach Definition von
P* gilt

Ve>0,neN 3FJA,eA, A,>C, : P(A,) <P*(C,) +e27".

Wir summieren nun diese Ungleichungen und verwenden die o-Subadditivitat

von [P:

P(UAn)— Y PH(Cn) < D P(An) - Y P (Cr) <e LI

on
neN neN neN neN neN

Weil A 5 Upeny An 2 C, folgt

P*(U Cn)— > P(Cp) sP(U An)— Y P(Cp)<e
neN neN neN neN

und weil € > 0 beliebig ist, folgt P* (Upen Cn) € Lpen P (Ch).

Da Q' nA die Spur-o-Algebra ist, ist nichts zu zeigen. Wir miissen eigentlich nur die
Wohldefiniertheit des Mafes P’ zeigen. Sei also A’ € A’ und A,B € A mit Q' n A =
Q' n B+ @. Wir miissen P(A) =P(B) zeigen.

Wegen Q' nA=Q"nB folgt AN Bc(Q)°und B\ Ac (Q)°. Mithin
P(A~B)+P(B~ A) < 2P (N Q') = 0

und wir schliefen daraus, dass P(A) < P(Bu (AN B)) = P(B) bzw. P(B) < P(A),
also P(A) = P(B) gilt.
Nach Def. gilt ¢y, : Q,, > Q1 x - xQp, w > (w,...,w). Es seien A4; € Q; n A, also
A; =Q;n Al mit A € A. Offenbar gilt, da die Mengen €, absteigend sind,
Pre1 0 dpiy (A1 x oo x Ay x Q1) =Pro pne1) (A1 X x Ay x Qi)
= Pn+1(A1 n---nNA,nN Qn+1)
= IP)nﬁ-l(Al N ﬁ1471)
=P(An---nA)).

Mit derselben Rechnung sehen wir aber auch

Ppo¢p (Ap x - x Ay) =P (A1 n---n Ayp)
=P(Aj N A)),

und daraus folgt die Projektivitét.

Es gﬂt An = {(wi)ieN € XjeN Qz | Wy == wn}, d.h.
An:{{w}X'--x{w}XQn+l XQn+2X.--|(J)€Qn}.

Damit ist Ay, € Q7 x Qpipq X+ €Oy X Xz QO —— @, weil Q,, | @.
n—o00
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Die Messbarkeit von A, folgt aus A, € @ A; X Qksn+1 Ak, wobei wir hier die

Messbarkeit der Diagonalen verwenden:

{(wiy.. wn) €0 | wy = =wy,} e A®"
und
{(Wl,...,wn)EQlX---Xinwl=---=wn}
={(w1y. s wn) € |wp = =wp N (g x---xQy)

€ (Ql X"'XQn) ﬂ.A®n =®.Al
i=1

Bemerkung: Der letzte Schritt in der gerade angestellten Rechnung ist intuitiv klar,
aber Messbarkeit ist immer lastig. Daher sollte man sich zur Sicherheit schon noch
formal (iberlegen, dass (X N A)® (Y NnB) = (X xY)n (A®B). Das geht so: Wenn
(XnA)x(YnB)e(XnA)x (Y nB) dann gilt auch
(XnA)x(YnB)=(XxY)n(AxB)e (X xY)n(A®B)
— (XnA)(YNB)c (X xY)n(A®B).

Umgekehrt kénnen wir (X nG) = X no(G) verwenden (vgl. Aufgabe 2.5), um zu sehen,
dass (X xY)n (A xB) ein Erzeuger von (X xY)n (A ® B) ist. Nun ist

(XxY)n(AxB)=(XnA)x(YnB)e(XnA)® (Y nB)

und die andere Inklusion folgt.

Sei nun g ein W-maf auf dem unendlichen Produktraum mit 7(; ) (1) =P, -
Dann ist u(Ay) =Py ) (En) mit B, = {(wi,...,w) w1 =+ =wy, € Y, }. Aber nun
gilt

-----
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19 Bildintegrale und Faltung

Aufgabe 19.1. Losung:

(a) Nach dem Satz von Weierstraft sind stetige Funktionen iiber kompakten Mengen
beschriankt. Da u einen kompakten Trager K := suppu besitzt, ist daher |ue :=
Sup,.pd [u(z)| < oo. (Beachte, dass u(z) = 0 fiir alle = ¢ suppu.) Aus der Kompaktheit
von K folgt, dass ein R > 0 existiert mit K ¢ Br(0). Damit

[ u@)lde = [ u(@)] da < o X(K) < Jul oo A (Br(0)) = Juleo B < co.

Jule

(b) Um [ u(Az)dz zu berechnen, wenden wir zunéchst den Transformationssatz, Korol-
lar 19.2, mit T'(x) := Az an:

[ wa)Adz) = [ uy) A dy).
Aus Satz 3.7¢) folgt nun
[ a2y xn) = [ uly) AN y) F des A [ uly) Mdy).

Diese Identitdt konnen wir benutzen, um [ u(nz)dz zu bestimmen. Dazu beobachte
man, dass u(nz) = u(Az) fiir A :=nE; wobei Ey die Einheitsmatrix im R bezeichne.

Wegen det A = n? folgt damit sofort
1
f u(nz) A(dzx) = — f u(y) dA(y).

Aufgabe 19.2. Losung: Aus der Definition der Faltung (Definition 19.5) und dem Satz von
Tonelli folgt

0y % 6,(B) = ff L5 (u +v) 6, (du) 8, (dv)

:f(f ]lB(u+v)5x(du)) 5, (dv)
:f]lB(x+v)6y(dv)
=1p(x +y) = 0psy(B)

fur alle B € B(R™). Das zeigt 05 * dy = 0z4y. Analog erhélt man

o (B) = [[ Ln(u+v) du(du) p(dv)
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:/(/13(u+v)6z(du)) p(dv)

= [ 1a(@+ o) p(dv)
= [ 1a(ra() u(av)

wobei 7_; : R™ - R"™, v — v+ x die Translation um x bezeichnet. Der Transformationssatz,

Korollar 19.2, zeigt

b0 (B) = [ 1(0)ra(0)(d) = 7-a (1) (B),

[ ]
Aufgabe 19.3. Losung: Es seien z,y € R. Dann
Tpoa1(@ =) L017(Y) = L a1 (=9) L [0,11(¥)
= po1,2) (W) L [0,17(v)
0, x <0oderx > 2,
=11p0.(y), z€[0,1], (*)

]l[a:—l,l]a T e [172]

Folglich

(Lo * Lpo,ap) () = /Hé]l[o,l](ﬂ? - y)o1(y) dy
0, x <0oderx > 2,

Jo dy =z, r€[0,1],
[lidy=2-2z, wxe[1,2],

=zl[o)(2) + (2 - 2)1[ 9 (2).

Die Linearitdt und Kommutativitdt der Faltung impliziert nun

(Lpoay * Lpo.a7 * Lpoa7) () = (Ljo17 * (Lo17 * Lpo) ) (2)
= f Tio11(z =) (Yhjo,11(v) + (2= y) 1121 (y)) dy
= f y]l[o,l](@" - y)]l[o,l](l/) dy + f (2- y)]l[o,l](x - y)]l[l,z](y) dy
= I (x)+ I(x).

Wir berechnen die beiden Integralausdriicke getrennt. Fiir das erste Integral folgt aus (*):

0, x> 0oderx > 2,
L(z) =1 [fy="5, z€[0,1],

[loydy=11-(1-2)?), ze[1,2].

22 1 9
= 5 Lo (@) + 5= (1 -2)) 2 (2).
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Fiir den zweiten Integralausdruck fithren wir eine &hnliche Rechnung wie in () durch:

0, x < loderx > 3,
Loy =)L) (Y) = Lpamr o) (W) 127 (y) = 11 41(y), rell,2],
U 12)(y), we[2,3].
Damit erhalten wir
0, x < loderx > 3,
I(z) =1 ["(2-y)dy=2(z-1) - (2? - 1), ze[1,2],
JE@-y)dy=2(3-2) - 3(4-(1-2)%), we[2,3]
1 1
- (2(@« -1 - (k- 1)) 11 g(2) + (2(1 o) - (4= (1 _g;)2)) 1py.5(2).

Schlieflich
.’EQ 2 3
(L0,17 * Lpo,17 * Lpoa) () = 31[0,1](90) + (—3? +37 — 5) 1y 0y () +
1
(26-2)- 504 1-2%) ) 1pg ).

Aufgabe 19.4. Losung: Man beachte, dass diese Aussage dquivalent zu

(suppu +suppw)“ c (supp(u * w))*

ist. Sei also z¢ € (Suppu+suppw)®. Da die Menge offen ist, existiert ein r > 0 mit

B, (z¢) c (suppu +suppw)®. Wahle x € B,(z¢) beliebig. Fiir alle y € suppw gilt dann

T — 1y ¢ supp u. Insbesondere ist
u(z—y)-w(y)=0 fiir alle y € suppw.
Andererseits gilt (nach Definition des Trégers)
u(z—y)-w(y)=0 fiir alle y ¢ suppw.

Damit folgt, dass u(x — y)w(y) = 0 fir alle y € R®. Aus der Definition der Faltung ist
nun sofort ersichtlich, dass (u * w)(z) = 0. Da dies fiir beliebige = € B,(x0) gilt, folgt
xo ¢ supp(u * w).

Aufgabe 19.5. Losung:

(a) Da u,w messbar sind, ist auch (z,y) = u(zy™')w(y) messbar. Aus dem Satz von
Tonelli, Satz 16.1, folgt daher die Messbarkeit von z » u®w(x). Um die Kommutativ-
itit zu zeigen, wenden wir den Transformationssatz, Satz 21.4, mit z := ®(y) = 2y "

an:

weu(@) = [ eyl
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N
=f(07oo)u(z)w(xz 1);

=w @ u(z).

Um die verbleibende Aussage zu beweisen, wenden wir zunéchst den Satz von Tonelli,
Satz 16.1, an:

Joyuew@utn = [ (f u(wy*)w(y)%) =
- w(ay™) ) w(y) 2. (=)
[(0700) ([(O»W) x ) Yy

Fiir festes y € (0,00) definieren wir 6, := y~'z. Aus Satz 3.7 wissen wir, dass das
Bildmaf 6,(\)(dz) des Lebesgue-Makes A unter 6, durch yA(dz) gegeben ist (vgl.
auch Aufgabe 4.9). Aus Korollar 19.2 erhalten wir

dx dx
-1, 4T 1 -1
f(oyw)U(wy )= f(O’W)U(SCy )xy_1

o 0,(\)(dz)
=y! (wa)U(z)—y .

dz
RO (+%)

(Alternativ kann man wieder mit dem Transformationssatz, Satz 21.4, argumen-

tieren.) Setzen wir dieses Ergebnis in (*) ein, so folgt

f(o’m)u®w(x)ﬂ(dx) = /(.0700) (f(o’m)u(z)d—;)w(y)%

= ud [ wdp.
/(0700) H (0,00) H

Wir betrachten zunéichst den Fall p = co: Aus |u(zy™)| < |uf () fir p-fast alle
y € (0, 00) folgt

wew@) < [ futzy™yu)luty) < el [ ol ady) = fule= ol

Das zeigt |u @ w|r= < |u|r=|w|z:. Es sei nun p € [1,00). Wir bemerken, dass
1

Jwl s

v(dy) = w(y)| p(dy)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf definiert. Aus der Jensenschen Ungleichung (angewendet

mit V' (x) = zP) erhalten wir daher
p
uow@p < ( [ ue)u@] @)
ol ([, tuay™Diwtan)’
= |w J2! (0,00) u\xry viay
<hls [, luay™)P v(dy)

= el f(o - fu(zy™ )Pl (y)| u(dy).-

)
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Aus dem Satz von Tonelli, Satz 16.1, folgt somit

Jew@pan <l [ ([ Pl ) )

(0700

=Jolf [ (o, @ ) ) )] ()

Genau wie in (*x) ergibt sich

w(zy )P u(de d:ef/
f(o’w)uy W taa) £ [

dgf f
(0

Setzen wir dieses Ergebnis in die vorherige Ungleichungskette ein, dann erhalten wir

dx dz
-1y|p _ D
NG N O

I ()

i

)

S wew@pan@ <l [ ([ P u@) )

= Jwlt [t du [ wld

= Jwlpful,-
Ziehen der p-ten Wurzel auf beiden Seiten gibt

[uewlre <Jw]prfu]ze-

Aufgabe 19.6. Losung: Die Messbarkeit von u * w folgt wie im Beweis von Satz 19.7. Nach

Voraussetzung gilt
1 1 1
—+—-=1+-
p q r

LY Gy

— —_—
=1-¢~1¢[0,1) =1-p~1¢[0,1)

also

Wir schreiben

u(a =y = (= P @) (ju - )77 (o))

und wenden die verallgemeinerte Holder-Ungleichung (siehe Problem 14.3) mit den Expo-

nenten aus (*) an:

uxw@)|< [ Ju(-gy)uy)ldy

([ - pPtras) ([ wa-pa)” ([ lwmra)

Bilden wir auf beiden Seiten die r-te Potenz, so folgt auf Grund der Translationsinvarianz

des Lebesgue-Malses

wsw@P < ( [ ute - p)Plo@ dy) lal ?Jul;
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= [ul”* wl? () [ul, ™ w]g ™ (x*)

Nun kénnen wir beide Seiten (iiber ) integrieren und Satz 19.7 anwenden:

| * w]. dgf/|u>ew(:c)|rdaz
(=) r=p r=q p q
<l oty [ b« ol (2) da
= Jull ol ul? * ol
7 _ _
< Jully ol el

= [ulpwlg

Aufgabe 19.7. Losung:

(a) ¢ € C*: Da ¢ rotationsinvariant ist, geniigt es zu zeigen, dass

90 = exp (5 ) ()

r2
beliebig oft differenzierbar ist. Der Beweis ist Standard und daher geben wir nur eine
Beweisskizze.
Fiir r # 1 ist dies Differenzierbarkeit von 1 offensichtlich, wir beschranken uns daher
auf die Diskussion fiir r = +1. Nach Definition ist 1)(£1) = 0 = e™/% = ™ und somit

ist 9 stetig in r = +1. Die Differenzierbarkeit zeigt man per Indukion: Es gilt

, 2r 1
W) = oy exp (5 ) L )

Ist ® von der Form @Z)(k)(r) = fk(r)eﬁ]l(_l,l)(r), so gilt

1 2 1
@b(lﬁl)(’r) _ f];("") exp (72—_1) ]l(—l,l) (T‘) + fk(r) 7 _7;12 exp (742 1 ) ]l(_l,l)(T').

Ist also f; eine gebrochen rationale Funktion deren Wachstum fiir ¢ - +1 nicht so
stark ist wie der Abfall von erTl—l fiir t - +1, so gilt dies auch fiir fr,1. Per Induktion
erhalten wir somit, dass ¢ beliebig oft differenzierbar in 7 +1 ist und ¢*)(£1) = 0 fiir
alle k e N.

Die Eigenschaften supp¢ = B1(0) und ¢ > 0 sind klar aus der Definition. Damit
[ ¢dX" =1 gilt, miissen wir

, 1
= d
" /Bl(o) P ( |z -1 v

wahlen.

(b) ¢ € C* folgt sofort aus der Kettenregel. Aus

ot0vmo(2) 0m

>lez|>e
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sehen wir supp ¢ = B¢(0). Wir miissen noch zeigen, dass ||¢||; = 1. Dazu bemerken
wir zunéchst, dass
el 0
x ..
— =Mz fir M :=
€
0 et

Offenbar gilt det M = e¢™™. Aus Satz 3.7 erhalten wir daher

L fofe)ae- fom
22 o) (A ()
Y2 o)y

- [ owydy-1.

(c) Wir zeigen allgemeiner, dass
SUPP U * W C SUPP U + SUpp w (%)

sofern die Faltung u * w Sinn ergibt und entweder supp u oder supp w kompakt ist.

Es sei g ¢ suppu + suppw. Da suppu + supp w abgeschlossen ist, existiert € > 0 mit
Be(xo) c suppu+suppw. Dann gilt z —y ¢ supp u fiir alle y € suppw, z € Bc(xg) und
daher

u(z —y)w(y) =0 fir alle y € suppw.

Da w(y) = 0 fiir alle y ¢ suppw, gilt die letzte Gleichheit trivialerweise auch fiir
y ¢ suppw. Folglich ist

f u(z—y)w(y)dy =0 fiir alle x € Be(xg).

Wir haben damit gezeigt, dass xg ¢ suppu * w; also

(suppu +suppw)® c (suppu * w)°.

Bemerkung: Beachte, dass die Summe A + B zweier abgeschlossener Mengen A und
B im Allgemeinen nicht abgeschlossen ist. Ist A jedoch zusétzlich kompakt, so ist
A + B abgeschlossen. Daher nehmen wir hier an, dass entweder suppu oder supp w

kompakt ist; vgl. auch Aufgabe 19.4.

(d) Es folgt direkt aus Satz 19.7, dass

[¢e * ullp <l @ellr - [ulp = lulp- (**)

Weiterhin impliziert ¢, € Cg°(R™) offensichtlich 0%¢, € Cg° fiir alle o € Nij. Insbeson-
dere ist u * (0%¢¢) wohldefiniert. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten

wir im Folgenden den Fall € = 1.

149



R.L. Schilling: Maf & Integral (2. Auflage)

Es sei z € R" mit |z| < R fir R > 0. Wegen
y ¢ Br(0) = y¢Bi(z) = ¢(z-y) =0

gilt

¢+ u(x) = fBRH(O) P(z - y)u(y) dy.
Weiterhin ist
102 (¢(z = y)u(y)| = 105 ¢(z = y)llu(y)| < 05 Bl oolu(y)| € £ (Br1(0)).

(Beachte: £1(Bg,1(0)) ist ein endlicher Makraum. Aus u € LP(Br,1(0)) c LP(R")
folgt daher u € £1(Bry1(0)), vgl. Aufgabe 14.1.) Folglich diirfen wir das Differen-

zierbarkeitslemma, Satz 12.2, anwenden und erhalten
(65 u)(@) =92 [ oz -y)uly)dy
- [ 026 - y)uly) dy

= (05 ¢) * u(x).

Das zeigt, dass ¢ * u beliebig oft in x differenzierbar ist. Da R > 0 beliebig ist, folgt
die Behauptung.

(e) Da [ ¢c(y)dy =1 folgt aus der Minkowski-Ungleichung fiir Integrale, Aufgabe 16.10,
p 1/p
fowxody=( | [ @) - uta-m)otn ] o)

g[||u(')—u(“y)||p¢6(y)dy

:{ [ " [ }||u()_u(_y)p¢e(y) dy.

lyl<h  [yl>h

Aus der Stetigkeit der Abbildung y — |u(-) —u(--y)|p, vgl. Satz ??, dass fiir jedes
d >0 ein h = h(J) >0 existiert, so dass

Ju(-) —u(-—y)|p <5 fir alle |y| < h.

Benutzen wir diese Abschétzung im ersten Term und die Dreiecksungleichung (in LP)
und die Translationsinvarianz fiir den zweiten Term, dann ergibt sich

lu-usdelps [ Somdy+ [ 2lulyocy)dy

lyl<h ly|>h

<5f¢€(y)dy+2||qu f ¢e(y) dy

lyl>h

<0 +2|ul, f bc(y) dy.

ly|>h

Lassen wir nun erst ¢ — 0 (beachte, dass supp¢. = Bc(0)!) und dann § — 0, so

erhalten wir

5
limsup |u—u * ¢cllp <6 225 0.
=0
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Aufgabe 19.8. Losung:

(a)

Fiir n € N setzen wir u,, == (uAn)lp, o) und wy, = (w An)lp, (). Die Funktionen

Uy, Wy, sind messbar und steigen gegen u, w auf. Daher folgt mit Beppo Levi

Vo eRY 1wy« wy () = /Rd Un(z —y)wp(y) dy 1 fRd u(z —y)w(y) dy = u* w(x).
Mit Hilfe von Satz 19.9 sehen wir, dass u,, * wy, € C’b(Rd,R). Daher ist fiir beliebiges
a € R die Menge {u,, * w, > a} offen und ebenso {u *w > a} = Up{un * w, > a}.

Achtung Druckfehler: Es muft {u # 0} +{w #0}:={z+y |z e{u+0},ye{w=
0}}={z+y|u(z)+0,w(y) 0} heifen, nicht »uU«.

Offensichtlich gilt
|u* wl(z) < |uf * [w|(z) = f lu(z = y)llw(y)l dy.

Folglich: Wenn z € {u *w # 0} = {|Ju * w| > 0} ist, also wenn u * w(z) # 0 gilt,
dann muss es ein y geben, so dass w(y) # 0 (also |w(y)| > 0) und u(x —y) # 0 (also
|u(z —y)| > 0) gilt. Das heifst aber, dass z € {w # 0} + {u # 0} gilt, und es folgt

{usw#0}={|lurw|+0}={|u*w|>0}c{|ul*|w| >0}

c{|ul >0} +{|w| >0} ={u+0}+{w=0}.

Bus Teil (a) wissen wir, dass die Funktion fp := 1_p * 1 unterhalbstetig ist. Weil
fB >0 ist, ist die Menge {fp >0} = {fp # 0} offen. Wir behaupten, dass 0 € {fp # 0}.
Das folgt so:

f5) = [, 150 )15(y)dy=X(B) >0.
Nach Teil (b) gilt aber auch
{fp#0}c{lp+0}+{1_p20}=B+(-B)=B-B

und daraus folgt die Behauptung.
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20 Der Satz von Radon—Nikodym

Aufgabe 20.1. Losung:

(a)

=: Ist v ein endliches Mafs, so gilt per Definition

E) - f dpt < co.
v(E)= | fdp<oo
Da f > 0 zeigt dies f e L1 (p).

<: Wiederum folgt wegen f > 0, dass

v(E) = [ Fdi=|flcr <o

=: Da p und v o-endliche Make sind, existieren Folgen (Ag)reny € A, (Bg)geny € A
mit Ay t E und p(Ag) < oo sowie B, t E und v(By) < oo. Setzen wir Cy, := Ap N By,
so gilt immernoch Cj, 1 oo und p(Cy) < oo, v(Cf) < 0o. Wegen

p({f = o0}) = lim pu({f = 00} 0 C)

geniigt es zu zeigen, dass pu({f = co} N C%) = 0. Dazu bemerken wir, dass aus der

Markov-Ungleichung folgt, dass

1 1
p({F> By <3 [ fdu= u(O).

Aus v(Cy) < oo folgt daher

0<p({f =00} nCk) = lim p({f > R} nCy) s%iir;o(%u(ck)) _0.

Alternativlosung: Wir wihlen (Ck)gen € A wie oben und kg hinreichend grofs, so dass
p#(Cpr,) > 0. Angenommen, p({f =o0})>0. Aus

{f=o00}=U{f =00} nCy2{f =00} nCy,

keN

folgt dann

v(C >f du = oo.
(Cha) Ckoﬂ{f=°°}f H

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch zur Annahme, dass v(C}) < oo fiir alle k € N.

<: Da p ein o-endliches Mafk ist, existiert (Ag)genA mit Ap t F und p(Ag) < oo.
Setze Cf := A, n{0< f <k}. Dann gilt Ax 1 E wegen f >0 und

v(Ck) anioeyany T IHSE f, dn 1(Ag) < 00
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Aufgabe 20.2. Losung: »<«: Angenommen, p und v erfiillen das »e-0-Kriterium«. Sei € > 0

und § > 0 sei entsprechend obiger Bedingung gewéhlt. Ist A € A mit u(A) =0, dann gilt
1(A) =0< 4§ und folglich v(A) < e. Da e >0 beliebig ist, folgt v(A) =0. Also gilt v < p.

»=>«: Wir zeigen diese Richtung durch einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, das e-
d-Kriterium gilt nicht. Dann gibt es ein € > 0 und eine Folge von Mengen (A )geny € A mit
w(Ar) <27% und v(Ay) > e. Definiere F, := Upsp A und F := Npey Fn. Wegen

p(Fo)< Y 27k =2.2
k=n
folgt, dass
p(F) < p(Fy) €2-27"

fiir alle n € N, und somit p(F) = 0. Andererseits folgt wegen F,, | F' und der Stetigkeit des
Maises v, dass
v(F) = lim v(F,) > €.
n—>oo
Folglich haben wir gezeigt, dass v(F') > € > 0 und u(F') =0, d.h. v ist nicht absolutstetig
bzgl. .

Aufgabe 20.2. Lésung: Da nach Voraussetzung v; < p; fiir 4 = 1,2 existiert gemafl dem Satz
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von Radon—Nikodym die Radon—Nikodym Dichte f; := 3—:;?, d.h.
Vi(A):/Afid,Uiv AeA;i=1,2.

Setze f(x,y) = fi(z)f2(y). Sind A € A; und Ay € Ay, so gilt nach dem Satz von Tonelli,

dass

(1 @ v2)(A1 x Az) =v1(A1)r2(A2) = (/Al fi dm) (j;h) f2 dm)
= [ [ 14 @ () 1) o) i () )

- [ taieane ) (2, y) d(mn @ i) (@),

Wir wollen nun daraus folgern, dass die Gleichheit
(rem)(A)= [ i) f(zy)dm © m)(.y) (20.1)
fiir alle A € A1 ® Ag gilt. Dazu wenden wir den Mafeindeutigkeitssatz an. Sei
o= [ a@yf@ydmemn)ey),  Acdie .

Wir wissen: G := A x.As ist ein schnittstabiler Erzeuger von A; ® A2 und die Mafe ¢ und

1 ® vy stimmen auf diesem Erzeuger tiberein.
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Da vy, v nach Voraussetzung o-endlich sind, existieren Folgen (Ag)xkeny € A1 und (Bg)gen C
Ao mit Ay t E1, Br 1 Es, sowie u1(Ag) < oo und ve(By) < co. Folglich erfiillt Gy, :=
Ay x By € G die Eigenschaften Gy 1 F1 x Fo, sowie

Q(Gk) = (Vl X VQ)(Gk) = I/l(Ak)Vg(Bk) < 00.

Damit sind alle Voraussetzungen aus dem Mafseindeutigkeitssatz erfiillt und es folgt, dass
0(A) = (1 ®12)(A) fiir alle A € A ® Ag, d.h. es gilt (20.1). Aus (20.1) ist ersichtlich, dass
v1 @ vg die Dichte f bzgl. p1 ® po besitzt. Aus dem Satz von Radon—Nikodym folgt damit

auch, dass v; ® o < 1 ® L2.

Aufgabe 20.4. Losung:

(a) Es sei A €A eine (u+v)-Nullmenge, d.h. (u+v)(A) =0. Dann folgt wegen
0=(v+u)(A4)=v(A)+u(A) >v(A),

dass A auch eine v-Nullmenge ist. Folglich gilt v «< v + pu. Konnen wir zeigen,
dass (u + v) ein o-endliches Mak ist, so folgt aus dem Satz von Radon-Nikodym,
Korollar20.4, dass f = dv/d(v + p) existiert:

v=f(p+v)=fu+fr (*)

Dass (p + v) o-endlich ist, sieht man so: Nach Voraussetzung existieren Folgen
(Ap)nen, (Bp)nen € A mit A, + E, B, 1 E und p(A,) < oo, v(B,) < co. Setzen
wir nun C), := A, n B, € A, dann gilt C,, 1 E und

(1 +v)(Cn) = (Cn) +v(Cr) < p(An) +v(Byp) < 0.

Somit ist (u + v) ein o-endliches Mak auf (E,A).

(b) Aus Korollar 20.4 wissen wir, dass f > 0. Um zu zeigen, dass f < 1 gilt, bemerken

wir, dass

{2 1ee)= [

z

>(L+ep({f21+e)) +(L+)u({f>1+€})
>v({f>1+€})

- fd(v+p)

fiir alle € > 0. Folglich muss iiberall »=« gelten und damit folgt insbesondere

n({f21+e)=0=v({f>1+0)).

Das impliziert

(7> 1) = (U3 101 ) € St > 1010y =0

neN neN
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und (analog) v({f > 1}) = 0. Das bedeutet, dass {f > 1} eine (u + v)-Nullmenge ist,

und daher kénnen wir annehmen, dass 0 < f < 1. Aus (*) erhalten wir dann

(1-f)v=fp (x*)
Fiir N:={f =1} ¢ A gilt
(**)f
N) = du = du = 1-f)dv=0.
p(N) oy {le}fu {le}( f)
Andererseits ist
def

VN = ({0 < f< 1) T o< f <y n{f=1}) =0,

Das zeigt v*1u. Weiterhin folgt aus (x*)

o (*) f
A =v(A 1) = [ dv \2 / —d
V(A =vAn{f<1)) An{f<1} Y An{f<1} 1 - f H
fiir alle Ae A, dh. v° < pund dv®/dp = f/(1- f)Lpay.
Es sei v = 0° + i eine weitere Zerlegung. Es seien N, N € A mit #*(N¢) = v(N°¢) =0
und pu(N) = p(N) = 0. Fiir M := NUN € A gilt dann (M) = 0 und 7+ (M°) =
v (M€) = 0 wegen (M°> N¢und M€ > N€). Somit ist

vi(A) =v (AnM)+ v (AnM) =v(AnM)-v°(AnM)=v(AnM)-0°(An M)

| — | S | S
0 0 0
=0 (AnM)+ 0 (AnM®) = (A)
—_—
0

fiir alle A € A. Analog folgt v°(A) =v(An M) =0°(A) fir AecA.

Aufgabe 20.5. Losung:

(a)
(b)
()
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Offensichtlich, da sich die o-Additivitdt durch Linearitdt von p und v auf p vererbt.
Verwende dominierte Konvergenz, um die o-Additivitat zu zeigen.

|p|(@) = 0 ist offensichtlich. Es sei (A,), c A eine Folge disjunkter Mengen und € > 0.
Dann gilt auf Grund der Definition von |p| (0. E. konnen wir |p|(A;,) < co annehmen,

da sonst alles klar ist)

A A A= A DA (A -2
und da U¥; ,, Al = A gilt auch

pI(A) > ; Zz: Ip(45)] > ; (Il(An) —€27) > ; |pl(An) —e.
Mit € — 0 ergibt sich dann

o1(A) > > |pl(An)-



Losungen. Version vom May 3, 2025
Nun sei (By)g ¢ A eine weitere Zerlegung %), By = A. Dann gilt
vk U(AnﬁBk) ZAn
n

und somit

;|P(Bk)| =>.

k

Zp(An n Bk)

<2 D Np(Ann Br)l = 30 3 p(An 0 Br)l < X 1ol (An).
k n n k n

Wir gehen nun zum Infimum iiber die Zerlegungen (Bjy)y tiber und finden daher

1pI(A) < X 1pl(An);

damit ist die o-Additivitit gezeigt.

Wir nehmen nun |p|(A) = oo an und zeigen
ICcA, CeA:|p(C)>21 und |[p|(ANC) =o0.

Nun ist [p(A)| < oo und auf Grund der Definition von |p| gibt es eine Folge (4;); c A

disjunkter Teilmengen von A mit

iwp(Ai)\ > 2(1+ [p(A)]).

O.B.d.A. sei X1, p(Ai) 20 (der andere Fall geht analog) und wir setzen B = U{4; :
1<ig<n, p(4;) > 0}. Damit gilt dann
LAy
P(B) > 3 5lp(A)] > 1+ |p(A)] > 1;
i=1

lp(ANB)| 2 |p(B)] - |p(A)| > 1+ |p(A)| - |p(A)| = 1.

Andererseits gilt ja |p|(A) = |p|(B) + |p|(A ~ B), d.h. mindestens einer der beiden
Ausdriicke auf der r.S. ist unendlich. Damit konnen wir C entweder als B oder als

A\ B wahlen.

Wir wihlen in der vorangehenden Teilaufgabe A = E und finden C; mit [p(C1)| >
1 und [p|(E \ C1) = oo. Erneute Anwendung mit A = E ~ C liefert ein Cy mit
|p(C2)| 2 1 usw. Nach Konstruktion sind die (C,), disjunkt. Nun ist aber, wegen
der o-Additivitat

R> P (U Cn) = an(An)

d.h. die Reihe auf der r.S. muss konvergieren — das kann sie aber nicht, da die

Reihenglieder nicht nach Null konvergieren. Somit muss |p|(E) < oo sein.

Die Mengenfunktionen p* sind wegen |p(A)| < |p|(A4) (betrachte die triviale Uberdeck-
ung (A, @,...) von A!) offensichtlich positiv und o-additiv. Ausserdem gilt |p|(@) =

p(2) =0.
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(g) Wegen |p(A)| < |p|(A) gilt p < |p| und ebenso p* «< p. Nach dem Satz von Radon-
Nikodym gibt es also Dichten h, so dass p* = hy|p|. Weiter ist

fwu>u=/;QHMﬂM>mwu>u

was nur moglich ist, wenn {h. > 1} eine Nullmenge ist. Damit ist h, <1 fast sicher.

Nun sei Eyy = {hy <7} mit r < 1. Dann

F(Br) = [ hadipl <rlpl(Br)

was nicht moglich ist, es sei denn E,., ist eine Nullmenge.

Somit gibt es Mengen E* = {h, = 1} die, nach Abdnderung auf einer Nullmenge,

disjunkt sind und F = E* v E~. Insbesondere haben wir
p*(A) = |p(E* n A)] = |pl(E* 0 A).

Daraus folgt sogleich p*1p~.
(h) Es sei p = p1 —p2 = p" —p~ eine weitere Zerlegung in positive Mafe. Dann gilt, da
pP<p1

p*(A) = p(ANEY) < pi(An EY) < pr(A)

und p~ geht analog.

(i) Wir zeigen hier nur, dass p A o das grokte Maf ist, das kleiner als p und o ist; die
anderen Behauptung beweist man analog. Wahlen wir B = A bzw. B = @, so folgt
pAo(A) <min{p(A),0(A)}, d.h. esgilt pAoc < pund pro <o. Wir zeigen als

néchstes, dass p A o ein Maf definiert.
(M) Offensichtlich gilt p A A(2) = 0.
(M3) Es sei (Aj)jen c A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Weiterhin seien
Bj € A, Bj ¢ Aj beliebig. Dann gilt B := (Jjeny Bj € Ujen Aj = A und aus der
Definition von p A o sowie der o-Additivitdt von p und o erhalten wir daher

p/\U(UAj)Sp(UBj)-l-O'(UAj\ UB])

jeN jeN jeN jeN
= p(U B]-) +U(L’J(Aj \ Bj))
jeN jeN

= ZP(BJ) + ZO’(A]‘ AN B])

jeN jeN

= %(p(Bj) +0(Aj\ Bj)).

Fir jedes € > 0 konnen wir Bj = BS so wihlen, dass

<O (pao(4))+ eQ‘j)
jeN
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=Y pro(A))+e
jeN
Es folgt mit € - 0
pAU(U Aj) <D pno(4;).
jeN jeN
Die andere Ungleichung zeigt man analog: Ist B c A, dann ist Bj = AnA; e A,
Bj c A;. Folglich,
pno(Aj) <p(Bj)+o(A;N Bj)
und indem wir {iber alle j € N summieren, zeigt eine dhnliche Rechnung wie eben,

dass

%p/\a(Aj) <p(B)+0(ANB).

Nehmen wir nun wieder das Infimum tiber alle zuldssigen Mengen B € A, so folgt
pAO (UjeNAj) 2 Y jenpAo(Aj).

Ist v ein weiteres Mals, das von p und ¢ dominiert wird, so ist
v(A)=v(B)+v(ANB)<p(B)+0(A\B)

fir alle B c A, B € A. Bilden wir auf der rechten Seite das Infimum iiber B, dann

ergibt sich v < pAo.

(j) Essei A€ A. Wihlen wir in der Definition von |p| die Uberdeckung A; = A, Ay = A°,
Az =---=¢, dann

1= vI(E) > [1(A) = v(A)] + |u(A%) - v(A°)
= [1(A) = ()] + (1 - u(A)) - (1 - v(A))
= 2u(A) - v(A).

Damit gilt 2sup{pu(A)-v(A); Ae A} <|p-v|(E). Um »>« zu zeigen, sei (Ap )peny € A

eine beliebige paarweise disjunkte Uberdeckung von E. Wir setzen
I:= {neN;M(An)ZV(An)} J=N~T
sowie A = Uper Ap € A und B := U,y AS € A. Dann

> u(An) —v(An) = 7 (1(An) - v(An)) + 30 V(A7) - (A7)

neN nel neJ

= (u(A) -v(A)) + (v(B) - u(B))
< 2sup{u(C) -v(C);C e A}.

Das beweist die erste Identitdt. Um die zweite Gleichheit zu zeigen, rufen wir uns

zunéchst die Lebesgue-Zerlegung von v in Erinnerung (vgl. Aufgabe 20.4):

v=v°"+vt V° <<,
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und es existiert N € A mit v*(N) =1, p(N) = 0. Wir bezeichnen mit f := ‘fi—f die
Radon—Nikdodym-Dichte. Es gilt dann
L= fyrdp= [ -t 1= f)dp = p(A) - v(A
Ja=prdu= [ Qepran= [ (=P dus p(a)-v(a)

fir A:={f <1} n N¢eA. Folglich ist

sup{u(4) = v(A); Ac A} > [ (1-f) dp.

Andererseits: Wegen v*+(A) > 0 folgt sofort

p(A) = 1(4) = ju(4) = (A) =4 (A) < p(A) = (A) = [ (1= f)dp
< [a-nrdu< [Q-f)an.

Es sei f € C.(RY) mit | f|leo < 1. Dann ist f gleichmébig stetig, d.h. fiir € > 0 existiert
0 >0, so dass
|f(z) - f(y)| <e fiir alle |x —y| < 6.

Wir iiberdecken R mit disjunkten Wiirfeln (Q;)jeny mit Diagonalen der Lange 6 und

setzen

9(2) = f(z))1g,(z), zeRY,

jeN
wobei z; € Q; beliebig ist. Wegen |[(f —g)dp|< [ |f-gld|p| (das folgt sofort aus (f))
und | f]e <1 erhalten wir
f gdp’

[ rap
g%f%ud\ph > f(2)p(Q))

jeN
<€

< +

f(f—g)dp

<elpl(E) + ) 1p(Qy)]

jeN
<epl(E) +p(E)].

Beachte, dass |p|(E) < oo (siehe Teil (e)); da e > 0 beliebig ist, zeigt das also
sup { [ fdpif € Cu®?, 171 < 1} < Iol(E).

Nun sei (Ay)neny € A eine beliebige paarweise disjunkte Uberdeckung von E. Fiir

9= Y nensgn(p(A4y))1 4, gilt dann

[ loldiol= ¥ 1o1(A0) = 16(E) < o0,

neN

d.h. geL'(]p]). Gemih Satz 24.8 existiert daher f € C.(R?) mit | f =9l <€

Damit ist
[ - nde|< [lg-riael<e
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und somit

nXE:Nlp(An)Ffgdp=f(g—f)dp+ffdp<e+ffdp.

Da € > 0 ist, folgt die Behauptung.
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21 Der allgemeine Transformationssatz

Aufgabe 21.1. Losung:

(a) Fir z,y € (0,1) gilt

L > (xy)™,

1 —TY  nx0

(geometrische Reihe). Aus dem Satz von Beppo Levi folgt daher

1 1
dz = f Mg = Sy
f[o,l] 1-2y v ,;) (071)(azy) o Z n+ 1y

n>0

Unter Anwendung des Satzes von Tonelli und Beppo Levi erhalten wir

1
1 - 2y) L d(a, :f / dxd
[[0,1]2( my) " d(z.y) (0,11 J[01] 1 —zy e
1
= " d
/;0,1)(7;)n+1y) Y

— 1 n
S Sn+ (0,1)y Y
B 1
nx1 n2
(b) Wir fithren zunéchst die Transformation
o T u+wv
V2 V=5

durch; das entspricht gerade der Drehung des Integrationsgebietes um 45 Grad. Das

neue Integrationsgebiet ist somit ein Quadrat ) mit Eckpunkten

Gemiéf dem Transformationssatz, Satz 21.4, ist also

1 2
d(z, :f—d ).
/[0,1]2 1-xzy (@:y) Q2-u?+0v? (u,v)

Auf Grund der Symmetrie des Integranden gilt

2
I::f—d
Q2 —u?+v? (w,v)

2
:2f —C_d(u).
Qn{v=0} 2 — u2 + v? (u,v)
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Wir splitten das Integral nun auf (Bild malen!)

1/V2 V2 2-u
I:4f f“Lduwf f _ W
0 0 2-u?+0v?2 1/v2 Jo 2 —u? + 02

:Il +_[2.

Wir berechnen die Integrale I; und I5 getrennt. Aus

z 1 1 T
———— dt = — arctan — *
fo a? +t2 a a ()
folgt zunéchst
1/V2 1 U

arctan

0 V2 - u? V2-u2
Setzen wir u = \/2sin 0, dann ist du = V2cos6 =2 - u2df und

I =

(%)

U U V2sin 6 4

= = anf
V2-u? \/2(1-sin6?) 2cosb

wegen cos?f = 1 —sin?#. Fiihren wir in (%) die Transformation durch, so erhalten

jus 2
11=4f69d9=2(f) .
0 6

In analoger Weise berechnen wir Iy: Aus (*) und der Definition von I folgt

V2 _
12:4f arctan( V2 u) du .
1/V2 V2-u?) V2 -2

wir

Fiir u:= v/2cos(26) gilt
du = -2v/25in(20) df = —22/2\/1 - cos2(260) df = -23/1/1 - u2/2d0 = -2V/2 — 2

und

V2-u _ V2(1 - cos(26))
V2-u2  \/2-2cos?(20)

| I-cos(20)
~ \ 1+cos(26)
B [ 2sin? 0
~V 2cos26

=tand.

Aus dem Transformationssatz ergibt sich nun
jus 2
12=8f69d9:4(f) .
0 6

2 2
1:11+12:6(%) -z

Schlieflich,
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Aufgabe 21.2. Losung:

(a) Fithren wir in
I'(x) = fo el dt

die Substitution u? = ¢t durch, so erhalten wir
I'(x)=2 fo e 2L gy,

Aus dem Satz von Tonelli, Satz 16.1, ergibt sich somit

['(z)l'(y) =4 (fooo e g2 du) (/Ooo eV y2ul dv)

=4 ](0 o2 emut-v%y 201, 2y-1 d(u,v).

(b) Offensichtlich ist die Behauptung dquivalent zu B(z,y)I'(z + y) = I'(z)['(y). Wir

fithren in (a) Polarkoordinaten ein:
oo 27
['(z)[(y) = 4 f ) f¢ e o 6) 27 (sin §) ! dodr
0o /2
:4( / e—rgr%”y—ldr)( qu . (cosgb)?f—l(sm(;s)?y—ldgb). ()

=0

Mit s := r? folgt leicht, dass

/oo e 22yl g 1 [oo e 551 gg = 1F(ﬂl? +y).
r=0 2 Js 0 2

Im zweiten Integral in (%) substituieren wir ¢ = cos? ¢ und benutzen sin? ¢+cos? ¢ = 1:
/2 1 rt 1
/¢> (cos $)** H(sing)# 1 dg = 3 / 22t -2 la = §B(az, Y).
=0 0

Aufgabe 21.3. Losung: Wir fiihren Polarkoordinaten ein,

x| [rcosg
Y rsin ¢ ’
und wenden den Transformationssatz an:
1 27
/;2+y2<1 2"y d(z,y) = [T:O f¢>=0 ™ (cos )" (sin @)™ dep drr
1 27 oo m
= m‘/q;zo (COS¢) (smqﬁ) d¢

Um das verbleibende Integral zu berechnen, splitten wir das Integral auf ...

[Qﬂ(cosgb)”(singb)m do = fﬂ (cos¢)"(sin¢)md¢+[2ﬂ(cos¢)”(singb)m do
$=0 $=0 b=m

= Il +IQ
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und berechnen zunéchst I1. Dazu substituieren wir u = cos ¢ und erhalten unter Verwen-

dung der Identitéit sin? ¢ + cos? ¢ = 1
1 -1
Ilzf W12 du
-1
0 -1 1 -1
=/ W1 -2 du+/ W12 du
-1 0
. 1 1 4
U'_:u(—l)”/ v”\/l—v2d1)+/ u"V1-u2 du
0 0
1 1 -1
= (1+(—1)”)[0 fo WwN1-u2 du.
Substituieren wir nun r := u?, sehen wir, dass

I - (1 + (2_1)71) Alr(n—l)/2(1 _ T)(m—l)/? dr

(1+(-1)") T(EHT ()
2 F(n+g¢+2) :

Im letzten Schritt haben wir die Eulersche Formel verwendet, vgl. Aufgabe 21.2. In

analoger Weise lésst sich I» berechnen:
I,=(-1)™ [11 u”\/mmi1 du
:((_1)m+(—1)m+")folu”m‘ldu
(D™ gy i,

2
()™ (1 DT (e
2 F(THZHQ)
Folglich,
o I R S G VAR G KR G VA G N G )
L2+y2<1 Tyt y) = T 2 T (nm2)
[ 1]
Aufgabe 21.4. Losung: Da x — f(|z|)sin(z) eine ungerade Funktion ist, gilt
[ s et = [ p(al)cos(ag)do+i [ (o) sin(ag) do
= [ #(ial) cos(w) da.
Aus cos(z) = cos(-x) folgt somit
Jtahetar= [ fal)eos(ae)ydu s [ () cos(ae) da
= J o T cos(ae)das [ f(lal)cos(at) de
=2 .[(o,oo) f(x) cos(x[¢]) du.
[ 1]
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Aufgabe 21.5. Losung:

(a) Die Abbildung ® : R 5> & ~ (z, f(z)) ist bijektiv; die Umkehrabbildung ist durch
&1 :R? 5 (2, f(x)) = x gegeben. Offensichtlich ist ® differenzierbar und D¢(z) =
(1, f'(x)). Folglich, |[D®(z)|* =1 + f'(z)>.

(b) Da |[D®(z)| =+/1+ f'(x)? gemik (a) nicht-negativ und messbar ist, definiert p(dz) =
|D®(z)|dx ein Mak. Nach Satz 6.6 ist o = ®(u) als Bildmak von p unter ® ein Maf
auf Gy.

(c) Das ist gerade die Aussage von Korollar 19.2.

(d) Die Einheitsnormale n(x) ist per Definition orthogonal zum Gradienten D¢(z) und
In(z)| = 1. Die Orthogonalitét folgt aus

1 f'(x) 1
n(z) - D®(z) = ———— . =
) ) \/1+f’(33)2( 1 ) (f'(iﬂ))
Aus
5 — @)
(x,r) = ( LS ()2 )
1)+ e

erhalten wir

I C))
D(z r)—(l "0z i) f@yr 696\/1+f'(oc)2)
A I (C))
V1 ()? V1 f/ (@)

Wir benutzen nun die Kurzschreibweise f, ', f" fir f(z), f'(x), f”(z). Dann

o f’(:c) _f \/1+f’2 f/ f/l—f;:a
o i per L

ﬁ 1 ~ 1 flfl/

N R Ve

Folglich ergibt sich die Determinante det ®(z,r) als

L A o

1+ [f 2 b 1+[f]2
rf'f
f ( o YUTE )
L+ [f']2 L+[f']?
T vl I 5

T+ [J]2 1+[f]2 " 1+[f ]2 1+[f]?
L+ 77 f”

L+[f2 1+[f'P?
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Ist = € [¢,d], so kann auf Grund der Stetigkeit von f, ', f" ein € > 0 gewéhlt werden,
so dass
det ®(z,7) >0 fiir alle |r| < e, z € [c,d].

Das zeigt, dass ® ein lokaler C''-Diffeomorphismus ist (vgl. Satz 21.3).

(e) Offenbar gilt ®1(C) x (-r,7) € B(R) ® B(R). Da & ein lokaler C''-Diffeomorphismus
ist, also insbesondere ®~! messbar, folgt daraus die Behauptung.

(f) Es sei € (¢,d) und € > 0 wie in (d). Aus der konkreten Darstellung in (d) ist
ersichtlich, dass die Abbildung [~€,€] 3 7 = det D®(x,7) stetig ist. Da [—e, €] eine
kompakte Menge ist, ist sie sogar gleichméfig stetig. Damit folgt

% [() det D (, )\ (ds) - det D (z, 0)‘
- QLT[(_W)(dethi(x,s) _ det DB(z,0))A (ds)
< 2% f() | det DB(x, 5) — det D (z, 0)| AL (ds)
< sup |detD<i>(x,s)-detpé(x,0)|2lr(2r) =0y,

se(=r,r)

(g) Aus der Definition von C(r) und dem Transformationssatz, Satz 21.4, folgt
1 2 _ 1 2
L tem @) N(de,dy) = o [ Lo (cpun (@)X (d,dy)

2r
1 -
/R2 Lo-1(Cyx(=rp) (u,v)| det DO (u,v)] N (du, dv).

T or
Wenden wir den Satz von Tonelli, Satz 16.1, an, so erhalten wir
1

1 ~
o [ e () X(de, dy) = A ]14,_1(0)@)(5 f( _T,T)|detDc1>(u,v)|A(dv)) Adu).

20| det D (u,0)|
Da ®(C) eine beschrinkte Menge ist, kénnen wir den Satz von der dominierten

Konvergenz anwenden und es folgt die Behauptung.

(h) Die Menge C(r) ist ein » Schlauch« um den Graphen G ¢; der Radius des » Schlauches«
ist r. In (g) haben wir gesehen, dass die gewichtete Fliache %)\2(0 (r)) gegen

[ 1det DB, Adu) = [T () M)

“HO)

konvergiert.

Aufgabe 21.6. Losung:

(a) |det Dg(x)| ist nicht-negativ und messbar und daher definiert |det D®|A? gemiifs
Lemma 9.8 ein Maf. p = ®(|det D®|\?) ist somit das Bildmaf von |det D®| A¢ unter
®, vgl. Definition 6.7. Aus Korollar 19.2 folgt nun

[Mudu:f]lM(x)<I>(|detD¢)|)\d)(dx):fllq)fl(M)(:r)(uo@)(x)|detD<I>(:U)|d/\d(x).
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(b) Die Formel folgt sofort aus (a) mit ® :=6,.

(c¢) Die Identitat

fud)\” = ‘/;0700) /|x|:1 u(rz)r™ o (dz) Mdr)

folgt aus Korollar 21.13. Wegen (b) gilt zudem

S o w@ @ r@n = [ [t o) A,
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22 Mallbestimmende Familien

Aufgabe 22.1. Losung: Per Definition gilt
1
On(x) =0 <= ¢(nz) =0 < |nz|21 < |z|> —,
n

also supp ¢, = B; /n(O). Weiterhin folgt aus dem Transformationssatz (oder, alternativ,

aus Satz 3.7):

[ ont@rde = [ otmayas "2 [ oty -1

nd

Aufgabe 22.2. L6sung:

(a) Zunéchst bemerken wir, dass es geniigt zu zeigen, dass die Polynome dicht in C[-1,1]
sind. (Tatséchlich: Funktionen aus C[0, 1] konnen mittels der affinen Transformation
a+t(b-a), t € [0, 1], fiir beliebige a < b nach C[a, b] abgebildet werden und vica versa.)

Es sei u € C[-1,1] fest gewdhlt. Wir definieren eine Folge (py)neny von Polynomen
durch ) n
1 [z
pn(2) ::Z(E_l) ) reR,
mit ¢, := f_44(:c2/16 - 1)"dzx. Da u e C[-1,1] kénnen wir @ € C'(R) finden, so dass
a(x) =0 fir |z| > 2 und a(z) = u(z) fir € [-1,1]. Weiterhin setzen wir p,(x) :=

pn(x)]l[_4’4] (x). Fir

un(@) = axpu(@) = [ ale-y)pu()dy, @ ek,

gilt dann
un () = f w(z—y)pn(y)dy fiir alle x € [-2,2],
denn
|z| <2 = a(x —y) =0 fir alle |y| > 2.
Wegen

un(@) = [ a@pa(e-y)dy,  we(-2,2]
ist un|[_272] offensichtlich ein Polynom. Wir wollen nun zeigen, dass u, — 4 gleich-
méfig (wegen lj_1 1] = u folgt dann die Behauptung). Aus p, > 0 und [ pndz =1
folgt

un(2) = (@) = | [ (o =) = 2(2))5a () dy
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IN

f u]| e~ y) - () |pa () dy
=) @)l dy

= [1(:11) + IQ(.T)

fiir alle R > 0. Wir schétzen I; und Iy einzeln ab. Da wa(x) = 0 fiir |z| > 2 ist @

gleichméfig stetig ist und somit gilt

L@ < sw fi(e-y) =a@) [, ) dy

ye _Evﬁ R’ R

< sup |u(z -y) - u(z)]
vel- 7 %)
R—o0 0

gleichméfig in x. Weiterhin ergibt sich aus der Beschrénktheit von 4, dass

h@) <2lile [, Buly)dy.

B\ [-77]

Wegen p,(y) | 0 fiir alle y # 0 erhalten wir aus dem Satz von der monotonen Konver-

=

genz, dass I 2720 gleichméfig in . Damit folgt die Behauptung.

Es sei u € C.[0,00). Da u einen kompakten Trager hat, gilt u(z) = 0 fiir 2 hinreichend

grofs. Insbesondere ist damit uo(-log)(z) = 0 fiir z hinreichend klein. Damit definiert
uo (—log)(:c), e (071]
0, z =0,

eine stetige Funktion auf [0,1]. Nach Teil (a) existiert daher eine Folge (py,)nen von

Polynomen, so dass p, — u o (-log) gleichméfig.

Fiir p(x) := 2™ gilt offensichtlich p(e™) = e = ¢,(¢) und somit nach Voraussetzung

[ eyt = [eudn = [ entyvia) = [petyul@. ()

Aus der Linearitédt des Integrals folgt sofort, dass die Gleichheit fiir beliebige Poly-
nome p gilt. Es sei nun u € C;[0, 00) und (py,)peny wie in (b). Da p,, gleichméfig gegen

uo (—log) konvergiert, diirfen wir Integration & Grenzwert vertauschen und erhalten
[ wdn= [ (o (<1og))(e™) duu(t)
= lim [ pu(e™)dp(t)
) lim /pn(e_t) dv(t)
= [ (o (-log)(e ) duit)

= fudy.
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Aufgabe 22.3. Losung: Losung 1 (mit dem Hinweis): Aus der Annahme folgt, dass
fabp(x)f(x) dx = 0 fiir alle Polynome p. Es sei nun g € C[a,b] eine stetige Funktion
und € > 0. Geméaf dem Satz von Weierstraf existiert dann ein Polynom p mit |g—pl|le < €.

Damit

- ‘ [ @ @) s@dr+ [ o) s dr

0

[ s s

< [ 1) =9t @) o

b
<e/a \f (z)| da.

Folglich gilt
b
/ g(z)f(x)dz =0 fiir alle g € C[a,b].
Definiert man ein Maf p durch p(dz) = 1p,p1(x) f(x) dz, dann gilt also [ gdu = 0 fiir
alle g € Cla,b]. Nach Satz 24.3 ist C[a,b] dicht in L' (1) und deshalb folgt [ gdpu fiir alle
g € LY(p). Daraus folgt offenbar p = 0 und somit f = 0 (Lebesgue-)fast iiberall.

Losung 2 (mit Eindeutigkeit der Fouriertransformation): Wir wollen zeigen, dass

/ ab e f(x) dx = 0 fiir alle £ € R. Dazu wihlen wir ein festes ¢ € R und definieren

(e = ) 3 C
k=0 :
Offenbar gilt dann u,(z) - f(z)e™** und
k
jun(@)] < 7)) 3" T
k=0
ek
<l 3 e f'
k=0

= |f(2)]e™l < eblﬁl e L'([a,b]).

Somit erhalten wir aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

n n

b . b b
/ e ' f(z) dx = lim f Up(z)de = lim ) él;—‘ f 2" f(z)dx = 0.
a n—00 a n—oo k=0 ! a

Aus der Eindeutigkeit der Fouriertransformation (Korollar 23.8), dass f = 0 fast iiberall.

Aufgabe 22.4. Losung: Essei (u, w) 2 := fol u(s)w(s) ds. Wir zeigen, dass jedes f € L2([0,1],ds)
mit (f, H,) 2 fo f(s)Hp(s)ds = 0 (Vn > 0) Lebesgue f.i. null ist, d.h. f =
£2([0,1],ds).
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Wenn (f, Hy, )2 =0 fiir alle n > 0 gilt, dann sieht man mit Induktion, dass

(k+1)/2¢ .
fk/z_ F(s)ds=0, Vk=0,1,...,21-1,i>0. ()

Wir iiberpriifen den Induktionsschritt. Es gelte (*) fiir ein 4; wihle k € {0,1,...2" - 1}.
Der Abschluss des Intervalls I = [%, k;ll) ist der Tréger von Hyi,;. Auf der halboffenen
linken Halfte, I1 = [%, 2213—:31) hat die Funktion den Wert 272, auf der halboffenen rechten

Halfte I = [2213:“11, k;) hat die Funktion den Wert —2"/2. Nach Voraussetzung gilt

(fiHaiyp)r2 =0 = fhf(s)ds=f12f(s)ds.

Die Induktionsannahme (*) besagt, dass

ds=0 — [ f(s)ds=~ [ f(s)ds.
Joof@ds=0 = [ f()ds=- [ f(s)ds
Beide Aussagen sind nur dann moglich, wenn /11 f(s)ds = /12 f(s)ds = 0. Weil I, I,

generische Intervalle der nichsten Verfeinerungsstufe ¢ ~ ¢ + 1 sind, ist damit der Induk-

tionsschritt beendet.

Wenn wir (*) geeignet aufsummieren, sehen wir, dass die Stammfunktion F'(t) := [Ot f(s)ds
an allen dyadischen Punkten t = k27%, i >0, k = 0,1,...,2° verschwindet; weil die dyadis-
chen Zahlen in [0,1] dicht sind und weil F(t) stetig ist, folgt F(t) = 0, also f = 0 fast

iuberall.




23 Die Fouriertransformation

Aufgabe 23.1. Losung:
(a) Nach Definition gilt

1
]l = 2—[ _11)(w)e” o da

1 [ —zz§:|
2 r=-1

AL e it
27rz§( - )
_ 1sin¢
= :

fiir € # 0. Hier haben wir verwendet, dass sin & = Im % = %(eig —e7'8). Fiir £ =0 hat

man
N 1 1
T_,17(0) = o f Ty (x)dz = -

(Beachte, dass S2& - 1 fiir £ - 0, d.h. - wie erwartet - ist die Fouriertransformation

g
stetig in £ = 0.)

(b) Im Faltungssatz 23.11 wurde gezeigt, dass f * g = (27) f-g. Aus Teil (a) folgt deshalb

lsm§) zsin2§
£ T &

CTr(]l[ 11]*]l -1,1 )(5):(277)(
(c) Direkt aus der Definition erhdlt man

T Ty OO =5 [ e ™

_ ifwe—x(l+i§) dr
2w Jo

_ _i 1 [e—$(1+i§)]°°
orl+ié =0
1 1

SIS

(d) Offenbar gilt

f —ix€ —|:1:\ _ / zxfeaz dr + f e—ixfe—x dr
00 0) (0,00)

—f e ¥ee” ydy+/ e e 4y
(0,00) (0,00)

Folglich

F(e ) (€) = T Lg,00)) (=) + F(e Mg ) ) (€)
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(©) 1( 1 1 )
—z{ 1+4¢&
1 1

T rlee

(e) Aus Teilaufgabe (d) und der Tatsache, dass F o Fu(z) = (27) tu(-z) (vgl. Korol-
lar 23.25b) fiir alle v wo die entsprechenden Ausdriicke definiert sind, folgt

?(1+x2)(£) < m-FoF(e ) ()= _| o= 5(3"5‘.

(f) Wir splitten das Integral geschickt auf:

f (1—|x|)6_”€d:c= / e_”gda:+/ xe‘mgdaz—f e dy
[-1,1] [-1,1] [-1,0]

:f eiixgda:Jrf y)etvs dy - f

[_1’1] [07

= f e dy — / z (1% + 717 da.
[-1,1] [0,1] (S —

2cos(z€)

Das erste Integral haben wir bereits in Teilaufgabe (a) berechnet. Fir das zweite

Integral verwenden wir partielle Integation:

. 1
fol xcos(xf) dx = [xsm(:vf) Lzo - % ; 1 sin(x€) dz

£
_sin(§) 1 [cos(xf)]l
¢ 3 I
_ sin(&) cos(f)
3 &2 52'

Setzen wir alles zusammen, bekommen wir

1sm§ 1 (sin{ _cos§ . 1)_ 11-cosé

FAg @ =1-N)(E) = ¢ a\¢ e ¢) e

(g) Nach Definition gilt

— tk —t 1 —ix€ -~ tk —t 1 & t —t —zk{
F> —e o (§)=%/e Zye 5k(dac)——zk' .
k=0

i=o k!

(vgl. Beispiel 9.6 b)). Da e k¢ = (e7*€)¥ folgt

> th 1 & te_zé _ 1 4 pemie 1 yemicl
?(Z —e t(sk) &)= 2— Z =3¢ tele™™ = %et( .

i=o !

(h) Die Rechnung funktioniert analog zu (g):

3"(;: (Z)pkq"‘kc?k) (€)= i f e ' i (Z)pkq"‘kék(diﬂ)
e
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Im letzten Schritt haben wir den Binomialsatz angewendet.

Aufgabe 23.2. Losung: Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine symmetrische positiv
definite Matrix eine Wurzel besitzt, d.h. es existiert B € R™"™ symmetrisch und positiv
definit mit B-B = A. Wegen det(B-B) = (det B)? gilt dann insbesondere det B = /det A >
0. Mit Hilfe der Transformation y := Bx ergibt sich daher

f i) @, Aw) g f ¢~i{@8) ;~(Be.Ba) g,
]. ; -1 2
_ ~i(B71y.€) Iyl
detB/ ‘ ey

\y|2 d
\/ det A v

Setzt man
1
gij2(z) = ) eXP( |5’3|2)’
vgl. Beispiel 23.2¢), dann zeigt die obige Rechnung

n/2

F(e AN (€) = fm

F(g91/2) (Bilf) .

Aus Beispiel 23.2¢) folgt nun

/2 12
(et e - e (2.

Schlielich gilt wegen B~ = (B~1)T

|B7¢? = (B¢, B7'¢) = (¢,(B'B)¢),

T
dass 1 1 1 (&, A7)
3"(6 A )(f) Jdet A 2"/2 (27r)”/2 ( ’T)

Aufgabe 23.3. Lésung: Wir folgen dem Hinweis und finden mit Fubini

R\¢ rlR 1/R .
21— i(z,£) de)dér . d
(2) /:1/R /I/R € )/J’( .ZL‘) 51 §d
1/R ‘
- "y i{z.€)
2»[Rd(2) [1/}2 -[I/R —€ )dgldgdlu,(dx)

R 1R
SV s R
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1/R
-9 f 1—— . f @8 gey . dgy | p(d
iy R R 1. §d) p(dz)
-2 [ [1- f eimnén de,, | pu(d
(-1 [ de )u( 0
d R ezxngn &n=1/R
=2 1- — d
Re TIL:Il 2 [ in :Ln_l/R plde)
d ixn/R _ e—ixn/R
:2/ 1- d
R ,Hl 2izn/R )“( ?)
d sin(x,/R)
= 1- d
Lo (=TT

~ ﬁ sin(z,/R)

22
RIN[-2R,2R]d i Tn/R

) ().

Im letzten Schritt beachte man, dass der Integrand wegen |siny/y| < 1 positiv ist. Nun ist

aber
zeRIN[-2R,2R]? < 3In=1,...,n : |za|>2R

und somit ist

d sin(x,/R) 1
[1 n/R <

n=1

O |

also

R\¢ rur 1/R o)
2(5) [1/1«2'“[1/3 Rd(l_e ) p(dz)déy ... déq
/)

-11

Rd\[—2R,2R]d( aid /R
>2 (1 - —) 1(dz)
RIN[-2R,2R]?

> dx).
»[Rd\[—2R,2R]d M( 1‘)

Bemerkung. Wir kénnen die Ungleichung auch mit Hilfe der FT (an Stelle der inversen

22

FT) formulieren. Dann ist

p(RIN 2R 2R <2(R)! [ ((0) - ReT(€) de.
L] ]
Aufgabe 23.4. Lésung:
(a) Esseien&y,..., &, € R?und A1, .., A\, € C. Aus der Definition der Fourier-Transformation

folgt

i qb(&—fk))\lxk Z s )\kfe—iz(&—fk)dﬂ(m)

id=1 (2 (2m)d id=1
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- E R ] T

(27r)d[(§; %)Wdu(x)

Z 2
(27r)d /

n
Z “ieSil du(x) > 0.
=1
(b) Wir mochten das Differenzierbarkeitslemma fiir parametrisierte Integral anwenden.

Dazu definieren wir
u(§,x) = et

(2 (2m)
Da 1 ein endliches Maf ist und |u(z, )| < (27)™? gilt offenbar u(¢,-) € L' (). Weit-
erhin ist
|0, u(€, )] = (2m) o] < (2m) ]

<(2m) ™ (Mg (@) + 2™ g1y (2)) = w(z) € L' (1)
eine integrierbare Majorante. Aus Satz 12.2 folgt somit
1 . -1
06,0(0) =2, [ u(.x) () = g [ (i) i),
Durch Iteration erhalten wir schlieklich, dass 9%¢ fiir beliebige Multiindices « € Ng
mit |o| < m existiert.

(c) Wir folgen dem Hinweis und betrachten zunéchst den Fall d = 1 und n = 1. Schreiben
wir den Ausdruck ¢(2h) - 2¢(0) + ¢(—2h) mit Hilfe der Fourier-Transformation um,
so erhalten wir

1 , ,
B(2h) - 20(0) + 6(-2h) = o [ (717 =24 €12 ()
™
1
=— /(cos(th) - 1)p(dx).
T
Der Satz von Hopital zeigt zudem

1-cos(2y) y~0 1
4yy? 2

Somit folgt aus Fatous Lemma

[ gutao) = [ ot LD o

< hgl_}élf — f(l —cos(2hzx)) p(dx)
= —7rhm1nf—(¢(2h) 2¢(0) + ¢(-2h))
= -7¢"(0) < o0.

Fall n > 1: Man zeigt die Aussage per Induktion. Angenommen, ¢ € C?"(R) und die
Aussage sei bereits fiir n—1 bewiesen. Wegen ¢ € C*"(R) = ¢ € C2("=1) gilt dann nach
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Induktionsvoraussetzung [ [z|*"™1) du(z) < co. Somit definiert v(dz) := 22" y(da)
ein Mafs und

P(0)= o [ PN du(a)
27

11 @b :
= -z
T orn (_i)Q(n—l) d£2(n—1) € dp().

Folglich ist 7 € C?(R). Aus dem ersten Teil des Beweises (n = 1) sehen wir

f |z dp(z) = f lz|? dv(z) < oo.
Fall d > 1: Sei m(z) = x;, v € RY, je {1,...,d}. Wende den Fall d =1 auf die Mafe
mj(p) an.

Sei z € C¢. Ist K := suppu kompakt, dann gilt gemiR dem Satz vom Maximum

M :=sup,f |e 7" *| < co. Aus

f udp = / udp  fir beliebige u > 0
supp i
folgt deshalb
[ 17 diu() < Mpu(R?) < o0,
d.h.
1 -1 2T
¢(z) = er du(z)

ist wohldefiniert. Setzen wir

1 & (—iza)F
up () = @n)? Z o zeRY,

dann

1 1 . 1

|un ()] < Z ’Zq;lk el g sup e/l < 0o
" (2m )d k=0 (27r)d ) (27)(1 zeK ‘

Da p ein endliches Mafs ist erhalten wir somit aus dem Satz von der dominierten

Konvergenz
6(=) = [ lim () p(de)
= lim [ u(2) du(x)
1 &1
:—(27T)d]§a/(za:)kdu(:c).

Dies zeigt, dass ¢ holomorph ist.

Aufgabe 23.5. Losung: Offenbar gilt ¢“/" =2 1 fiir alle € R. Andererseits folgt aus

[ €™ dz = 0 insbesondere, dass 1pe™/™ € L(dz). Wegen |¢!*/"| = 1 erhalten wir somit

M (B) < 0. Der Satz von der dominierten Konvergenz zeigt nun
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Alternativlosung: Fiir f(z) := 1g(z) folgt aus der Annahme, dass f(1/n) = 0. Da die

Fourier-Transformation stetig ist, vgl. Korollar 23.4, gilt
. 1
f(0) = lim f(—) =0.
n—oo n

Andererseits ist aber f(0) = (21)'AY(B).

Aufgabe 23.6. Losung:
(a) <: Da u(R~ 2%Z) =0 gilt

=7 pidery
JEZ ¢

fir pj == ,u(%’r j). Aus der Definition der Fourier-Transformation erhalten wir deshalb

pOn) = o [ )

1 2T .
-5 Zmew |- ()
fiir alle n € R. Speziell fir n = £ gilt

1 -

— ij exp(—i2myj)

2w jez [
1

() =
= %ﬁ%pj exp(-10) = 1(0).
= Aus i(€) = u(0) folgt
27((0) - j(&)) = [ (1=¢7) () =0.
Insbesondere [ (1 - e %) u(dx) € R, d.h.
[ =) u(dn) =Re [ (1) pda) = [ (1 - cos(w€)) u(dr) =0.
Wegen 1 - cos(x€) > 0 impliziert dies

p{zeR;1-cos(z€) >0} =0.

Folglich,
2
0=p{xreR;cos(zf) +1} :M(R\ %Z)

(b) Wegen [iz(&1)| = 7(0) existiert ein z; € R mit

(&) = [(0)e" 141,

Somit
1 —-i&1(x+z1) A
- Je u(dz) = (0).
T
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Beachte, dass die linke Seite gerade die Fourier-Transformation des Mafes v(B) :=
w(B - z), BeB(R), ist, d.h.

(&) = 4(0) = (0).

Aus Teilaufgabe (a) folgt deshalb, dass v(R %—TZ) =0. Dies ist dquivalent zu

ofr (s 22)) -0

Mit der gleichen Argumentation finden wir z € R, so dass
2
,u{]R \ (zg + —WZ)} =0.
)

A= (zl + Z—?Z) n (22 + Z—:Z)

Setzen wir

gilt also gerade (R~ A) =0. Wir zeigen nun, dass A hochstens ein Element enthélt.
Tatsichlich: Angenommen, es existieren zwei Punkte in A, dann existieren n,n’ € Z

und m, m’ € Z mit

27 27,
21+ —n=z22+—n,
&1 &

27 2T,
21+t —m=20+—m .
&1 &2

Subtrahieren der beiden Gleichungen gibt

z—T(n—m):g—:(n' m’
@zn’—m' cQ.

Offenbar ist dies ein Widerspruch zu der Annahme, dass % ¢ Q.
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24 Dichte Teilmengen in LP (1<p< o0)

Aufgabe 24.1. Losung: Sei f e LP(u) und € > 0. Es geniigt zu zeigen, dass h € C existiert mit
|f = h|, < e. Da nach Voraussetzung D dicht in LP(u) ist, gibt es g € D mit ||f - g||, <
€/2. Andererseits ist C dicht in D, d.h. es existiert h € D mit ||g — k[, < /2. Aus der
Dreiecksungleichung folgt

€ €
15 =kl < 1 = gl +llg = hllp < 5+ 5.

Aufgabe 24.2. L6sung:

(a) Es ist zu zeigen, dass |7,(f)[b = || f], fiir alle p € £LP(dz). Dies folgt direkt aus der

Translationsinvarianz des Lebesgue-Malfses:
IOl = L1 -npde= [P dy=111

(b) Wir zeigen die Behauptung zunéchst fir f € C.(R). Fir f € C.(R) ist K := supp f

kompakt. Wéahle R > 0, so dass K + By(1) c Br(0). Aus |f(x —h) - f(z)| - 0 fir
h — 0 und

|[f(z=h) = f(@)] < 2] floo 15,5y (2) € £ (dx)
fiir alle h < 1 folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

h—0
I () = 1= [ 1@ =)= f(@)P dz =0,
Nun sei f € LP(dx). Da C.(R) dicht in LP(dx) ist, vgl. Satz 24.8, existiert eine
Teilfolge (fn)nen € Ce(R) mit | f, — f[, = 0. Mit Teilaufgabe (a) folgt nun

|70 (F) = fllo < I (F = Fadlp +l70(fn) = Fullp + 1fn = fp

[ —
<fn=fllp

h—0 —00

220 - fllp =0
Das beweist die erste Aussage. Fiir die zweite Aussage gehen wir analog vor: Es sei
zunéchst wieder f € C.(R) und K :=supp f. Da K kompakt ist, konnen wir R > 0
wahlen, so dass (h+ K)n K =g fir alle h>R (h+ K :={h+x;x € K}). Fiir h> R
gilt dann

[f(z=h) = (@) =1f(z - W)PLg(x +h) +|f (@) PLx (2)
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und somit

(=1l = [ 1f@=mPdes [ 7@ da
- [ @l dy+ [ 15 da
- 20f1%,

d.h. die behauptete Gleichheit gilt fiir alle f € C.(R). Wie im ersten Teil dieser
Teilaufgabe folgt nun die Behauptung fiir alle f € LP(dx).

Aufgabe 24.3. Losung:

(a)

Die Stetigkeit folgt direkt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz: Es sei
(Tn)nen eine Folge mit x, - x € R. Aus Ty, _p o 4n] = L{z—paen fast tiberall ergibt

sich wegen f € £1(dx), dass My, f(x,) = My, f(x) fiir n — oo.

Die Kontraktivitat von Mj, sieht man so:

[ ns@ar= o [ [0 poat] ar

1 h
<o [, [ 1@rbldede<| sl
| —
J1f@)ldy=1f]

(Die Vertauschung der Integrale kann mit dem Satz von Tonelli gerechtfertigt werden.)
Es sei zunéchst f € C.(R). Aus der Stetigkeit von f folgt

M @)~ F@) < o [ - f@lde< swp [fen) - f@)] 0
—h te[~h,h]
fiir alle z € R. Da der Trager K := supp f kompakt ist, konnen wir R >0 wéahlen mit
K + By(1) ¢ Bo(R). Fiir h < 1 ist dann My, f(z) = 0 = f(z) fiir z ¢ Bo(R). Wegen
|Mpf(2)| <|f(2)] fir z € R folgt

M f () = f(@)] = [Mpf (@) = f(2) Ly (%) < 20 fleo gy () € £ (da).

Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir somit

h—0
IMuf = fli = [ Mg (@) = f(@)]de “5 0,
d.h. die Behauptung gilt fiir alle f € C.(R). Nun sei f € £!(dz). Nach Satz 24.9
existiert eine Folge (fn)neny € Ce(R) mit | f, — f|1 = 0. Folglich

”th_fH < ”Mh(f_fn)||1+||thn _anI + ”fn _f”l

—_—
an‘f”l

h—0 n—>00

— 2| fu-flr —0.
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Aufgabe 24.4. L6sung:

(a)

Es sei Ae A mit f:=14 € LP(u). Dann gilt u(A) < oo und da p von aufsen regular
ist, existiert U c E offen mit A c U und pu(U) < co. Wie im Beweis von Lemma 24.2
folgt deshalb, dass ¢ € Crip(E£) N LP () existiert mit | f — ¢el|, < € (ersetze im Beweis
Cy(E) durch Crip(E)).

Ist f e LP(u), dann existiert nach dem Sombrero-Lemma (Satz 7.11) eine Folge von
einfachen Funktionen (f,)ney mit 0 < f, < f, fn 1 f. Nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz gilt [(f - f,)?dp | 0. Insbesondere konnen wir also n € N
wahlen mit ||f, — f|, < e. Aus Teil (a) folgt (wegen Linearitét), dass ¢c € Crip(E)
existiert mit | f, — ¢¢|p < €. Folglich,

1F = @ellp < 1F = Fullp + |fn = dellp < 2¢.

Zerlege f = f*— f~. Da f*, f~ € LP(u) finden wir mit Teil (b) Funktionen ¢, €
Cuip(E) 0 £P (1) mit | f* - 8l < e und | £~ g, < e. Damit

[f=(@=D)lp <IfT = Slp+ 1 = ¢lp < 2.

Aufgabe 24.5. Losung:

(a)

Es sei (2n)nen eine abzélbare dichte Teilmenge in E. Fir jedes x,, existiert nach
Voraussetzung eine relativ-kompakte offene Umgebung V,, von x,,. Wegen B, /k(:nn) c
Vy, fiir k > ko(,) hinreichend grof, ist By i (zn) fiir & > ko(,) auch relativ kompakt.
Somit definiert

{Bl/k(xn);n eN k2 kO(xn)} = {Un;n € N}

eine Folge von offenen relativ-kompakten Mengen. Fiir eine beliebige offene Menge

U c F gilt nun
U= U U,
neN
U,cU
(Die Relation »2« ist klar. Fiir »c« argumentiert man so: Fiir jedes = € U existiert
r >0 mit B.(x) cU. Da (2,)nen dicht ist, konnen wir n € N und k > ko(«,,) wihlen

mit By/p(2n) € By (z) cU.)

Es sei U c E offen mit p(U) < oo und (Up)nen die Folge aus (a). Geméfs Teil (a)
existiert dann eine Teilfolge (Uy(xy)ken © (Un)neny mit U = Ug Up(ry. Fiir Wy, =
Ug=1 Un(x) gilt dann W, € D. Da W, 1 U folgt aus dem Satz von Beppo Levi zudem

1w, -1y |» —— 0.

Folglich ist 1y € D.

185



R.L. Schilling: Maf & Integral (2. Auflage)

()

Wir zeigen zunéchst, dass p von aufien regular ist. Dazu definieren wir
n
Gn = U Uk
k=1

Offenbar ist Gy, offen, G,, 1 E und u(G,) < oo (da Uy relativ-kompakt ist und p auf
kompakten Mengen endlich ist). Damit sind die Voraussetzungen von Satz A.12b)

erfiillt und es folgt, dass p von aufen regular ist.

Es sei nun B € B(E) mit u(B) < oo und € > 0. Da p von aufsen regulér ist, existiert
dann eine Folge von offenen Menge (U, )peny mit U, o B und p(Up,) < co. Aua dem
Satz von der monotonen Konvergenz folgt |1y, — 1|, - 0 fiir n - co. Wihle ne N

mit |1y, - 1g|, <e. Wegen (b) existiert D € D mit |1y, —1p|, < e. Folglich

Mg -1ply<|Ip-1y,lp+ [1v, - 1plp < 2e.

Per Definition gilt D c LP(u), d.h. es geniigt zu zeigen, dass wir fiir alle f € LP(u)
und € > 0 ein D € D finden kénnen mit |f - Lp|, < €. Aus dem Sombrero-Lemma
(Korollar 7.12) und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt, dass eine Folge
(fn)nen © LP(p) von einfachen Funktionen existiert mit ||f — f,|l, = 0. Waihle n

hinreichend grok, so dass | f — fn|, < €. Da f, eine Darstellung der Form

N
fa(x) =) ¢jlp;(x)
j=1

mit ¢; € R, Bj € B(E), j = 1,...,N, existiert nach Teilaufgabe (¢) D € D mit
|fn —1plp < €. Aus der Dreiecksungleichung erhalten wir |f — 1p|, < 2e. Die
Separabilitat von LP(u) folgt schlieflich aus der Tatsache, dass D abzédhlbar ist.

Aufgabe 24.6. Losung:

186

(a)

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass A offen ist. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit sei A + @. Es sei € > 0. Wegen

1
{x € A;d(x, A%) < —} @ fiirn—> oo
n
kénnen wir auf Grund der Stetigkeit des Mafes von oben N € N wihlen, so dass
u(d(-,AC) < l) <e firallen>N.
n

Wir definieren ¢, (x) := min{nd(z, A°),1}. Offensichtlich ist ¢, € Cp(E) und |¢¢]oo <
1=]14]co. Wegen 0< ¢y, <14 € LP ist zudem ¢, € LP(u). Weiterhin gilt

(La+ 60} < {49 < 2

folglich u(1 4 # ¢,) <€ fiir alle n > N. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

sehen wir auerdem, dass |14 — ¢n|» —— 0. Wahlen wir n > N hinreichend
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grofs, gilt also |14 — ¢n| e < €. Fiir dieses n erfiillt dann ¢,, sdmtliche gewiinschte

FEigenschaften.

Um die Behauptung auf beliebige Borelmengen A € B(E) zu verallgemeinern, geht

man wie in Lemma 24.2 vor: Es sei U ¢ E mit u(U) < oo. Definiere
D:={AeB(U);Ve>03p. € Co(E)nLP () : (?7) gilt}.

Genau wie im Beweis von Lemma 24.2 folgt, dass D ein Dynkin-System ist. Geméf
unseren Uberlegungen sind zudem die offenen Mengen in D enthalten und damit
erhalten wir B(U) c D.

Ist nun A € B(E) eine beliebige Menge mit 14 € L£P(u), so gilt pu(A) < oo. Da
u von aufen regular ist, existiert U ¢ F offen mit A ¢ U und pu(U) < co. Wegen
AeB(U) c D folgt dann die Behauptung.

Es sei f e LP(pu) mit 0 < f < 1 und € > 0. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
konnen wir annehmen, dass | f||z~ =1 (sonst: betrachte f/| f]r). Aus dem (Beweis

vom) Sombrero-Lemma, Satz 7.11, wissen wir, dass

n2"-1 g, o<f<1 2&t k
o= 2 ey *rlion 0 2 ilkgesny nel,

monoton gegen f konvergiert. Setzen wir fj := 0, so folgt

= hm(fn fo)— hm Z(f] f] 1) Z(fj f] 1) Z

jz1 ]>1
fir ¢; := 23(fj - fj-1). Wir behaupten nun, dass
k
¢j(x)e{0,1} fir allexe{fj 1= 5T 1} (%)
Tatsdchlich: Per Definition kann f; auf der Menge { fi-1= 5% 1} {2] <f< 5;'_11

2k+1
nur die Werte 2 2—J und o

¢j=1. ¢j(x) =1 tritt also genau dann auf, wenn

'_2k:+1 ~ 21{:+1< 2k +2
“{f”_ 2 }_{ 5 <y }

Wir konnen A; := {¢; = 1} daher schreiben als

annehmen. Im ersten Fall ist ¢; = 0, im zweiten dagegen

2"‘1-1{2k+1 2k+2}
— < [ < - .
23 27
Wegen ¢; = 14, erhalten wir somit die Darstellung
f=> —]1A
J>1

Bemerke, dass 14, <27 f € £P(y). Geméif Teil (a) existiert somit fiir jedes j > 1 eine
Funktion ¢; . € Cp(E) n LP(), so dass

€ €
I e = djllLe < _-7M(¢j,e *¢j) < o und [ ¢jc oo <

l¢jlr= <1

Die Funktion ¢¢ := ¥ ;5 ¢] * hat alle geforderten Eigenschaften:
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e ¢, ist stetig, denn die Funktion ist ein gleichmifiger Grenzwert von stetigen

Funktionen:
0= 2 < S Lg s ¥ 220,
‘ ‘ 92:31 2 j;ﬂ” ” j=%:+12]

o 6o < Tior 124512 < Bor 35 = 1= |l
o ||pe — fllor < Xjs1 %H%,E ~¢jllrr <€Xjs1 2% < e. Insbesondere: ¢, € LP(u).
o ((pe# [)<Tjo1m(dje#dj) <Tj51€27 =€
(c) Wir bemerken zunéchst, dass (??) fiir alle g € LP(p) mit 0 < g < [gllpeo(dr) < o0
gilt; wende dazu Teil (b) auf g/|g| e (4z) an. Weiterhin beobachten wir, dass wir fiir

solche g ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen kénnen, dass ¢, > 0 gilt;

anderenfalls betrachten wir ¢, := ¢, v 0.

Es sei nun f € LP(p) mit | f] foo(4q) < 00. Wir schreiben f = f* - f~ und indem wir
die eben gemachte Bemerkung verwenden, finden wir ¢, v, € Co(E) n LP(p), ¢ 2 0,

e 2 0, so dass

[éclloo <UfTLee p{f"# ¢} <e und [f7=cfrr <e

und
[eloo <If [ree p{f™ # ¥} <e und [ f7 = thefrr <e.
Fir @ := ¢ — b € Co(E) n LP () gilt dann

M((I)e#zf)gﬂ(¢e¢f+)+,“(¢6¢f_)<2€

sowie
| el pee <max{||f™ Lo, [ £z} = [ fllze

(hier benétigen wir, dass ¢. > 0 und ¢, > 0). Aus der Dreiecksungleichung folgt

aufserdem
[f = @ellee <IfT = el + [ f7 = el e < 2e.
Folglich erfiillt ®. die Bedingungen (??) fiir f.
(d) Essei feLP(u) und € >0. Aus der Markov-Ungleichung (vgl. Aufgabe 10.4) folgt

p(f1> Ry < [ 1P dp.

Insbesondere kénnen wir R > 0 hinreichend grofs wéhlen so, dass u(|f| > R) <e. Aus

dem Satz von der monotonen Konvergenz sehen wir zudem, dass

Pdu<e
f{|f|>R} 7 dp

fir R > 0 hinreichend grofs. Fir fr:= (-R) v f A R existiert nach (c) eine Funktion
b € Cy(E) 0 £7(1) mit

€
[écloo < [fRlz> 1 {fr# o} < 57 und |fr = delLr <e.
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Offensichtlich gilt dann auch |@e|oo < | f] L. Weiterhin ist
[¢e = flI%s
= €~ Pd +/ € pd+[ [ Pd
Jusem I S motormgy I B S gy IV

=1 =1y

< e = frlY, + 1 + I.

Wir schétzen I und Is getrennt ab. Wegen fR|{|f|>R} = R gilt

I:f “R)?d +f “R-f)Pd
= Jipmntoeesn T W [ pyopengy TR R

< P d +f Pd
/{f>R}ﬂ{¢e:fR}i~ B e mynoemry P

1P 1P
P
/If >R} ¥

Aus der Ungleichung
la+bP <C(p)(a® +bP) firallea,b>0,p>1 (1)

(die Konstante C(p) héngt nicht von a,b ab) erhalten wir zudem

<C [ Pdu+C P
) (If>R}n{de= fR}|¢| n+0) {|f\>R}n{¢e¢fR}|f " du

<OWodtn(oes ) +C@) [ 1117 dn

P
<C(p)R Rp +C(p)e.
Folglich ist
[¢e = fl7p < € +e+2C(p)e.

Da e > 0 beliebig ist, konnen wir also |¢. — f||z» beliebig klein machen. Schlieflich

bemerken wir noch, dass

w(f % é) < u(fr # o)+ p(|f| > R) < 2.

Das zeigt, dass ¢, alle gewiinschten Eigenschaften besitzt.

Bemerkung: (}) folgt aus der Holder-Ungleichung:

d d v [ 7
ij (Z18 leﬂp ) Zlyj|q
j=1 j=1 j=1

fiir alle z,y € R? wobei p + ¢ = 1 konjugierte Indizes bezeichnen. Wihlen wir speziell
d=2,z=(a,b),y=(1,1), dann

1 1
la-1+b-1] < (ja]” + [pP)7 - 27

Bilden wir von beiden Seiten die p-te Potenz, erhalten wir die gewiinschte Unglei-

chung.
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25 Der Fortsetzungssatz von Daniell

Aufgabe 25.1. Losung:
(a) Vereinigungsstabilitat ist trivial.

Schnittstabilitdt: Betrachte Si,...,S,, R1,..., Ry € 8. Dann gilt

n

R;n S, €8y.
=1

Cs

(Riu--~URp)N(S1u---USy)

=1k

Differenz-Stabilitdat: Wir bendtigen eine Vorbereitung: S, S1,...,S5,, R1, Ro,..., Ry €
8. Dann gilt nach Definition eines Halbrings, dass S \ R eine disjunkte Vereinigung

von Mengen aus § ist. Insbesondere also
SN Red,
und es folgt

(S1u-uS)NR=J(SivR)e8..
_

=1 ey

Schlielich sieht man durch wiederholte Anwendung der obigen Regeln, dass

(Slu-uuSn)\(Rluu-uRm)=(Slu---USn)\R1\RQ\.-'\Rm

in 8§, ist.

(b) Die Inklusion 8, c 8, ist klar. Sei nun S =S U---U S, €8,. Dann gilt

i=1 k#i

Weiter gilt

Sin () Sk =S S1NSaN-\ G,

k+i

S; kommt nicht vor
Nun ist S; N\ S7 € 8, (nach Def. Halbring), daher ist (S; \ S1) \ Sz € 8, usw., d.h.
Sin()SieS8y = S=U(S¢ﬂﬂS,‘;)€SU.
k+1 i=1 k+1i
Es folgt also S c Sy.

(c) Trivialerweise gilt V(8) = V(8,), beachte hierbei, dass 1gur = 1 + 1g. Weil aber
Su = 8y, folgt V(8,) = V(8u) und wir erhalten V(8) =V(8,).
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Aufgabe 25.2. Losung:

(a) Wenn (hy,)neny €V eine gegen h € V aufsteigende Folge ist, dann gilt I(h) = sup,, I(hy,).
Das folgt aus der Daniell-Stetigkeit, denn

h—hn 0 = I(h) = I(hn) = I(h-hp) L0 = supI(hn) = I(h).
(b) Wenn wir hy, = ¢y Ay, und h = ¢, betrachten, dann gilt h, 1 ¢, (hier verwenden
wir sup,, ¢,, < sup,, ¥,) und
I(¢m) = Sup[((bm A ¢n) < Supf(lbn)-

Die Behauptung folgt, indem wir auf der linken Seite sup,, bilden.

Aufgabe 25.3. Losung: Definitionsgeméfs haben wir

BeB* < 1gely (Def. im Beweis von Korollar 25.8)
— Ve>0, Juce -U,veeU : ue <Lp<ve, I(ve)—1I(ue)<e (Def. von Ly)

<~ Ve>0, 3 eV, ) €V 1 ¢ <Lp<the, I(the) —I(¢pe) <€ (Def. von +U)

(In der letzten Aquivalenz verwenden wir, dass U aus aufsteigenden Limiten von Treppen-

funktionen von V besteht und dass I(v¢) < oo ist.)

Nun sind ¢, ¥ Treppenfunktionen mit Stufen in A. Wir haben also
m n
Zai]lAi(x) <1p(z) < Zci]lci(a:), A;, C; e A.
i=1 i=1

Weil A eine Algebra ist konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Mengen Ay, ..., A, bzw.
C4,...,C, disjunkt sind (sonst machen wir sie disjunkt!). Weiter konnen wir auch an-
nehmen, dass BNnC; # @, sonst konnten wir die entsprechenden C;’s auf der r.S. weglassen,

ohne die Ungleichung zu é&ndern. Daher gilt auch
A=A1u---UAd,cBcCiu---uCp=0C, a;<1, ¢=>1
und folglich
1) =10 = Y€ - §oun(4) <
Offensichtlich ist aber auch
HO) - () = 3 () - Yol A) < Sean(C) - Fan(Ar) <
Somit haben wir schlieflich

BeB* < Ve>0 3JA,CeA: AcBcC, u(C)-u(A)<e,
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und das bedeutet gerade (vgl. Aufgabe 3.7), dass B in der Vervollstandigung von o(A)
ist.

Aufgabe 25.4. Losung: Die Eindeutigkeit der Fortsetzung folgt aus dem Eindeutigkeitssatz fiir
Mafe, vgl. Satz 4.5.

Nun zur Existenz. Zunéchst miissen wir p — genauso wie in 25.2.¢), siehe auch die Schritte
2° und 3° im Beweis von Satz 5.2, vgl. Lehrbuch S. 24 f. — vom Halbring 8§ ¢ P(E) zu einer
Mengenfunktion fi: Sy, — [0, o] auf die Familie 8, endlicher (disjunkter) Vereinigungen von
Mengen aus § fortsetzen (vgl. auch Ubung 25.1 um 8, = 8., zu sehen). Diese Fortsetzung

ist konstruktiv und, auch im Hinblick auf die oben gezeigte Eindeutigkeit, auch eindeutig.
Die Additivitdt von f ist klar, die Pramaf-Eigenschaft folgt so: Seien S; € 8, und S =
Bien S7 € Su. Wir miissen Yy 72(S”) = (S) zeigen. Nun gilt

n(i)
Si=1) Sik, Sike$ (Def. von 8)
k=1

S=1J U Si

ieN k=1

N
="JR, Re€S, (Nach Vor. S € 8,)

Somit haben wir

N N
p(S)=>u(R)=>, > pn(Sik) (p ist Pramaf auf §)
=1 I=1 (4,k):S; <Ry

=> > w(Sik) (Umordnen, nur positive Glieder)
1eN k=1

= > 1(Sy).

1eN
Also ist i ein Pramafs auf Sg.

Nun konnen wir die Erweiterung konstruieren. Dazu folgen wir der Beweisskizze:

B*:={BcE|VkeN:1pAalg €Ly} und pa(B):=suplz(lparlg,).
k

Weil Ly ein Vektorverband ist, der unter aufsteigenden Limiten stabil ist, sehen wir sofort,

dass B* eine o-Algebra ist:
(31) Offensichtlich ist @ € B*.

(¥2) Wenn B € B*, dann gilt 1gAlg, € Ly firallek e N, also Lgenlg, =1g, —-1palg, € Ly
fur alle k£ € N. Hier verwenden wir Sy, € 8, 1u(Si) < oo und 1g, € V c Ly. Daher folgt
B¢ eB*.
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(33) Wenn (B, )ney € B*, dann gilt Cy, := Byu---uB,, 1 B :=U;2; B; und daher haben wir
fir festes k e N

1o, Alg, = (]lB1 +~-+]an)/\]15]€ = (u]lBl /\]lskl-i-”-—i-l]an /\]lskl)/\]lglc € Ly.

ely Ly

Wegen sup,, 1,(1¢, Als,) <I,(1s,) = pu(Sk) < oo und (25.3) folgt IpAlg, € Ly und
I(1p Alg,) =sup, I(1c, Alg,), also B € B*.

Weil A c B* gilt auch 0(A) c B* und es ist klar, dass i das Pramafs p fortsetzt.

Fiir die Additivitiat von & beachten wir, dass das Supremum ein aufsteigender Limes (und

damit linear) ist: A, B € B* disjunkt, dann gilt fiir beliebiges k € N:
TavpAlg, =Tanls, +1palg,
und daher
n(AuB) = lillcrnlﬁ(]lA A, +1pr1lg,)

=lim (Iz(La A Ls,) + Ip(Lp ALs,)) = A(A) + E(B).

Fiir die Stetigkeit von unten verwenden wir, dass zwei beliebige Suprema stets vertauscht

werden konnen: Es sei A; 1 A. Dann ist
sup f(A) = SUp SUp In(14, A 1g,) = SUp SUp (14, A 1g,) = Sup Lz(1anls,) =7i(A).

In der vorletzten Gleichheit verwenden wir das Argument, das wir bereits in (X3) verwendet

hatten.

Aufgabe 25.5. Losung: Wir wissen aus Beispiel 25.3, dass (R?, C.(R?), I = Riemann-Integral)
ein Daniell-Raum ist. Offensichtlich sind die Voraussetzungen von Satz 25.10 erfillt, wir
kénnen ganz einfach ein 1, € C.(R?) mit 1¢, <9, < 1 konstruieren, wobei Q,, = [-n,n]?

ist.

Daher gilt nach Satz 25.10 fiir ¢ € C.(R?), dass (R) [ga ¢(z)dz = [ ¢ dpu fiir ein eindeutig

bestimmtes Mafs p gilt. Wir schreiben nun
d d
Q= Xla;;bi] und Qe = X[a; —¢€,b; + €]

i=1 i=1

und wir konstruieren ein 9, € C.(R?) mit 1 < ¢ < 1g_, z.B. mit dem Urysohn-Trick aus

Lemma 22.3. Dann gilt offensichtlich (verwende monotone Konvergenz):

limye=1g und 1ingf¢e dp = p(Q).

194



Losungen. Version vom May 3, 2025

Andererseits haben wir (wenn wir |Q)| fiir das Volumen eines Quaders schreiben) dass 1,

eine Riemannsche Oberfunktion und 1¢ eine Unterfunktion fiir ¢, ist:
d d d
(R) A;d Ve(z)dz - 1Q| <1Qc| = Q] = [ (bi — a; + 2¢) = [ [ (bi — a;) < ce — 0
i=1 i=1 e«

d.h. 1(Q) =1Q|, da (R) [_gave(x)dx = I(Y) = [ edp gilt. Mithin ist 1 das Lebesgue-
Maf.

Aufgabe 25.6. Losung: Wenn f # 0, dann betrachte f, — f > 0, f, — f stetig und f, — f | 0.
Also 0. E. f =0 und f, | 0 punktweise. Wihle € > 0 fest und definiere K,, = {f,, > ¢}. Weil
K,, abgeschlossen ist (hier geht die Stetigkeit von f, und f ein) und in der kompakten
Menge K liegt, ist K, selbst kompakt. Weil f,,(z) | 0 fiir jedes x € K gilt, kann x € N,, K,
fiir kein = € K gelten, d.h. N,, K, = @. Wegen der »finite intersection property« gilt dann
Ky = Npen Ky = @ fiir ein festes N. Also ist {fy > €} = @, d.h. sup, fx(z) < e fir alle

N > 1 und alle z € K. Das ist aber genau die gesuchte gleichméfige Konvergenz.
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26 Die Rieszschen Darstellungssatze

Aufgabe 26.1. Losung:

(a) Essei feLP(u)und g€ L9(p) mit |g|rs < 1. Aus der Holder-Ungleichung, Satz 14.3,
folgt

17~ gl <|flzellglze <[ f] e

Folglich gilt
11> sup{ [ Fodu: ge(u, gl <1}.

Um »<« zu sehen, definieren wir g :=sgn(f)-|f[P~. Dann ist wegen ¢ = I%,

917 = LFI®=DT = | fP e £} (),

dh. ge L9(p) und |gly = | 74 Fir §:= g/lg] e € £7(u) gilt daber |g]zo <1 und

~ 1 1 -
J Fadn= o [Pl = = LI = 17
9l 1712}

wobei wir im letzten Schritt wieder benutzt haben, dass % + % = 1. Das zeigt »<«.

(b) Es sei D c L(u) eine dichte Teilmenge. Wegen D c L£9(u) gilt offensichtlich

11> sup { [ fgdu s g e 29, Iglu<1}.

Andererseits: Sei € > 0. Nach (a) existiert g € £9(u), |g|re <1, so dass

f fadu>|flre —e

Da D dicht ist, konnen wir h € D wihlen, so dass |g — h|r« < €. Aus der Holder-

Ungleichung erhalten wir daher
ffhdﬂ=ff(h—g)du+fgdu
>l lh=glun+ [ gdn
> I flwe+ [ gdu

> = flere+ [ flr - e

=[fler(1 =€) e

Da € > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.
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()

Ist fge L' (u) fiir alle g € £9(u), so definiert I;(g) == [ |f|gdu ein positives lineares
Funktional auf £9(x). Aus Satz 26.4 existiert ein eindeutig bestimmtes f e £9(yu)
mit

I+(g) = [ fgdu fiir alle g € £9(p).
Folglich ist f = f e £9(u).

Aufgabe 26.2. Losung:
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(a)

Die Behauptung folgt aus einem typischen Diagonalfolgen-Argument (vgl. auch den
Beweis von Satz 27.11). Es sei (gn)nen eine Abzéhlung von D,. Aus der Holder-
Ungleichung, Satz 14.3, folgt

‘/ Ungj dpt

fiir alle j,n € N. Fiir j = 1 sehen wir, dass die Folge (/ ung1 dp)nen beschrinkt ist.

< Junlzollgs e < (sup ||un||Lp) e
neN

Nach dem Satz von Bolzano-Weiterstra existiert daher eine Teilfolge (ul)nen, so
dass

lim u}lgl du

n—oo

existiert. Wir wéihlen nun iterativ Teilfolgen (uf ™ )nen © (4 )nen, so dass

lim ufflgj” du

n—oo

existiert. Da wir die Teilfolgen immer weiter ausgediinnt haben, existiert

lim uflgk dp

n—>00
fiir alle k < j. Fiir die Diagonalfolge v,, := ]! existiert daher lim, oo [ vng; dp fiir alle
JeN.
Es sei g € £9(pu) und (up(;))ien die Diagonalfolge aus (a). Da R vollsténdig ist,
geniigt es zu zeigen, dass (f Un(i)9 du)ieN eine Cauchy-Folge ist. Dazu sei € > 0. Nach
Voraussetzung ist D, dicht in £9(p), d.h. es existiert h € Dy mit |g - h|re <e. Aus

Teil (a) wissen wir, dass wir NV € N wihlen konnen, so dass

‘ f Un(iyh dp ~ f Un(j) dp

Mit Hilfe der Holder-Ungleichung und der Dreiecksungleichung folgt
‘f Up ()9 dpt — fun(j)gd#‘ = ‘[(un(i) —Un(jy) (g —h) du+ f(un(i) -Un(j))du‘
S Gy =) g =) di +| [ Cngey = sy

(*)

<€

<e fiiralled,j> N. (%)

< +

<y = un(gyllLellg = hllpa + €
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< (Nungiy e + lungy lze) g =Rl Lo + €

<2sup |up|| e g = hfLe + €
neN

< (2 sup [y, | e + 1) €

neN
fiir alle 4,5 > N. Dies beweist, dass (f Un(i)9 d,u)iEN eine Cauchy-Folge ist.

(c) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass die Grenzwerte

I(g) = lim uyygdp— J(g) = lim f U9 dp, g eLi(p),
existieren. Tatsdchlich: Mit (a),(b) konnen wir zunéchst eine Teilfolge wihlen, so dass
I(g) fiir alle g € £L9(u) existiert. Von dieser Teilfolge wihlen wir mit (a),(b) nochmals
eine Teifolge, so dass J(g) fiir alle g € £9(p) existiert. Da I und g positive lineare
Funktionale auf £9(u) definieren, existieren nach Satz 26.4 eindeutige Funktionen

vy,w e LI(p), v,w >0 so, dass
I(g) = fvgdu J(g) = fwgdu-
Folglich,
tim [ uygdu=lim [ uliygde=lm [ ugdu
= / (v-w)gdp.
Setzen wir u :=v —w € LI(p), folgt die Behauptung.

Aufgabe 26.3. Losung:

(a) Geméfs Aufgabe 26.4(a) ist fi positiv semidefinit, d.h. fiir beliebige A1,..., A, € C
und &1, ..., &, e R gilt

> k(& - &N 2 0.
ij=1

Wegen limy,_, o i, = ¢ erhdlt man somit

. 0(& = &)Ai; 2 0.

i,j=1
Weiterhin ergibt sich aus jix (=€) = i (&) auf analoge Weise, dass
¢(=¢) = lim ji (=€) = lim ji(€) = $(€)  fiir alle £ e R”,
Folglich ist ¢ positiv semidefinit. Fiir n = 1 bzw. n = 2 sieht man, dass die beiden

Matrizen

(5(0) (<z>(0) ¢(—£))

¢(€)  ¢(0)

fiir alle £ € R? positiv hermitesch sind. Da die Determinanten positiv hermitescher

Matrizen nicht-negativ sind, folgt daraus offenbar ¢(0) > 0 sowie

0<0(0)% - 3(£)d(=€) = p(0)* = $(£)p(€) = (0) = B (&)
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200

(b)

Wir zeigen zunichst, dass der Grenzwert existiert. Dazu sei u € C°(R?). Nach
Satz 23.24 ist dann auch 'y € §(RY) und man erhilt aus dem Satz von Plancherel,

Satz 23.12,
[ wdn = [ FE Wy dun = [ T u(©)in(€) de
Da |in(§)] € fin(0) - ¢(0) gleichméfig beschrankt ist, zeigt der Satz von der do-

minierten Konvergenz, dass

M) = lim [ wdpn = [ Fu(€)6(€) d

wohldefiniert ist. Die Linearitdt von A folgt direkt aus Linearitit des Integrals. Weit-

erhin gilt fiir u > 0 offenbar

Au = lim wdp, > 0.

n—oo

Die Stetigkeit von A sieht man so:

[Au| <timsup [ fuldpn < [ulos limsup pen(RY) = (27)"6(0) [ulo.
n—oo n—oo N———
(2m) %1 (0)
Da C°(R%) dicht in C.(R?) ist (bzgl. der gleichméfigen Konvergenz), vgl. Lemma 24.9,

kénnen wir daher A zu einem positiven Funktional auf C.(R?) fortsetzen: Fiir u €
Co(R?) sei (up)neny € C°(RY), so dass |u, — ulleo = 0. Aus

|A(un) = A(um)| = [A(un = um)| < (277)d¢(0)”un ~ U oo

folgt, dass (Aup)ney eine Cauchy-Folge in R ist. Daher existiert Au := limy,, o Aty,.
Offensichtlich ist das so definierte Funktional auf C.(R?) positiv und linear. Nach
dem Satz von Riesz, Satz 26.8, existiert somit ein eindeutig bestimmtes regulédres Mafs
mit

Au = f wdp  fiir alle u € C.(R?).
Sei € > 0. Da ¢ stetig in & = 0 ist, existiert d > 0, so dass

l6(&) —(0)| <€ fiir alle |£| < 0.

Weiterhin gilt nach Lévy’s truncation inequality, Aufgabe 23.3,

(R~ [-R, BRI < 2(Br) [

[—1/3,1/R]d(ﬂn(0) ~Re fin(€)) dé

(beachte hierzu, dass fi,(€) = (27)%i,(~€)). Mit dominierter Konvergenz folgt

timsup an (RO [ R)) <2(Rm)* [ (6(0) ~Reo(©)) de

<2(2n)%

fir R > 5. Insbesondere gilt also fiir n > ng(e), un (R [-R, R]) < 3(2m)%. Um

pn(REN[-R, R]?) < 3(2m)%e fiir n < ng zu erhalten, vergroRern wir R gegebenenfalls.
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(e) Es sei (xx)ren € Ce(RY) mit 0< xp <1 und xg 1 1ge (direkte Konstruktion oder mit
Urysohn’s Lemma, Lemma 26.6). Nach Teil (c¢) haben wir

| Xed= A < 27)1(0),

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz sieht man deshalb sofort, dass u ein

endliches Maf ist:
p(RY) =sup [ dpu< (2m)16(0).
keN
Weiterhin ist M := sup,,oy tn (R?) < 0o wegen g1, (R?) = (27)%/1,,(0) - ¢(0). Es bleibt
zu zeigen, dass u, schwach gegen p konvergiert. Dazu zeigen wir zunéchst
/ U dpy > f udp fiir alle u € Co(RY). ()

Es sei also u € C.(R?). Da C(R?) dicht in C.(R?) ist, vgl. Lemma 24.9, existiert
(f&)ken € C2(RY) mit || fx — oo — 0. Damit

‘/ud,un—fud,u‘
f(u—fk)dun ffkdﬂn—ffkdu

<= filorn@®) + | [ Fodpn~ [ fid

ffkdﬂn_/fde’

n—o00 k— o0
2 = fulm (M (R) 0,

Nun sei f € Cy(R?) beliebig. Fiir € > 0 existiert gemés Teil (d) ein R > 0, so dass fiir
K :=[-R,R]?

< + +

f(fk - u) d#‘

+ ep(RY)

<u= filloo (M + p(RY)) +

tn(RINK) <.

Ohne Beschriikung der Allgemeinheit gelte auch pu(R% \ K) < e. Wihle y € C.(R?),
0 < x <1, mit x|g =1. Dann folgt

’ffdﬂn—ffdﬂ < ffxdun—/fxdu + f(l_X)fdMnJrf(l—x)fdu‘
ffXdMn—/fXdﬂ +||fHoo(f]1chun+f]1chu)

< ffXdNn_[fXd,u +2[ fllooe.

IN

Da f-x € C.(R?) konvergiert der erste Term auf der rechten Seite fiir n — co gegen

0 (siehe (c)). Folglich
[ = [ fn

(f) Es sei (pn)nen eine schwach konvergente Folge endlicher Mafe. Setzt man f(z) :=

<2|f]ooe = 0.

lim sup
n—o0

e '€ € eRY, erhilt man insbesondere

€)= gy [ € @) 5 o [ dua) = ),
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d.h. die Fouriertransformationen konvergieren punktweise. Aus Aufgabenteil (d)
folgt, dass die Folge (jin )nen straff ist. Fiir € > 0 existiert also R > 0, so dass , (R?\
K) < e fiir K := [-R, R]%. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei R so grok, dass
(RN K) < e. Auf Grund der (gleichmifigen) Stetigkeit der Funktion R 3 7+ ¢

auf kompakten Mengen, existiert > 0 mit
! EM? _11<e fiiralle | -n|<d, ze K.

Fiir n e N, £, e R? mit |€ - | < § gilt folglich

Iy 7 1 1&x inx 1 i(E-n)zx
in(©) = ()| < (g [ 1667 = () = g [ 161D ()
- e e 1 ) ¢ s [ 1 )
<€ <2
(R 2 .
M(z(ﬂ)d)e @ )dﬂn(K)
(M +2)e

(2 (2m)
mit M := sup,, pin (R?) < co0. Dies zeigt die gleichgradige gleichmifige Stetigkeit der
Folge (fin)nen-

Es seien ¢ € R? und € > 0. Wihle & > 0 entsprechend der gleichgradigen gleichméfigen
Stetigkeit von (fin )nen. Da fi stetig ist, kann 6 so gewéahlt werden, dass

A(€) - iln)| < € fir alle [¢ —n| <.

Damit folgt fiir alle n € R? mit |n - &| < 6:

[fin (1) = ()| < |fin (1) = fin ()| +|fn (€) = ()] + |2(E) = fu(n)]

— N—_— —————
<e <€
= sup i (n) = i(n)] < 26+ |fin (&) = i(€)] =5 26 =5 0.

neBs(§)

Hier wurde benutzt, dass i punktweise gegen [ konvergiert (vgl. Teil (f)). Die
Rechnung zeigt, dass fi, lokal gleichméfig gegen ji konvergiert. Da bekanntermafsen
lokal gleichméfige Konvergenz dquivalent zu gleichméfiger Konvergenz auf Kompakta

ist, folgt die Behauptung.

Aufgabe 26.4. Losung:

(a)

202

Da p ein endliches Maf ist, folgt die Stetigkeit von fi direkt aus dem Stetigkeitslemma,
Satz 12.1 (vgl. Proposition 23.3). Die positive Definitheit sieht man so: Fiir beliebige
£,.... & eRYund Ay, ..., A\, € C gilt

i qb(éz—ék)Ale Z s )\k-[e—iz(&—fk)dﬂ(m)

id=1 (2 (2m)d id=1



(b)
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- E R ] T

(27r)d[(§; %)Wdu(x)

Z 2
(27r)d /

n
Z “ieSil du(x) > 0.
-1
Fir n = 1 und ¢ = 0 folgt aus der Definition von positiver Definitheit, dass die

Matrix (¢(0)) positiv semidefinit ist. Es ist also notwendigerweise ¢(0) > 0. Wegen
#(0) = ¢(-0) gilt zudem ¢(0) € R. Fiir n =2, & =&, & = 0 sehen wir dagegen, dass
die Matrix

(¢(0) ¢(—£))

(&)  ¢(0)

positiv semidefinit ist; insbesondere muss also die Determinante nicht-negativ sein:
0<6(0)% -~ H(=£)(8).

Die gewtinschte Ungleichung folgt nun aus der Tatsache, dass ¢(=¢) = ¢(§).

Wegen [¢(&)[ < ¢(0) ist

[ ote=m (et 9626 (eitrm 2y

ddn<|o(0)] [[ (P e) dg

< 0o,

d.h. v, ist wohldefiniert. Als néchstes zeigen wir v, > 0. Dazu iiberdecken wir R?
mit abzéhlbar vielen disjunkten Wiirfeln (I¥),ey der Kantenlinge 1/k und wihlen
fﬁ € Iff beliebig. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz und der positiven

Definitheit von ¢ folgt
T k_ ek (oi(@ER) —26l6k1?\ [ i(a.E,) p—2¢l€k, |2
ve(e) = Jim 32 [I [Ikcb(sn £m>(e ¢ 2 (eileh) -2k Y dg di
= lim Z G(ek - &k (el tmene 26l (jp-deile ch) 24k

*° n,meN

2 0.
Unter Ausnutzung der Parallelogramm-Identitat

206 +2[n* = 1€ = n* + |€ +n?

erhalten wir

ve(z) = ff (ei(xvé)(ei(x,’rl)e—2€|n|2—2€|§‘2)) d¢ dn

- ff (citesmetentennl®) ge ay,

() () 26) ()

Die Substitution
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fihrt zu

i) pe(t2+1sf2)
ve(z) = |th|ff¢ dt ds
:Equ(t)e—dt\ ez (z,t) dt
1 i{z,t) .
_ C[(;Sg(t)e dt. ()

(d) Wir definieren
1 Jof?
pi(x) = ————=exp|-=- .

(2mt)d/2 2t
Aus Satz 23.12 (angewendet auf das endliche Maf pu(dz) = e~ tlal? dx) folgt

[ @t a2 [t go@e i =~ [ au©a (e ) e de

fiir alle t > 0 (beachte: ¢, € L'(R?)!). Aus Beispiel 23.2c) wissen wir F(p;)(z) =
(2m)~?exp(~t|z[*/2). Folglich ist F1(e™21") () = (2m)pi(&). Da [¢(€)] < 6(0) und
[ pi(x)dz =1 erhalten wir somit

(27T)d

L2 ™ d
[ vty ar = C o eypeae < E00),

Aus Fatous Lemma, Satz 8.11, folgt schliefslich

fVe(ﬂU)dwzflgim Ve(a:)e_i“’”l2 dx

o _ g2
<liminf | ve(z)e % dg

n—00

7Td
(2) 5(0).

Wegen v, > 0, siehe Teil (c), zeigt dies v, € L' (R?).

e) Teilaufgabe (c) un zeigen, dass fiir das endliche Mak duc(x) = cv.(x)dx gilt

Teilaufgab d (d) zei dass fiir d dliche Maf d dz gil
fie = ¢. Wegen ¢ — ¢ folgt aus Lévy’s Stetigkeitssatz (Aufgabe 26.3), dass ein Maf
W existiert mit pe - p schwach und fi = ¢.
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27 Konvergenz von Malien

Aufgabe 27.1. Losung:

(a) Zunichst sei u € C°(RY). Nach Satz 23.24 ist dann F~'u € §(R?) und man erhilt

aus dem Satz von Plancherel, Satz 23.12,

[ wdin= [ FE ) dpn = [ 5 u()in() de.

Da |tin ()| € f1n(0) — ¢(0) gleichméRig beschriankt ist, zeigt der Satz von der do-

minierten Konvergenz, dass

M) = lim [ wdpn = [ 5 u(€)6(€) d

wohldefiniert ist. Weiterhin gilt

n—oo

pn(RY) = (2m) %1 (0) —=> (2m)%$(0),

d.h. M = sup,, un(R?) < co. Es sei nun u € C.(F). Da C®(R?) dicht in C.(R?)
ist (bzgl. der gleichméfigen Konvergenz, sieche Lemma 24.9), existiert eine Folge

(ug) ke € C°(R?) mit |uy, — uf oo — 0. Dann gilt

fud,un—fudum‘
f(u—uk)dﬂn

< = k] oo (110 (R + 1 (RY)) +

< + +

f(u—uk)dum fukdﬂn_fukdﬂm‘
/ukdﬂn_fukdﬂm‘
fukdﬂn_fukdﬂm‘

T,M—>00 k—oo

2||u — ug || oo M —— 0.

<2||u — uglloo M +

Dies zeigt, dass ([ wdpy)nen eine Cauchy-Folge in R ist. Folglich existiert A(u) :=

limy, 00 | wdpy. Da konvergente Folgen insbesondere beschrankt sind, erhalten wir

f wdpin

Wegen u € C.(RY) = |u| € C.(R?) gilt also

sup < 00.

neN

sup | |u|ldpn < oo fiir alle u € C.(R?),
neN

d.h. die Folge (pin)nen ist vag beschrankt. Nach Satz 27.11 besitzt (pn)ney daher

eine vag konvergente Teilfolge p,,(;) = .
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(b) Wir konnen Teil (a) auf jede beliebige Teilfolge von (i, )neny anwenden. Wir zeigen,
dass der Grenzwert nicht von der Teilfolge abhingt. Dazu seien (fi,(;))ien und
(Hn(j))jen Teilfolgen von (pin)neny und es gelte fi, ;) 5o, () 5 v. Nach Def-
inition gilt dann fiir u € C.(RY)

Hm - dp ) = f udp,

lim ud,un(j)zfudu.

j—o00

Andererseits haben wir in (a) gezeigt, dass A(u) = lim,—o [ udpy,. Somit ist

fuduzA(u)z/udl/.

Da dies fiir alle u € C.(R?) gilt, folgt aus der Regularitit der Mafe p und v, dass
= v. Da der Grenzwert nicht von der Teilfolge abhéingt, beweist das bereits die vage
Konvergenz der Folge (g, )nen. (Vergleiche das mit der folgenden Aussage: Eine Folge
(an)nen € R konvergiert genau dann, wenn jede Teilfolge von (ay, )ney eine konvergente

Teilfolge besitzt und der Grenzwert nicht von der Teilfolge abhéngt.)

(c) Es geniigt zu zeigen, dass die Folge (un)nen straff ist; die Behauptung folgt dann

namlich aus Satz 27.9.

Sei € > 0. Da ¢ stetig in & = 0 ist, existiert d > 0, so dass

lp(€) - o(0)] <€ fiir alle |¢| < 0.

Weiterhin gilt nach Lévy’s truncation inequality, Aufgabe 23.3,

(RN [-R, R)) < 2(Rm)? [

[—1/R,1/R]d(ﬂn(0) - Re/in(£)) d§

(beachte hierzu, dass fi, () = (27)%1,(=€)). Mit dominierter Konvergenz folgt

timsup o, (B[R] <2(Bn)* [ (6(0) - Reo()) de

<2(2m)%

fir R > %. Insbesondere gilt also fiir n > ng(e), un (R~ [-R, R]¢) < 3(27)%. Um
i (RN [=R, R]?) < 3(27)%e fiir n < ng zu erhalten, vergrofern wir R gegebenenfalls.

Aufgabe 27.2. Lésung: Da
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din = | d
AU Hin Bﬁsuppuu Hn

kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass B in einer kompakten
Menge enthalten ist. Es bezeichne K := B den Abschluss von B und U := B° das Innere
von B. Weiterhin kdnnen wir annehmen, dass u nicht-negativ ist - anderenfalls betrachten

wir u* getrennt.



Losungen. Version vom May 3, 2025

Geméf Lemma 26.6 existieren (wg)gen € Co(E), (vg)gen € Co(E), 0 < v <1, 0w < 1,

so dass wg 1 1y und v | 1. Nach Voraussetzung gilt uy, = 4 und somit

/Budun,SfKudunS[u-vkdunm[u-vkdu.

Mit Beppo Levi folgt daher

li;ris;}pj];uduniireléfu'vkduzfKud,u.

Ganz dhnlich sehen wir, dass aus

fBudunZIUuduanu-wkdunm U - W dfs.
und dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt, dass

liminf | wdpy, > sup u-wkdu:fUud,u.

n—>o00 B kEN

Wegen pu(K ~U) = u(0B) = 0 erhalten wir schlieflich

lim su /ud S/ud =fud <lminf [ wdy,.
p B Hn i M U 1% Pl I Hn

n—oo

Aufgabe 27.3. Losung: Wihle ¢ € C.(F) und K := supp ¢. Weil die Folge (f, )r lokal gleich-

mékig beschriankt ist, folgt mit dominierter Konvergenz
lim [ 6(2) fu (2) wde) = [ 6(2) () ().

Es folgt, dass fy, 1t % fu. Andererseits gilt nach Voraussetzung i, = fou — v und
—00 n—oo

daher auch p,, = fo.p % v. Weil vage Limiten eindeutig sind, folgt nun f(z) pu(dz) =

v(dx).
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