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2 Sigma-Algebren

Aufgabe 2.1. Lösung:

(a) Die angegebene Menge ist keine Teilmenge der Potenzmenge von {a, b, c, d} und kann

somit keine σ-Algebra sein.

(b) Das Mengensystem ist eine σ-Algebra, da sie offensichtlich stabil unter Vereinigungen

und Komplementen ist und die Grundmenge {a, b, c, d} enthält. Mengen der Form

{∅,Ω} sind immer σ-Algebren über Ω für beliebige Mengen Ω.

(c) Das Mengensystem ist keine σ-Algebra, da z. B. das Komplement von {a} nicht in

ihr enthalten ist.

(d) Die Potenzmenge P(Ω) ist für beliebige Mengen Ω eine σ-Algebra über Ω.

∎∎

Aufgabe 2.2. Lösung:

(a) Wir zeigen die Mengengleichheit, indem wir nachweisen, dass alle Elemente, die in

einer der Mengen liegen, auch in der anderen liegen. Die meisten Schritte in der

Argumentation sind klar. Lediglich bei dem mit einem (⋆) gekennzeichneten Äquiv-

alenzpfeil muss man genauer hinschauen. Es gilt:

ω ∈ ξ−1(Bc) ⇔ ∃y ∈ Bc ∶ ξ(ω) = y
⋆⇔/∃ z ∈ B ∶ ξ(ω) = z

⇔ ω ∉ {ξ ∈ B}

⇔ ω ∈ {ξ ∈ B}c

Die Äquivalenz (⋆) gilt, da ξ eine Abbildung ist: Jedem ω ∈ Ω wird genau ein Element

in R zugeordnet. (Ist ξ(ω) = y ∈ Bc, dann gilt ξ(ω) ∉ B, d.h. es kann kein z ∈ B
existieren mit ξ(ω) = z. Die Umkehrrichtung folgt analog.)

(b) Es gilt:

ω ∈ ξ−1 (⋃
i∈I

Bi)⇔ ξ(ω) ∈ ⋃
i∈I

Bi

⇔∃i0 ∈ I ∶ ξ(ω) ∈ Bi0

⇔∃i0 ∈ I ∶ ω ∈ ξ−1 (Bi0)

⇔ ω ∈ ⋃
i∈I

ξ−1 (Bi) .
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(c) Es gilt:

ω ∈ ξ−1 (⋂
i∈I

Bi)⇔ ξ(ω) ∈ ⋂
i∈I

Bi

⇔∀i ∈ I ∶ ξ(ω) ∈ Bi

⇔∀i ∈ I ∶ ω ∈ ξ−1 (Bi)

⇔ ω ∈ ⋂
i∈I

ξ−1 (Bi) .

(d) Wähle Ω = {1,2}, ξ(1) ∶= ξ(2) ∶= 1 , A ∶= {1}. In diesem Fall gilt: Ac = {2} und somit

(ξ(A))c = ({1})c = {2} ≠ {1} = ξ(Ac).

(e) Es gilt:

x ∈ ξ (⋃
i∈I

Ai)⇔ ∃ω ∈ ⋃
i∈I

Ai ∶ x = ξ(ω)

⇔ ∃i0 ∈ I, ω ∈ Ai0 ∶ x = ξ(ω)

⇔ x ∈ ⋃
i∈I

ξ(Ai).

(f) Für j ∈ I gilt ⋂i∈I Ai ⊂ Aj , also

ξ (⋂
i∈I

Ai) ⊂ ξ (Aj) .

Da dies für alle j ∈ I gilt, folgt

ξ (⋂
i∈I

Ai) ⊂ ⋂
j∈I

ξ (Aj) .

Zusatz: Die Gleichheit gilt im Allgemeinen nicht. Wählen wir z. B. Ω = {1,2,3} und

ξ(1) = ξ(3) = 0, ξ(2) = 1, dann gilt für A = {1,2} und B = {2,3}, dass

ξ(A ∩B) = ξ({2}) = {1}

aber

ξ(A) ∩ ξ(B) = ξ({1,2}) ∩ ξ({2,3}) = {0,1} ∩ {0,1} = {0,1}.

∎∎

Aufgabe 2.3. Lösung: Es gilt

• ∅ = f−1(∅) ∈ A.

• Es sei A ∈ A. Nach Definition existiert B ∈ B mit A = f−1(B). Gemäß Aufgabe 2.2

gilt

Ac = (f−1(B))c = f−1(Bc).

Wegen Bc ∈ B folgt Ac ∈ A.
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• Es seien (An)n∈N ⊂ A. Dann existieren Bn ∈ B mit An = f−1(Bn). Wiederum folgt

aus Aufgabe 2.2, dass

⋃
n∈N

An = ⋃
n∈N

f−1(Bn) = f−1 (⋃
n∈N

Bn) .

Da ⋃n∈NBn ∈ B zeigt dies ⋃n∈NAn ∈ A.

∎∎

Aufgabe 2.4. Lösung:

(a) (Σ1) E ∈ A und damit C = E ∩C ∈ C
(Σ2) Sei A ∩C ∈ C dann gilt (mit Komplement bzgl. C), dass

(A ∩C)c = C ∖ (A ∩C) = (E ∖A) ∩C

und E ∖A ∈ A. Damit gilt: (A ∩C)c ∈ C
(Σ3) Für Aj ∩C ∈ C gilt ⋃j∈NAj ∈ A und damit

⋃
j∈N
(Aj ∩C) =

⎛
⎝⋃j∈N

Aj
⎞
⎠
∩C ∈ C.

(b) Eine Menge U ist offen in Rd genau dann wenn für alle x ∈ U ein ϵ > 0 existiert, so

dass Bϵ(x) ⊂ U . Wir zeigen als erstes, dass O eine Topologie in Rd ist: (O1) Für

jedes x ∈ Rd gilt B1(x) ⊂ Rd, also ist Rd ∈ O. Außerdem ist für ∅ die Bedingung leer,

d.h. auch ∅ ∈ O.
(O2) Seien U,V ∈ O. Gilt U ∩ V = ∅, dann folgt aus (O1), dass U ∩ V ∈ O. Wir

können also annehmen, das U ∩ V ≠ ∅. Für jedes x ∈ U ∩ V existieren ϵU , ϵV > 0, so

dass BϵU (x) ⊂ U und BϵV (x) ⊂ V . Wegen

BϵU∧ϵV (x) ⊂ U ∩ V

folgt U ∩ V ∈ O.

(O3) Sei J eine beliebige Indexmenge und Uj ∈ O für alle j ∈ J . Für jedes x ∈ ⋃j∈J Uj

existiert ein j0 ∈ J mit x ∈ Uj0 . Da Uj0 offen ist, können wir ϵ > 0 wählen, so dass

Bϵ(x) ⊂ Uj0 ⊂ ⋃
j∈J

Uj .

Damit ist ⋃j∈J Uj ∈ O.

Dies zeigt, dass O eine Topologie in Rd ist. Damit folgt auch leicht die zweite Be-

hauptung:

(O1) ∅,Rd ∈ O und damit sind ∅ ∈ O, Rd ∩C ∈ OC .

(O2) U ∩C,V ∩C ∈ OC ⇒ (U ∩C) ∩ (V ∩C) = (U ∩ V ∩C) ∈ O denn U ∩ V ∈ OC .

(O3) Uj ∩C ∈ OC ⇒ ⋃j∈J(Uj ∩C) = (⋃j∈J Uj) ∩C ∈ OC denn ⋃j∈J Uj ∈ O.
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(c) Für O ∩ C ∈ OC gilt offenbar O ∩ C ∈ B(Rd)C da σ(O) ⊂ B(Rd). Folglich, σ(OC) ⊂
B(Rd)C . Um B(Rd)C ⊂ σ(OC) zu zeigen, definieren wir

Σ ∶= {B ⊂ Rd;B ∩C ∈ σ(OC)}.

Man kann leicht sehen, dass Σ eine σ-Algebra ist. Weiterhin gilt O ⊂ Σ. Damit folgt

σ(O) = B(Rd) ⊂ Σ.

∎∎

Aufgabe 2.5. Lösung: Wir bemerken zunächst, dass σ(G)A eine σ-Algebra ist, nämlich die

Spur-σ-Algebra von σ(G). Weil GA ⊂ σ(G)A, folgt auch σ(GA) ⊂ σ(G)A.

Wir müssen noch σ(G)A ⊂ σ(GA) zeigen. Dazu definieren wir die Menge

Σ ∶= {S ⊂ E ∣ S ∩A ∈ σ(GA)}

und wir rechnen nach, dass Σ eine σ-Algebra auf E ist.

(Σ1) E ∩A = A ∈ σ(GA), d.h. E ∈ Σ

(Σ2) Sei S ∈ Σ. Dann gilt Sc∩A = A∖S = A∖(S∩A). Nach Voraussetzung ist S∩A ∈ σ(GA)
und weil σ(GA) eine σ-Algebra auf A ist, folgt A∖(S∩A) ∈ σ(GA). Mithin ist Sc ∈ Σ.

(Σ3) Sei (Sn)n ⊂ σ(GA). Dann ist Sn ∩A ∈ σ(GA) und wir erhalten

(⋃
n
Sn) ∩A = ⋃

n
(Sn ∩A) ∈ σ(GA)

d.h. ⋃n Sn ∈ Σ.

Offensichtlich ist G ⊂ Σ, d.h. σ(G) ⊂ Σ und wir erhalten aus der Definition von Σ, dass

σ(G) ∩A ⊂ σ(GA).

∎∎

Aufgabe 2.6. Lösung: Wir führen zuächst einige Notationen ein:

• O: offene Mengen im Rn

• C: abgeschlossene Mengen im Rn

• K: kompakte Mengen im Rn

Per Definition gilt dann

B ⊂K ⊂ C

und somit

σ(B) ⊂ σ(K) ⊂ σ(C).

Da für jede abgeschlossene Menge C ∈ C gilt Cc ∈ O ⊂ σ(O) und σ(O) eine σ-Algebra ist,

gilt C ∈ σ(O). Folglich, σ(C) ⊂ σ(O). Können wir zeigen, dass

σ(O) ⊂ σ(B) (⋆)
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dann folgt wegen σ(O) = B(Rn) und

σ(O) ⊂ σ(B) ⊂ σ(K) ⊂ σ(C) ⊂ σ(O)

die Behauptung.

Zu (⋆): (⋆) folgt sofort aus der folgenden Identität:

O = ⋃
B∈B,B⊂O

B, O ∈ O.

Diese Gleichheit sieht man so:

• »⊂«: Es sei x ∈ O. Da O offen ist, existiert r > 0 mit Br(x) ⊂ O. Wählen wir

q ∈ Br/4(x) ∩Qn und r′ ∈ (r/4, r/2) ∩Q, dann gilt B ∶= Br′(q) ⊂ Br(x) ⊂ O. Wegen

x ∈ B ∈ B zeigt dies "⊂".

• »⊃«: Das ist klar, die rechte Seite ist eine Vereinigung über Teilmengen von O.

∎∎

Aufgabe 2.7. Lösung: Sei A∗ die Menge der Atome der σ-Algebra A, welche zumindest die

leere Menge enthält. Wir werden zeigen, dass eine σ-Algebra aus der Menge der Vereini-

gungen seiner Atome besteht. Insbesondere gilt somit

#(A) = 2#(A∗)−1,

wodurch die zweite Teilaufgabe mit einem Nein beantwortet werden muss. (Beachte: Der

Exponent wird um Eins verringert wird, da die leere Menge als Atom nichts zur Vereinigung

beiträgt.)

Seien A1 und A2 Atome der σ-Algebra A, d.h. A1,A2 ∈ A∗, dann gilt A1 ∩A2 ⊂ A1 und

A1 ∩A2 ⊂ A2. Daher gilt entweder A1 ∩A2 = ∅ oder A1 = A1 ∩A2 = A2. Insbesondere sind

Atome entweder disjunkt oder identisch.

Angenommen A∗ ist noch keine Partition von E, d.h. (∪A∈A∗A)c ≠ ∅, dann ist

∆ ∶= {B ∈ A ∶ B ≠ ∅ und B ⊂ (∪A∈A∗A)c}

nicht leer und endlich. Insbesondere enthält es minimale Elemente bezüglich der Teilmengen-

Relation. Sei D ∈ ∆ ein solches minimales Element und B ∈ A mit B ⊂ D. Dann gilt

entweder B = ∅, oder B ∈ ∆ und somit B = D, da D ein minimales Element von ∆

ist. Dies zeigt, dass D ein Atom der σ-Algebra A ist, im Widerspruch zur Annahme

D ∈∆ ⊂ (∪A∈A∗A)c. Also muss A∗ bereits eine Partition von E sein.

(Idee für die Existenz minimaler Elemente: Wir nehmen eine beliebige Menge aus ∆ und

überprüfen, ob es eine Menge in ∆ gibt, die strikt kleiner bzgl. der Teilmengen-Relation ist.

Falls dies der Fall ist, iterieren wir den Schritt. Ansonsten sind wir bei einem minimalen

Element angekommen. Dieses Verfahren terminiert, da wir jedes Element aus ∆ höchstens

einmal untersuchen und ∆ nur endlich viele Elemente enthält.)
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Wir werden nun abschließend zeigen, dass A aus der Menge der Vereinigungen seiner nicht-

leeren Atome besteht: Da σ-Algebren stabil unter abzählbaren Vereinigungen sind, ist jede

Vereinigung von Atomen wieder ein Element der σ-Algebra. Sei B ∈ A eine beliebige Menge

der σ-Algebra, dann besitzt die Menge die folgende Darstellung:

B = B ∩E = B ∩ ( ⋃
A∈A∗

A) = ⋃
A∈A∗
(B ∩A).

Da aus B ∩A ⊂ A für A ∈ A∗ folgt, dass entweder B ∩A = ∅ oder B ∩A = A gilt, finden wir

B = ⋃{A ∈ A∗ ∶ B ∩A ≠ ∅},

womit die Behauptung bewiesen wäre.

∎∎

Aufgabe 2.8. Lösung: Es sei E eine beliebige Menge und C eine abzählbare Familie von

Teilmengen von E. Wir nehmen an, dass C eine σ-Algebra ist. Für jedes x ∈ E ist die

Familie

Cx ∶= {C ∈ C ∶ x ∈ C}

abzählbar. Somit ist Cx ∶= ⋂C∈Cx
C ∈ C. Per Definition ist Cx die kleinste Menge aus C,

die x enthält. Da für alle C ∈ C entweder x ∈ Cx ∖ C oder x ∈ Cx ∩ C, folgt Cx = Cx ∖ C
oder Cx = Cx ∩C. Mit anderen Worten: Cx ∩C = ∅ oder Cx ⊂ C. Insbesondere gilt dann

für x ≠ y, dass Cx ∩Cy = ∅ oder Cx = Cy.

Nun sei I eine abzählbare Indexmenge mit (Cx)x∈E = (Ci)i∈I und Ci ≠ Cj für i ≠ j. Für

J ⊂ I folgt dann

CJ = ⋃
j∈J

Cj ∈ C und ∀J ≠K,J,K ⊂ I ∶ CJ ≠ CK .

Offensichtlich ist J ↦ CJ eine Bijektion von P(I) nach C. Damit gilt: Ist I endlich, dann

ist C endlich und wenn I unendlich ist, dann ist C nicht abzählbar.

Alternative: Sei A∗ die Menge der Atome der σ-Algebra A. Seien A1 und A2 Atome der

σ-Algebra A, d.h. A1,A2 ∈ A∗, dann gilt A1 ∩ A2 ⊂ A1 und A1 ∩ A2 ⊂ A2. Daher gilt

entweder A1 ∩A2 = ∅ oder A1 = A1 ∩A2 = A2. Insbesondere sind Atome entweder disjunkt

oder identisch.

Angenommen A∗ ist noch keine Partition von X, d.h. (∪A∈A∗A)c ≠ ∅. Sei x ∈ (∪A∈A∗A)c,
dann ist ∆x ∶= {E ∈ A ∶ x ∈ E und E ⊂ (∪A∈A∗A)c} nicht leer. Falls A abzählbar ist,

dann ist A ∶= ∩D∈∆xD wieder in A und ein Atom von A: Angenommen B ⊂ A mit B ∈ A,

dann gilt entweder x ∈ B oder x ∈ A ∖ B. Daher haben wir entweder A ⊂ B ⊂ A oder

A ⊂ A ∖B ⊂ A, d.h. B = A oder B = ∅.

Wir haben also gezeigt, dass A∗ eine Partition von A wäre, falls A abzählbar ist. Wir

werden nun zeigen, dass A in diesem Fall aus der Menge der Vereinigungen seiner nicht-

leeren Atome besteht: Da σ-Algebren stabil unter abzählbaren Vereinigungen sind, ist
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jede Vereinigung von Atomen wieder ein Element der σ-Algebra. Sei E ∈ A eine beliebige

Menge der σ-Algebra, dann besitzt die Menge die folgende Darstellung:

E = E ∩X = E ∩ ( ⋃
A∈A∗

A) = ⋃
A∈A∗
(E ∩A)

Da aus E ∩A ⊂ A für A ∈ A∗ folgt, dass entweder E ∩A = ∅ oder E ∩A = A gilt, finden wir

E = ∪{A ∈ A∗ ∶ E ∩A ≠ ∅},

womit die Behauptung bewiesen wäre.

Somit gilt immer #(A) = #(2A∗∖{∅}), falls A abzählbar ist. Falls A jedoch abzählbar

unendlich ist, dann ergibt dies einen Widerspruch, da 2A
∗∖{∅} in diesem Fall überabzählbar

wäre. (Denke an die Dualdarstellung der reellen Zahlen!)

∎∎

Aufgabe 2.9. Lösung:

(a) Nach Definition gilt

1A∪B(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, x ∈ A ∖B,

1, x ∈ B ∖A,

1, x ∈ A ∩B,

0, x ∉ A ∪B,

1A∩B(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x ∈ A ∖B,

0, x ∈ B ∖A,

1, x ∈ A ∩B,

0, x ∉ A ∪B.

(⋆)

Addition der beiden Gleichungen gibt

1A∪B(x) + 1A∩B(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, x ∈ A ∖B,

1, x ∈ B ∖A,

2, x ∈ A ∩B,

0, x ∉ A ∪B,

= 1A(x) + 1B(x) (⋆⋆)

wegen

1A(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, x ∈ A ∖B,

0, x ∈ B ∖A,

1, x ∈ A ∩B,

0, x ∉ A ∪B,

1B(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x ∈ A ∖B,

1, x ∈ B ∖A,

1, x ∈ A ∩B,

0, x ∉ A ∪B.

(b) Wegen 1A(x) ∈ {0,1} und 1B(x) ∈ {0,1} gilt

1A∩B(x) = 1 ⇐⇒ x ∈ A ∩B ⇐⇒ 1A(x) = 1,1B(x) = 1 ⇐⇒ 1A(x)1B(x) = 1.

Da beide Seiten nur Werte in {0,1} annehmen können, folgt die Behauptung. Analog:

min{1A(x),1B(x)} = 1 ⇐⇒ 1A(x) = 1,1B(x) = 1 ⇐⇒ 1A(x)1B(x) = 1.
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(c) Per Definition gilt

1Ac(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0, x ∈ A,

1, x /∈ A,
= 1 − 1A(x).

(d) Aus (dem Beweis von) Teilaufgabe (a) sehen wir

min{1A(x) + 1B(x),1}
(⋆⋆)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, x ∈ A ∖B,

1, x ∈ B ∖A,

1, x ∈ A ∩B,

0, x ∉ A ∪B,

(⋆)= 1A∪B(x).

(e) Wegen 1Ai(x) ∈ {0,1} für alle i ∈ N gilt

sup
i∈N

1Ai(x) = 1 ⇐⇒ ∃i0 ∈ N ∶ 1Ai0
(x) = 1 ⇐⇒ ∃i0 ∈ N ∶ x ∈ Ai0

⇐⇒ x ∈ ⋃
i∈N
Ai ⇐⇒ 1⋃i∈N Ai(x) = 1.

Da sowohl supi 1Ai(x) als auch 1⋃i Ai(x) nur Werte in {0,1} annimt, folgt die Be-

hauptung.

(f) Wegen 1Ai(x) ∈ {0,1} für alle i ∈ N gilt

inf
i∈N

1Ai(x) = 1 ⇐⇒ ∀i ∈ N ∶ 1Ai(x) = 1 ⇐⇒ ∀i ∈ N ∶ x ∈ Ai

⇐⇒ x ∈ ⋂
i∈N
Ai ⇐⇒ 1⋂i∈N Ai(x) = 1.

Da sowohl infi 1Ai(x) als auch 1⋂i Ai(x) nur Werte in {0,1} annimt, folgt die Be-

hauptung.

∎∎

Aufgabe 2.10. Lösung:

(b) Es gilt

ω ∈ lim inf
i→∞

Ai ⇐⇒ ∃k0 ∈ N ∶ ω ∈ ⋂
i⩾k0

Ai

⇐⇒ ∃k0 ∈ N∀i ⩾ k0 ∶ ω ∈ Ai

⇐⇒ ω liegt in schließlich allen Ai’s.

Analog sieht man:

ω ∈ lim sup
i→∞

Ai ⇐⇒ ∀k ∈ N ∶ ω ∈ ⋃
i⩾k

Ai

⇐⇒ ∀k ∈ N∃ik ⩾ k ∶ ω ∈ Aik

⇐⇒ ω liegt in unendlich vielen Ai’s.
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(a) Sei ω ∈ Ω. Da Indikatorfunktionen nur die Werte 0 und 1 annehmen, ist (1Ai(ω))i∈N
eine Folge von Nullen und Einsen. Deshalb gilt wegen (b):

lim inf
i→∞

1Ai(ω) = 1 ⇐⇒ lim
i→∞

1Ai(ω) = 1

⇐⇒ 1Ai(ω) = 1 für schließlich alle i ∈ N

⇐⇒ ω ∈ Ai für schließlich alle i ∈ N

⇐⇒ ω ∈ lim inf
i→∞

Ai.

Ganz ähnlich folgt:

lim sup
i→∞

1Ai(ω) = 1 ⇐⇒ 1Ai(ω) = 1 für unendlich viele i ∈ N

⇐⇒ ω ∈ Ai für unendlich viele i ∈ N

⇐⇒ ω ∈ lim sup
i→∞

Ai.

(c) Offenbar gilt

lim sup
i→∞

1Ai(ω) = 1 ⇐⇒ 1Ai(ω) = 1 für unendlich viele i ∈ N

⇐⇒ ∑
i

1Ai(ω) = ∞.

∎∎
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3 Maße

Aufgabe 3.1. Lösung: Seien im Folgenden stets A1,A2, ⋅ ⋅ ⋅ ∈ A disjunkt mit A ∶= ⋃⋅ j∈NAj .

a) (Dirac-Maß, δ-Funktion, Punktmasse). (E,A) beliebiger Messraum, x ∈ E fest.

δx ∶ A→ {0,1}, δx(A) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0, x ∉ A

1, x ∈ A

ist ein Maß, denn

(M0) A ist per Definition eine σ-Algebra auf E.

(M1) δx(∅) = 0, da offenbar x ∉ ∅.

(M2) Um die σ-Additivität zu zeigen, betrachten wir zwei Fälle:

• δx(A) = 1: Dann gilt x ∈ A und es gibt auf Grund der Disjunktheit der Aj

genau ein j0 ∈ N mit x ∈ Aj0 . Also folgt

∑
j∈N

δx(Aj) = δx(Aj0) = 1 = δx(A).

• δx(A) = 0: Es gilt für alle j ∈ N, dass x ∉ Aj ; folglich

∑
j∈N

δx(Aj) = 0 = δx(A).

b) E = R und A wie in Beispiel 2.3e) (d.h. A ∈ A ⇐⇒ A oder Ac abzählbar). Dann ist

γ(A) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0, A abzählbar

1, Ac abzählbar

ein Maß, denn:

(M0) Nach Beispiel 2.3e) handelt es sich bei A um eine σ-Algebra. Weiterhin bemerken

wir, dass γ wohldefiniert ist, da (wegen E = R) nicht sowohl A als auch Ac

abzählbar sein kann.

(M1) ∅ ist offensichtlich abzählbar, also γ(∅) = 0.

(M2) Wir betrachten wieder getrennt zwei Fälle:

• γ(A) = 0⇔ A abzählbar⇔ alle Aj sind abzählbar⇔∑j γ(Aj) = 0

15
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• Per Definition sind die folgenden Aussagen äquivalent:

γ(A) = 1⇔ A = ⋃
j∈N

Aj nicht abzählbar

⇔∃j0 ∈ N ∶ Ac
j0 abzählbar

(∗)
⇔∑

j

γ(Aj) = 1.

(∗), »⇒«: Wegen der Disjunktheit gilt Aj ⊂ Ac
j0

für alle j ≠ j0. Aus Ac
j0

abzählbar folgt also, dass Aj abzählbar ist für alle j ≠ j0, d.h. insbesondere

γ(Aj) = 0.

(∗), »⇐« Wegen γ(Aj) ∈ {0,1} kann nur ein j0 ∈ N existieren mit γ(Aj0) ≠ 0.
Folglich ist γ(Aj0) = 1 und somit Ac

j0
abzählbar.

Ersetzen wir »abzählbar«durch »endlich«ist γ nicht mehr σ-additiv: Betra-

chte zum Beispiel Aj ∶= {j}, j ∈ N. Dann ist A = ⋃⋅ j∈NAj = N ∉ A, d.h.

A ist keine σ-Algebra (insbesondere ist γ(A) gar nicht definiert). Mit der

gleichen Argumentation wie oben können wir jedoch zeigen, dass die endliche

Additivität weiterhin gilt.

c) (E,A) beliebiger Messraum. Dann ist

∣A∣ ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

#A, A endliche Menge

+∞, A unendliche Menge
A ∈ A,

ein Maß, denn:

(M0) A ist per Definition eine σ-Algebra.

(M1) ∣∅∣ = 0.

(M2) Gilt ∣A∣ < ∞, dann ist ∣Aj ∣ < ∞ für alle j ∈ N, da die Mengen nach Voraussetzung

disjunkt sind. Das bedeutet gerade, dass die (Aj)j∈N eine Partition von A bilden

und sich folglich die Mächtigkeiten addieren.

Falls ∣A∣ = ∞, so gibt es ein j0 ∈ N mit ∣Aj0 ∣ = ∞ oder abzählbar unendlich viele

Aj sind nichtleer. In beiden Fällen ergibt sich

∑
j∈N
∣Aj ∣ = ∞ = ∣A∣.

d) (diskretes W-Maß) E = Ω = {ω1, ω2, . . .} abzählbar, A = P(Ω), (pj)j∈N ⊂ [0,1] mit

∑∞j=1 pj = 1. Dann ist

P(A) ∶= ∑
j ∶ωj∈A

pj = ∑
j∈N

pjδωj(A), A ⊂ Ω

ein Maß, denn

16
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(M0) P(Ω) ist stets eine σ-Algebra über Ω.

(M1) P(∅) = ∑j ∶ωj∈∅
pj = 0.

(M2) Es gilt

P(A) = ∑
j ∶ωj∈⋃⋅ i Ai

pj
Aj disj.= ∑

i∈N
∑

j ∶ωj∈Ai

pj = ∑
i∈N

P(Ai).

∎∎

Aufgabe 3.2. Lösung: Nach Voraussetzung enthält Y mindestens zwei Elemente a, b ∈ E. µ1
ist kein Maß, denn

µ1({a} ∪ {b}) = 1 ≠ 2 = µ1({a}) + µ1({b}).

µ3 ist ebenfalls kein Maß, da

µ3({a} ∪ {b}) = ∞ ≠ 0 = µ3({a}) + µ3({b}).

Wir zeigen nun, dass µ2 ein Maß ist:

(M0) P(E) ist eine σ-Algebra.

(M1) Offensichtlich gilt µ2(∅) = 0.

(M2) Es sei (Aj)j∈N ⊂ P(E) eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Wir betrachten zwei

Fälle:

• ∃j0 ∶ Aj0 ∩ Y ≠ ∅. In diesem Fall gilt insbesondere ⋃j∈NAj ∩ Y ≠ ∅ und somit

µ2 (⋃j∈NAj) = ∞. Andererseits ist

∞ = µ2(Aj0) ⩽ ∑
j∈N

µ2(Aj),

also

∑
j∈N

µ2(Aj) = ∞ = µ2
⎛
⎝⋃j∈N

Aj
⎞
⎠
.

• ∀j ∶ Aj ∩ Y = ∅. Dann ist auch ⋃j∈NAj ∩ Y = ∅ und somit

µ2
⎛
⎝⋃j∈N

Aj
⎞
⎠
= 0 = ∑

j∈N
µ2(Aj).

∎∎

Aufgabe 3.3. Lösung:

(a) Falls ∑x∈E f(x) endlich ist, dann sind offensichtlich die Mengen {x ∈ E ∶ f(x) > 1/n}
endlich. Somit ist insbesondere

{x ∈ E ∶ f(x) > 0} = ⋃
n∈N
{x ∈ E ∶ f(x) > 1

n
}

abzählbar.
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(b)(M0) P(E) ist eine σ-Algebra.

(M1) Da x ∉ ∅ für alle x ∈ A gilt µ(∅) = 0.

(M2) Wir beweisen zunächst das folgende

Lemma. Es sei (βij)i,j∈N ⊂ R. Dann gilt

sup
i∈N
∑
j∈N

βij = ∑
j∈N

sup
i∈N

βij . (⋆)

Beweis. Offensichtlich gilt βmn ⩽ supj∈N supi∈N βij für alle m,n ∈ N. Da die

rechte Seite nicht von m,n abhängt, bleibt die Ungleichung erhalten, wenn wir

das Supremum über n nehmen:

sup
n∈N

βmn ⩽ sup
j∈N

sup
i∈N

βij für alle m ∈ N.

Mit der gleichen Argumentation folgt

sup
m∈N

sup
n∈N

βmn ⩽ sup
j∈N

sup
i∈N

βij .

Die umgekehrte Ungleichung »⩾« indem wir die Rollen von i, j und m,n ver-

tauschen. ∎

Es sei nun (Aj)j∈N ⊂ A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Wir setzen

A ∶= ⋃⋅ j∈NAj und betrachten zwei Fälle getrennt:

• {x ∈ A; f(x) > 0} ist überabzählbar: Aus (a) folgt, dass dann µ(A) = ∞. Da

A die disjunkte Vereinigung von abzählbaren Mengen ist, existiert dann j0 ∈ N
mit der Eigenschaft, dass {x ∈ Aj0 ; f(x) >} überabzählbar ist. Insbesondere,

µ(Aj0) = ∞. Folglich,

µ
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
= µ(A) = ∞ = ∑

j∈N
µ(Aj).

• {x ∈ A; f(x) > 0} ist abzählbar: Es sei (qi)i∈N eine Abzählung von {x ∈
A; f(x) > 0}. Dann

µ (A) = ∑
x∈A

f(x)

= ∑
x∈E

f(x)δx
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠

= ∑
x∈E

∑
j∈N

f(x)δx(Aj)

= sup
N∈N

sup
M∈N

∑
q1,...,qN

M

∑
j=1

f(x)δx(Aj)

(⋆)= sup
M∈N

sup
N∈N

M

∑
j=1

∑
q1,...,qN

f(x)δx(Aj)
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= ∑
j∈N
∑
x∈E

f(x)δx(Aj)

= ∑
j∈N
∑
x∈Aj

f(x)

= ∑
j∈N

µ(Aj).

(Vgl. auch Aufgabe 8.6.)

(c) Das Maß µ ist endlich, falls ∑x∈E f(x) endlich ist. Weiterhin folgt direkt aus Teilauf-

gabe (a), dass {x ∈ E ∶ f(x) > 0} abzählbar ist, falls das Maß σ-endlich ist. Ander-

erseits: Ist {x ∈ E ∶ f(x) > 1/n} endlich, so ist µ σ-endlich.

∎∎

Aufgabe 3.4. Lösung: Betrachte den Messraum (N,P(N)) ausgestattet mit dem Zählmaß

µ(A) = ∑
n∈A

1 = ∑
n∈N

δn(A), A ⊂ N.

Für die Mengen Bn ∶= {n,n + 1, . . .} gilt dann µ(Bn) = ∞, aber

µ(⋂
n∈N

Bn) = µ(∅) = 0.

Ein ähnliches Beispiel kann man auch für den Maßraum (R,B(R), λ) konstruieren (wähle

Bn ∶= [n,∞)).

∎∎

Aufgabe 3.5. Lösung: Wir zeigen, dass µ endlich additiv und stetig von unten ist. (Beachte:

I ist keine σ-Algebra, da (0,1]c = (−∞,0] ∪ (1,∞) ∉ I.)

(a) µ(∅) = 0. Weiterhin ist µ(a, b] ⩾ 0 da m monoton wachsend ist.

(b) Seien (a, b], (c, d] disjunkte Intervalle, so dass (a, b] ∪ (c, d] ∈ I. Ohne Beschränkung

der Allgemeinheit sei a < b = c < d, d.h. (a, b] ∪ (c, d] = (a, d]. Folglich gilt

µ((a, b] ∪ (c, d]) =m(d) −m(a) =m(d) −m(c) +m(c) −m(a)

= (m(d) −m(c)) − (m(b) −m(a))

= µ((c, d]) + µ((a, b]).

(c) Seien Uj ∈ I mit Uj ↑ U ∈ I, d.h. Uj = (aj , bj], U = (a, b] mit aj ↓ a und bj ↑ b. Aus

der Stetigkeit von m erhalten wir

lim
j→∞

µ(Uj) = lim
j→∞
(m(bj) −m(aj)) =m(b) −m(a) = µ(U).

∎∎
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Aufgabe 3.6. Lösung: Wir folgen dem Hinweis und beweisen als ersten Schritt das folgende

Lemma.

Lemma. Es sei (βij)i,j∈N ⊂ R. Dann gilt

sup
i∈N

sup
j∈N

βij = sup
j∈N

sup
i∈N

βij . (⋆)

Beweis. Offensichtlich gilt βmn ⩽ supj∈N supi∈N βij für alle m,n ∈ N. Da die rechte Seite

nicht von m,n abhängt, bleibt die Ungleichung erhalten, wenn wir das Supremum über n

nehmen:

sup
n∈N

βmn ⩽ sup
j∈N

sup
i∈N

βij für alle m ∈ N.

Mit der gleichen Argumentation folgt

sup
m∈N

sup
n∈N

βmn ⩽ sup
j∈N

sup
i∈N

βij .

Die umgekehrte Ungleichung »⩾« indem wir die Rollen von i, j und m,n vertauschen. ∎

Zunächst bemerken wir, dass die Reihe µ(A) = ∑i∈N 2−iµi(A) für jedes A ∈ A eine Summe

von nicht-negativen Zahlen darstellt und somit µ(A) wohldefiniert ist (beachte, dass wir

µ(A) = ∞ zulassen).

(M1) Aus µi(∅) = 0 erhalten wir

µ(∅) = ∑
i∈N

2−iµi(∅) = 0.

(M2) Es sei (Aj)j∈N ⊂ A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Aus der σ-Additivität

der µi’s folgt

µ
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
= ∑

i∈N
2−iµi

⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠

= lim
N→∞

N

∑
i=1

2−i∑
j∈N

µi(Aj)

= lim
N→∞

⎛
⎝

N

∑
i=1

2−i lim
M→∞

M

∑
j=1

µi(Aj)
⎞
⎠

= lim
N→∞

lim
M→∞

N

∑
i=1

M

∑
j=1

2−iµi(Aj)

= sup
N∈N

sup
M∈N

N

∑
i=1

M

∑
j=1

2−iµi(Aj).

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass die Folgen monoton wachsend sind, also

lim = sup. Mit (⋆) sehen wir nun

µ
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
= sup

M∈N
sup
N∈N

M

∑
j=1

N

∑
i=1

2−iµi(Aj)
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= lim
M→∞

lim
N→∞

M

∑
j=1

N

∑
i=1

2−iµi(Aj)

= lim
M→∞

M

∑
j=1
∑
j∈N

2−iµi(Aj)

= lim
M→∞

M

∑
j=1

2−iµ (Aj)

=
∞

∑
j=1

µ(Aj).

Bemerkung: Für eine Verallgemeinerung der Aussage und weiterführende Aufgaben siehe

auch Aufgabe 8.6.

∎∎

Aufgabe 3.7. Lösung: Wir bezeichnen mit N∗µ die Familie aller Teilmengen von µ-Nullmengen,

d.h.

N∗µ ∶= {N ⊂ E;∃A ∈ A ∶ µ(A) = 0,A ⊃ N}.

(a) Da µ(∅) = 0 gilt offensichtlich ∅ ∈ N∗µ. Damit folgt insbesondere für alle A ∈ A, dass

A = A ∪ ∅ ∈ A∗. Wir zeigen nun, dass Aµ eine σ-Algebra ist:

(Σ0) Klar wegen ∅ ∈ A und ∅ ∈ N∗µ.

(Σ1) Es sei A∗ = A ∪N ∈ A∗, A ∈ A, N ∈ N∗µ. Nach Voraussetzung existiert M ⊃ N ,

M ∈ A, mit µ(M) = 0. Dann ist

(A∗)c = (A ∪N)c = Ac ∩N c

= Ac ∩N c ∩ (M c ∪M)

= (Ac ∩N c ∩M c) ∪ (Ac ∩N c ∩M)

= (Ac ∩M c) ∪ (Ac ∩N c ∩M)

wobei wir benutzt haben, dass aus N ⊂ M folgt, dass M c ⊂ N c (und folglich

M c ∩N c =M c). Wegen

• Ac ∩M c ∈ A

• Ac ∩N c ∩M ⊂M und µ(M) = 0

folgt, dass (A∗c) ∈ Aµ.

(Σ2) Es sei (A∗j )j∈N ⊂ Aµ. Dann ist A∗j = Aj ∪Nj mit Aj ∈ A und Nj ∈ N∗µ für alle

j ∈ N. Folglich

⋃
j∈N

A∗j = ⋃
j∈N
(Aj ∪Nj) = ⋃

j∈N
Aj

²
∈A

∪ ⋃
j∈N

Nj

´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¶
=∶N∈N∗µ

∈ Aµ.

Hier haben wir verwendet, dass die abzählbare Vereinigung von (Teilmengen von)

Nullmengen wieder eine (Teilmenge einer) Nullmenge ist: Da Nj ∈ N∗µ existiert
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Mj ⊃ Nj , Mj ∈ A, mit µ(Mj) = 0. Dann ist

N = ⋃
j∈N

Nj ⊂ ⋃
j∈N

Mj =∶M µ(M) ⩽ ∑
j∈N

µ(Mj) = 0,

d.h. N ∈ N∗µ.

(b) Es sei A∗ ∈ Aµ. Wir müssen zeigen, dass für zwei beliebige Darstellungen der Form

A∗ = A1 ∪N1 und A∗ = A2 ∪N2 mit A1,A2 ∈ A und N1,N2 ∈ N∗µ gilt, dass µ(A1) =
µ(A2). Wegen N1,N2 ∈ N∗µ existieren M1,M2 ∈ A, M1 ⊃ N1, M2 ⊃ N2 mit µ(M1) =
0 = µ(M2). Insbesondere gilt

A1 ⊂ A1 ∪N1 = A2 ∪N2 ⊂ A2 ∪M2

A2 ⊂ A2 ∪N2 = A1 ∪N1 ⊂ A1 ∪M1.

Aus der Monotonie und Subadditivität des Maßes folgt daher

µ(A1) ⩽ µ(A2 ∪M2) ⩽ µ(A2) ∪ µ(M2) = µ(A2)

µ(A2) ⩽ µ(A1 ∪M1) ⩽ µ(A1) ∪ µ(M1) = µ(A1).

Das zeigt µ(A1) = µ(A2).

(c) Wir haben bereits in Teil (a) gesehen, dass für A ∈ A die Zerlegung A ∪ ∅ zulässig

ist. Aus Teil (b) folgt sofort, dass µ(A) = µ(A) für alle A ∈ A. Wir zeigen nun noch

(M1) und (M2):

(M1) Wegen ∅ ∈ A wissen wir aus dem ersten Teil dieser Teilaufgabe schon, dass

µ(∅) = µ(∅) = 0.

(M2) Es sei (A∗j )j∈N ⊂ Aµ eine Folge disjunkter Mengen. Wir schreiben A∗j = Aj ∪Nj

mit Aj ∈ A, Nj ∈ N∗µ. In Teil (a) haben wir gesehen, dass A∗ = ⋃j∈NA
∗
j = A ∪N

mit

A = ⋃
j∈N

Aj ∈ A N = ⋃
j∈N

Nj ∈ N∗µ.

Gemäß Teil (b) gilt daher

µ(A∗) = µ(A) = ∑
j∈N

µ(Aj) = ∑
j∈N

µ(A∗j ).

(d) Es sei M∗ eine µ̄-Nullmenge, d.h. M∗ ∈ Aµ und µ̄(M∗) = 0. Es sei B ⊂ M∗. Wir

müssen zeigen, dass B ∈ Aµ und µ̄(B) = 0. Letzteres ist wegen der Monotonie von µ̄

klar, wenn wir wissen, dass B ∈ Aµ.

Wir schreiben N∗µ ∶= {N∗ ⊂ E ∣ ∃N ∈ A, µ(N) = 0 ∶ N ⊃ N∗} für die Familie aller

Teilmengen von (messbaren) µ-Nullmengen. Nach Voraussetzung gilt B ⊂ M∗ und

M∗ = M ∪ N∗ für ein M ∈ A und ein N∗ ∈ N∗µ. Weil µ̄(M∗) = 0 gilt, folgt auch

µ(M) = 0. Aufgrund der Definition von N∗µ gibt es ein N ⊃ N∗ mit N ∈ A und

µ(N) = 0. Mithin gilt

B ⊂M∗ =M ∪N∗ ⊂M ∪N ∈ A
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und µ(M ∪N) ⩽ µ(M) + µ(N) = 0.

Also folgt, dass B ∈ N∗µ und B = ∅ ∪B ∈ Aµ. Insbesondere gilt µ̄(B) = µ(∅) = 0.

(e) Setze B ∶= {A∗ ⊂ E ∶ es existieren A,B ∈ A mit A ⊂ A∗ ⊂ B und µ(B ∖A) = 0}. Wir

müssen zeigen: Aµ = B.

Es sei A∗ ∈ Aµ. Dann ist A∗ = A∪N mit A ∈ A und N ∈ N∗µ. Wegen N ∈ N∗µ existiert

M ∈ A, M ⊃ N , mit µ(M) = 0. Wir behaupten, dass B ∶= A∪M alle Voraussetzungen

erfüllt.

• B ∈ A wegen A,M ∈ A.

• A ⊂ A∗ ⊂ A ∪M = B

• µ(B ∖A) = µ(M) = 0.

Nun sei A∗ ∈ B und A,B wie in der Definition. Für N ∶= A∗ ∖A und M ∶= B ∖A gilt

dann offenbar

• N ∈ N∗µ wegen N ⊂M und µ(M) = µ(B ∖A) = 0.

• A∗ = A ∪ (A∗ ∖A) = A ∪N .

Folglich A∗ ∈ Aµ.

(f) Wir erinnern zunächst an die Definition der σ-Algebra Aµ:

Aµ = {A ∪N∗ ∣ A ∈ A, N∗ ∈ N∗µ}.

Weil

A ∪N∗ = A△(N∗ ∖A)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈N∗µ

∈ σ(A,N∗µ)

gilt, erhalten wir sofort, dass

Aµ ⊂ {A△N∗ ∣ A ∈ A, N∗ ∈ N∗µ} ⊂ σ(A,N∗µ).

Umgekehrt wissen wir, dass

A ⊂ Aµ und N∗µ ⊂ Aµ.

Weil Aµ eine σ-Algebra ist, erhalten wir

σ(A,N∗µ) ⊂ σ(Aµ) = Aµ ⊂ σ(A,N∗µ).

Damit haben wir die Behauptung gezeigt.

∎∎

Aufgabe 3.8. Lösung:
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(a) Für festes ϵ > 0 und A ∈ Σ wählen wir Mengen U ∈ O, F ∈ F, so dass F ⊂ A ⊂ U und

µ(U ∖ F ) < ϵ. Definiere U ′ ∶= F c ∈ O und F ′ ∶= U c ∈ F. Dann gilt

F ′ ⊂ Ac ⊂ U ′ sowie U ′ ∖ F ′ = F c ∖U c = F c ∩U = U ∖ F.

Es folgt µ(U ′ ∖ F ′) = µ(U ∖ F ) < ϵ, und das zeigt Ac ∈ Σ.

Wir schreiben d(x, y) für den Abstand der Punkte x, y ∈ E und B1/n(0) für die offene

metrischen Kugel {y ∈ E ∣ d(y,0) < 1
n}. Mit der Dreiecksungleichung sehen wir sehr

einfach, dass die »geränderten« Mengen Un ∶= F + B1/n(0) offene Mengen sind, die

gegen F absteigen: Un ↓ F . Mit Hilfe der Maßstetigkeit folgt µ(Un ∖ F ) ÐÐÐ→
n→∞

0 und

wegen F ∋ F ⊂ F ⊂ Un ∈ O ergibt sich F ⊂ Σ.

(b) Wir wählen ϵ > 0 undAj ∈ Σ, j = 1,2. Dann gibt es offene Mengen Uj und abgeschlossene

Mengen Fj , so dass Fj ⊂ Aj ⊂ Uj und µ(Uj ∖Fj) < ϵ. Die Mengen F1∩F2 und U1∩U2

sind immer noch abgeschlossen bzw. offen, und es gilt F1 ∩ F2 ⊂ A1 ∩ A2 ⊂ U1 ∩ U2

sowie

µ((U1 ∩U2) ∖ (F1 ∩ F2)) = µ((U1 ∩U2) ∩ (F c
1 ∪ F c

2))

= µ([(U1 ∩U2) ∖ F1] ∪ [(U1 ∩U2) ∖ F2])

⩽ µ(U1 ∖ F1) + µ(U2 ∖ F2)

< 2ϵ.

Es folgt, dass Σ schnittstabil ist.

(c) Wir wählen ϵ > 0 und irgendeine Folge (An)n∈N ⊂ Σ. Dann gibt es offene Mengen Un

und abgeschlossene Mengen Fn, so dass

Fn ⊂ An ⊂ Un und µ(Un ∖ Fn) < ϵ2−n.

Wir definieren A ∶= ⋃nAn. Die Menge U ∶= ⋃nUn ⊃ A ist offen, F ∶= ⋃n Fn ist

in A enthalten, aber es ist »nur« eine aufsteigende Folge abgeschlossener Mengen

Φn ∶= F1 ∪ . . . ∪ Fn (und nicht notwendig selbst abgeschlossen).

Nun gilt

U ∖ F = (⋃
n
Un) ∖ (⋃

k

Fk) = ⋃
n
(Un ∖ (⋃

k

Fk)) ⊂ ⋃
n
(Un ∖ Fn) .

Auf Grund der σ-Subadditivität von µ folgt daher

µ(U ∖ F ) ⩽ ∑
n

µ(Un ∖ Fn) ⩽ ∑
n

ϵ2−n = ϵ.

Wir beachten nun, dass Φn ⊂ A ⊂ U und U ∖Φn ↓ U ∖F . Mit der Maßstetigkeit sehen

wir dann infn µ(U ∖Φn) = µ(U ∖F ) ⩽ ϵ, d.h. µ(U ∖ΦN) ⩽ 2ϵ wenn N = Nϵ hinreichend

groß ist. Diese Überlegung zeigt, dass Σ stabil ist unter abzählbaren Vereinigungen.

Aus Teil a) wissen wir bereits, dass Σ stabil unter Komplementbildung ist und dass

∅ ∈ Σ. Folglich ist Σ eine σ-Algebra.

Da F ⊂ Σ und B(E) = σ(F), folgt auch B(E) ⊂ Σ.
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(d) Für jede Borelmenge B ∈ Σ und jedes ϵ > 0 gibt es offene bzw. abgeschlossene Mengen

Uϵ und Fϵ, so dass Fϵ ⊂ B ⊂ Uϵ und

µ(B ∖ Fϵ) ⩽ µ(Uϵ ∖ Fϵ) < ϵ Ô⇒ µ(B) ⩽ ϵ + µ(Fϵ),

µ(Uϵ ∖B) ⩽ µ(Uϵ ∖ Fϵ) < ϵ Ô⇒ µ(B) ⩾ µ(Uϵ) − ϵ.

Daher gilt

sup
F⊂B,F ∈F

µ(F ) ⩽ µ(B) ⩽ ϵ + µ(Fϵ) ⩽ ϵ + sup
F⊂B,F ∈F

µ(F )

inf
U⊃B,U∈O

µ(U) − ϵ ⩽ µ(Uϵ) − ϵ ⩽ µ(b) ⩽ inf
U⊃B,U∈O

µ(U).

(e) Wenn F ∈ F abgeschlossen ist, dann sind alle Schnittmengen Kn ∩F , n ∈ N, kompakt

und Kn ∩ F ↑ F . Mit Hilfe der Maßstetigkeit folgt

µ(F ) = sup
n
µ(Kn ∩ F ) ⩽ sup

K⊂F,K komp.
µ(K) ⩽ µ(F ).

Mithin,

µ(F ) = sup
K⊂F,K komp.

µ(K) ∀F ∈ F. (*)

Teil d) und (*) zeigen

µ(B) d)= sup
F⊂B,F ∈F

µ(F )

(*)= sup
F⊂B,F ∈F

sup
K⊂F,K komp.

µ(K)

⩽ sup
F⊂B,F ∈F

sup
K⊂B,K komp.

µ(K)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Bem: unabhängig von F⊂B

= sup
K⊂B,K komp.

µ(K).

Weiter ist µ(K) ⩽ µ(B) für beliebiges K ⊂ B und supK⊂B,K komp. µ(K) ⩽ µ(B).
Damit ist alles gezeigt.

∎∎
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4 Eindeutigkeit von Maßen

Aufgabe 4.1. Lösung:

(a) Das folgt sofort aus der σ-Additivität des Lebesgue-Maßes:

λd
⎛
⎝⋃j∈N

Nj
⎞
⎠
⩽ ∑

j∈N
λd(Nj) = 0.

(b) Wir erinnern uns: Ist (X,A, µ) ein Maßraum und (Bn)n∈N ⊂ A mit Bn ↓ B und

µ(B1) < ∞, dann gilt limn→∞ µ(Bn) = µ(B) (Stetigkeit von oben).

Zunächst gilt {r} ∈ B(R), da {r} eine abgeschlossene Menge ist. Für den Maßraum

(R,B(R), λ1) und Bn ∶= [r, r + 1/n) gilt offenbar Bn ↓ {r}, λ1(B1) = 1 < ∞. Aus der

Stetigkeit von oben erhalten wir somit

λ1({r}) = lim
n→∞

λ1(Bn) = lim
n→∞

1

n
= 0.

(c) Ebenen sind abgeschlossene Teilmengen des R3 und daher Borelmengen. Da das

Lebesgue-Maß translations- und rotationsinvariant ist, können wir ohne Beschränk-

ung der Allgemeinheit annehmen, dass E = {(x, y, z) ∈ R3; z = 0}. Für k, ℓ ∈ N
definieren wir

Ak,ℓ ∶= {(x, y, z);−k ⩽ x < k,−k ⩽ y < k,0 ⩽ z <
1

ℓ
} .

Aus der Stetigkeit von oben, vgl. Teil (b), folgt für Ak ∶= ⋂ℓ∈NAk,ℓ:

λ3(Ak) = lim
ℓ→∞

λ3(Ak,ℓ) = lim
ℓ→∞
((2k)(2k)2

ℓ
) = 0.

Mit Teil (a) erhalten wir, dass E = ⋃k∈NAk als abzählbare Vereinigung von Nullmen-

gen wieder eine Nullmenge ist.

(d) Nein, da im Allgemeinen M ∉ B(Rd).

(e) {A ∈ B(Rd) ∣ a ∉ A und b ∉ A}

∎∎

Aufgabe 4.2. Lösung: F ist ein Dynkin-System, denn

(D1) #E = 2k ist gerade, also ist E ∈ F.

(D2) A ∈ F⇒#A ist gerade ⇒#Ac = 2k −#A ist gerade ⇒ Ac ∈ F.

(D3) Aj ∈ F disjunkt ⇒#Aj sind gerade und damit auch #⋃j Aj = ∑j #Aj ⇒⋃j Aj ∈ F.
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F ist keine σ-Algebra, denn {1,2},{2,3} ∈ F aber {1,2} ∩ {2,3} = {2} ∉ F.

∎∎

Aufgabe 4.3. Lösung:

(a) Wir haben G ⊂ G∪{∅} und somit δ(G) ⊂ δ(G∪{∅}). Außerdem gilt ∅ ∈ δ(G) nach der

Definition von Dynkin-Systemen und G ⊂ δ(G) nach Konstruktion minimaler Dynkin-

Systeme. Daher gilt G ∪ {∅} ⊂ δ(G). Folglich, δ(G) = δ(G ∪ {∅}). Analog zeigt man

σ(G) = σ(G ∪ {∅}).

Nun ist G ∪ {∅} von der Form {Ac,A,∅} und somit schnittstabil. Es gilt also

δ(G) = δ(G ∪ {∅}) = σ(G ∪ {∅}) = σ(G) = {∅,A,Ac,E} = {∅, (0, 12), [
1
2 ,1), (0,1)}

nach Satz 4.4.

(b) Analog zu (a) lässt sich

σ({(0, 12], [
1
2 ,1)}) = σ({(0,

1
2),{

1
2}, (

1
2 ,1)})

zeigen. Aus Aufgabe 2.7 kennen wir die Struktur von σ({A1,A2,A3}) für eine Par-

tition {A1,A2,A3} von E. Wir erhalten also

σ({(0, 12], [
1
2 ,1)}) = σ({A1,A2,A3})

= {∅,A1,A2,A3,A1 ∪A2,A1 ∪A3,A2 ∪A3,E}

= {∅, (0, 12),{
1
2}, (

1
2 ,1), (0,

1
2], (0,

1
2) ∪ (

1
2 ,1), [

1
2 ,1), (0,1)}

aus der Darstellung einer σ-Algebra durch ihre Atome. Man überprüft leicht, dass

D ∶= {∅, (0, 12], (
1
2 ,1), [

1
2 ,1), (0,

1
2), (0,

1
2) ∪ (

1
2 ,1),{

1
2}, (0,1)}

ein Dynkin-System ist, dessen Elemente sich als Vereinigungen und Komplemente

von Mengen aus G ∪ {∅} darstellen lassen. Daher gilt

D ⊂ δ(G ∪ {∅}) = δ(G)

und somit D = δ(G), da G ⊂D und δ(G) minimales Dynkin-System ist.

Bemerkung: Falls E = [0,1), dann gilt δ(G) ≠ σ(G) für G = {(0, 12], [
1
2 ,1)}.

∎∎

Aufgabe 4.4. Lösung: Manchmal werden Familien mit (D1), (D′2), (D′3) auch monotone

Klassen genannt. Zur Vereinfachung der Sprache wollen wir das in dieser Lösung (und nur

hier!) auch so halten.

Offensichtlich ist eine monotone Klasse M auch ein Dynkin-System:

C,D ∈M
(D1)ÔÔ⇒
(D′2)

C ∪D = E ∖ [(E ∖C) ∖D] ∈M,
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d.h. M ist ∪-stabil. Damit folgt (D3) sofort aus (D′3); (D2) ist ein Spezialfall von (D′2).

Umgekehrt ist jedes Dynkin-System D eine monotone Klasse:

M,N ∈D, M ⊂ N
(D2)ÔÔ⇒
(D3)

N c ∩M =M ∖N = ∅ und N ∖M = (N c ∪⋅ M)c ∈D,

d.h. (D′2) ist erfüllt. Daher impliziert (D3) sofort (D′3).

∎∎

Aufgabe 4.5. Lösung:

(a) Genau wie im Beweis von Satz 2.4a) sieht man, dass der Schnitt von beliebig vielen

monotonen Klassen wieder eine monotone Klasse ist. Daher ist

m(F) ∶= ⋂
F⊂G
GMC

G

wieder eine monotone Klasse. Beachte dazu, dass der Schnit nicht-leer ist, weil die

Potenzmenge P(E) offenbar eine monotone Klasse ist, die F enthält. Ebenfalls wie

im Beweis von Satz 2.4 folgt, dass m(F) minimal ist.

(b) Definiere

D ∶= {F ∈m(F);F c ∈m(F)}.

Nach Voraussetzung gilt F ⊂D. Können wir zeigen, dass F eine monotone Klasse ist,

dann folgt die Behauptung.

(MC1) Es sei (Mn)n∈N ⊂D mit Mn ↑M = ⋃n∈NMn. Dann ist M ∈m(F) (da m(F) eine

monotone Klasse ist) und

M c = (⋃
n∈N

Mn)
c

= ⋂
n∈N

M c
n°
∈F

∈m(F).

(Hier haben wir verwendet, dass Mn ↑ Ô⇒ M c
n ↓ und somit ⋂n∈NM

c
n ∈ F gemäß

(MC2) für m(F).) Das zeigt M ∈D.

(MC2) Es sei (Nn)n∈N ⊂D mitNn ↓ N = ⋂n∈NNn. Genau wie im ersten Teil des Beweises

folgt aus N ∈m(F) und N c
n ↑ N c, dass N c ∈m(F) wegen (MC1) für die monotone

Klasse m(F). Folglich, N ∈D.

(c) Wir folgen dem Hinweis. Aus der ∩-Stabilität von F folgt offensichtlich F ⊂ Σ. Dass

Σ eine monotone Klasse ist, sieht man so:

(MC1) Es sei (Mn)n∈N ⊂ Σ mit Mn ↑ M und F ∈ F. Dann gilt M ∈ m(F) und aus

m(F) ∋Mn∩F ↑M ∩F erhalten wir (aus (MC1) für m(F)), dass M ∩F ∈m(F),
also M ∈ Σ.

(MC2) Die Argumentation ist analog zu (MC1).
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Folglich ist Σ eine monotone Klasse und somitm(F) ⊂ Σ. Das zeigt gerade F ⊂ Σ′. Da

Σ′ eine monotone Klasse ist (genau die gleiche Argumentation wie für Σ; man ersetze

die Bedingung »F ∈ F« durch »F ∈ m(F)«) gilt also m(F) ⊂ Σ′. Das impliziert die

Behauptung.

(d) Aus M ⊃ F folgt

M =m(M) ⊃m(F).

Es genügt also zu zeigen, dass m(F) eine σ-Algebra ist, die F enthält. Da m(F)
gemäß Teil (c) ∩-stabil ist, genügt es zu zeigen, dass m(F) ein Dynkin-System ist

(vgl. Satz 4.4). Das sieht man so:

(D1) Nach Voraussetzung gilt E ∈ F ⊂m(F).

(D2) Folgt direkt aus (b).

(D3)

C,D ∈m(F)
(D1)ÔÔ⇒
(D′2)

C ∪D = E ∖ [(E ∖C) ∖D] ∈m(F),

d.h. m(F) ist ∪-stabil. Damit erhält man (D3) sofort aus (MC1).

∎∎

Aufgabe 4.6. Lösung:

(a) Wir folgen dem Hinweis und zeigen, dass

D ∶= {A ∈ A ∶ ∀ϵ > 0 ∃G ∈ G ∶ µ(A △ G) ⩽ ϵ}

ein Dynkin-System definiert.

(D1) Nach Voraussetzung gilt G ∶= E ∈ G und somit µ(E △ G) = µ(∅) = 0, also E ∈D.

(D2) Es sei A ∈D. Für jedes ϵ > 0 existiert dann G ∈ G mit µ(A △ G) ⩽ ϵ. Aus

Ac △ Gc = (Gc ∖Ac) ∪ (Ac ∖Gc)

= (Gc ∩A) ∪ (Ac ∩G)

= (A ∖G) ∪ (G ∖A)

= A △ G

sehen wir, dass µ(Ac △ Gc) ⩽ ϵ; folglich, Ac ∈D (beachte, dass Gc ∈ G!).

(D3) Es sei (Aj)j∈N ⊂ D eine Folge paarweise disjunkter Mengen und ϵ > 0. Da µ ein

endliches Maß ist gilt

∑
j∈N

µ(Aj) = µ
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
< ∞,

insbesondere können wir also N ∈ N wählen, so dass

∞

∑
j=N+1

µ(Aj) ⩽ ϵ.
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Für j ∈ {1, . . . ,N} existiert Gj ∈ G mit µ(Aj △ Gj) ⩽ ϵ2−j . Für G ∶= ⋃N
j=1Gj ∈ G

gilt dann

⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
∖G =

⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
∩Gc

=
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
∩
⎛
⎝

N

⋂
j=1

Gc
j

⎞
⎠

= ⋃⋅
j∈N
(Aj ∩

N

⋂
k=1

Gc
k)

⊂
N

⋃⋅
j=1

(Aj ∩Gc
j) ∪

∞

⋃⋅
j=N+1

Aj .

Analog sieht man

G ∖
⎛
⎝⋃j∈N

Aj
⎞
⎠
⊂ G ∖

⎛
⎝

N

⋃⋅
j=1

Aj
⎞
⎠

= G ∩
N

⋂
j=1

Ac
j

⊂
N

⋃
j=1

(Gj ∩Ac
j).

Damit

µ
⎛
⎝
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
△ G
⎞
⎠
⩽ µ
⎛
⎝

N

⋃
j=1

(Aj △ Gj) ∪
∞

⋃⋅
j=N+1

Aj
⎞
⎠

⩽
N

∑
j=1

µ(Aj △ Gj) +
∞

∑
j=N+1

µ (Aj)

⩽
N

∑
j=1

ϵ2−j + ϵ

⩽ ϵ + ϵ.

Da ϵ > 0 beliebig ist, zeigt das ⋃⋅ j∈NAj ∈D.

Offensichtlich gilt G ⊂D (wähle G = A ∈ G). Da G ∩-stabil ist, folgt

A = σ(G) = δ(G) ⊂D.

(b) Betrachtet man das Mengensystem

D′ ∶= {A ∈ A ∶ ∀ϵ > 0 ∃G ∈ G ∶ µ(A △ G) ⩽ ϵ, ν(A △ G) ⩽ ϵ},

so folgt genau wie in Teil (a), dass D′ ein Dynkin-System ist. Mit der gleichen

Argumentation wie in (a) folgt dann die Behauptung.

(c) »⇐«: Es sei A ∈ A mit A ⊂ ⋃n∈N In und µ (⋃n∈N In) ⩽ ϵ. Aus der Monotonie des

Maßes folgt

µ(A) ⩽ µ(⋃
n∈N

In) ⩽ ϵ,
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also µ(A) = 0.

"⇒": Wir setzen K ∶= {A ⊂ Rd;∃(In)n∈N ⊂ I ∶ A = ⋃n In} und beobachten, dass

I ∈K⇒ Ic ∈K. Weiterhin definieren wir

D ∶= {A ⊂ Rd;∀ϵ∃J,K ∈K ∶ J ⊂ A ⊂K,µ(K ∖ J) ⩽ ϵ}.

Behauptung: D ist ein Dynkin-System.

(D1) Offensichtlich gilt E = Rd ∈D (wähle J =K = Rd).

(D2) Es sei A ∈ D und ϵ > 0. Dann gibt es J,K ∈ K mit J ⊂ A ⊂ K und µ(K ∖ J) ⩽ ϵ.
Wegen Jc,Kc ∈ K, µ(Kc ∖ Jc) = µ(J ∖K) ⩽ ϵ und Jc ⊃ SAc ⊃ Kc folgt sofort

Ac ∈D.

(D3) Es sei (Aj)j∈N ⊂D eine Folge paarweise disjunkter Mengen und ϵ > 0. Wir wählen

Jj ∈K und Kj ∈K mit Jj ⊂ Aj ⊂Kj , µ(Kj ∖ Jj) ⩽ ϵ2−j und setzen

J ∶= ⋃
j∈N

Aj K ∶= ⋃
j∈N

Kj .

Da K stabil unter abzählbaren Vereinigungen ist, gilt J ∈ K, K ∈ K. Weiterhin

ist J ⊂ ⋃⋅ j Aj ⊂K und

µ(K ∖ J) = µ
⎛
⎝
⎛
⎝⋃j∈N

Kj
⎞
⎠
∩
⎛
⎝⋃j∈N

Jj
⎞
⎠

c
⎞
⎠

= µ
⎛
⎝
⎛
⎝⋃j∈N

Kj
⎞
⎠
∩
⎛
⎝⋂j∈N

Jc
j

⎞
⎠
⎞
⎠

= µ
⎛
⎝
⎡⎢⎢⎢⎣
⋃
j∈N
(Kj ∩ ⋂

k∈N
Jc
k)
⎤⎥⎥⎥⎦
⎞
⎠

⩽ µ
⎛
⎝⋃j∈N
(Kj ∩ Jc

j )
⎞
⎠

⩽ ∑
j∈N

µ(Kj ∩ Jc
j )

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
µ(Kj∖Jj)⩽ϵ2−j

⩽ ϵ.

Folglich ist ⋃⋅ j Aj ∈D.

Wegen I ⊂D folgt, dass B(Rd) = δ(I) ⊂D.

∎∎

Aufgabe 4.7. Lösung: "⇒": Wegen G ⊂ B und H ⊂ C sieht man aus der Unabhängigkeit von

B und C sofort

P(G ∩H) = P(G)P(H) ∀G ∈ G,H ∈H

"⇐": Das Mengensystem

D ∶= {A ∈ A;∀G ∈ G ∶ P(A ∩G) = P(A)P(G)}.

ist ein Dynkin-System:
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(D1) Aus

P(Ω ∩G) = P(G) = P(G)P(Ω)

folgt sofort Ω ∈D. (Beachte dass P ein W-Maß ist, also P(Ω) = 1.)

(D2) Es sei A ∈D. Für G ∈ G ist

P(Ac ∩G) = P((Ω ∖A) ∩G)

= P(G ∖ (A ∩G))
⋆= P(G) − P(A ∩G)
A∈D= P(G) − P(A)P(G)

= P(G)(1 − P(A))

= P(G)P(Ac)

wobei wir in (⋆) verwendet haben, dass P ein endliches Maß ist. Folglich, Ac ∈D.

(D3) Es sei (Aj)j∈N ⊂D eine Folge paarweise disjunkter Mengen und G ∈ G. Dann ist auch

(Aj∩G)j∈N eine Folge paarweise disjunkter Mengen und es folgt aus der σ-Additivität

von P, dass

P
⎛
⎝
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
∩G
⎞
⎠
= P
⎛
⎝⋃⋅j∈N(Aj ∩G)

⎞
⎠

= ∑
j∈N

P(Aj ∩G)

= ∑
j∈N

P(Aj)P(G)

= P(G)∑
j∈N

P(Aj)

= P(G)P
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
.

Nach Voraussetzung ist H ⊂D und aus der Schnittstabilität von H folgt somit C = σ(H) =
δ(H) ⊂D, , d. h.

P(G ∩C) = P(G)P(C) für alle C ∈ C, G ∈ G.

Definiert man

D′ ∶= {A ∈ A;∀C ∈ C ∶ P(A ∩C) = P(A)P(C)},

sieht man genau wie im ersten Teil des Beweises, dass D′ ein Dynkin-System ist. Da wir

bereits gezeigt haben, dass G ⊂D′ folgt dann sofort B = σ(G) = δ(G) ⊂D′.

∎∎

Aufgabe 4.8. Lösung: Für Hn ∶= ⋃n
j=1Gj ∈ A gilt nach Voraussetzung Hn ↑ E. Weiterhin ist

auf Grund der Subadditivität

µ(Hn) ⩽
n

∑
j=1

µ(Gj) < ∞.
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Vollkommen analog sieht man, dass ν(Hn) < ∞. Folglich erfüllt die Folge (Hn)n∈N die

Voraussetzungen von Satz 4.5b).

∎∎

Aufgabe 4.9. Lösung: Zunächst zeigen wir, dass t ⋅B ∈ B(Rd) für alle B ∈ B(Rd) und t > 0.
Dazu definieren wir

Σ ∶= {B ∈ B(Rd); tB ∈ B(Rd)}

für festes t > 0. Σ ist eine σ-Algebra:

(Σ1) Offensichtlich ist tRd = Rd ∈ B(Rd), also Rd ∈ Σ.

(Σ2) Es sei A ∈ Σ. Dann

t(Ac) = t(Rd ∖A) = tRd ∖ (tA) = Rd ∖ (tA) ∈ B(Rd),

also Ac ∈ B(Rd).

(Σ3) Es sei (Aj)j∈N ⊂ Σ. Aus der Identität

t
⎛
⎝⋃j∈N

Aj
⎞
⎠
= ⋃

j∈N
(tAj)

folgt sofort ⋃j∈NAj ∈ Σ.

Da die Dilatation eines Rechtecks I ∈ I immernoch ein Rechteck ist, gilt I ⊂ Σ. Wegen

σ(I) = B(Rd) erhalten wir B(Rd) ⊂ Σ. Folglich gilt tB ∈ B(Rd) für alle B ∈ B(Rd).

Nun sei I = ⨉d
n=1[an, bn) ∈ I ein Rechteck. Aus tI = ⨉d

n=1[tan, tbn) folgt

λd(tI) =
d

∏
n=1

((tbn) − (tan)) = td
d

∏
n=1

(bn − an) = tdλd(I).

Definieren wir zwei Maße µ, ν durch

ν(B) ∶= λd(tB), µ(B) ∶= tdλd(B), B ∈ B(Rd)

dann zeigt dies gerade ν(B) = µ(B) für alle B ∈ I. Da I ein ∩-stabiler Erzeuger von B(Rd)
ist, folgt aus dem Eindeutigkkeitssatz für Maße, Satz 4.5, dass ν(B) = µ(B) für alle B ∈
B(Rd) und damit die Behauptung. (Die Folge (Gn)n∈N in Satz 4.5b) kann beispielsweise

als Gn ∶= [−n,n)d gewählt werden.)

∎∎

Aufgabe 4.10. Lösung: Setze

ν(A) ∶= µ(θ−1(A)), A ∈ A.

Beachte, dass ν wohldefiniert ist, da nach Voraussetzung θ−1(A) ∈ A gilt. Wir zeigen, dass

ν ein Maß auf (E,A) ist:

(M1) Wegen ∅ = θ−1(∅) gilt ν(∅) = µ(∅) = 0.
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(M2) Es sei (Aj)j∈N ⊂ A eine Folge disjunkter Mengen. Aus

θ−1
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
= ⋃⋅

j∈N
θ−1(Aj),

vgl. Aufgabe 2.2, und der σ-Additivität von µ folgt

ν
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
= µ
⎛
⎝⋃⋅j∈N θ−1(Aj)

⎞
⎠

= ∑
j∈N

µ(θ−(Aj))

= ∑
j∈N

ν(Aj).

Nach Voraussetzung gilt ν(G) = µ(G) für alle G ∈ G. Da G ein ∩-stabiler Erzeuger ist,

folgt aus dem Eindeutigkeitssatz für Maße, Satz 4.5, dass ν(A) = µ(A) für alle A ∈ A.

Beachte, dass die Voraussetzung (b) in Satz 4.5 erfüllt ist, da µ ein endliches Maß ist; wir

können Gn ∶= E wählen. (Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen,

dass E ∈ G, da die Bedingung µ(G) = µ(θ−1(G)) offensichtlich für G = E erfüllt ist.)

∎∎
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5 Existenz von Maßen

Aufgabe 5.1. Lösung:

(a) Monotonie: Wir betrachten die einzelnen Fälle getrennt:

• 0 < x ⩽ y: Aus [0, x) ⊂ [0, y) folgt 0 ⩽ Fµ(x) = µ([0, x)) ⩽ µ([0, y)) = Fµ(y).

• x ⩽ 0 ⩽ y: Per Definition, Fµ(x) ⩽ 0 ⩽ Fµ(y).

• x ⩽ y < 0: Wegen [y,0) ⊂ [x,0) gilt 0 ⩽ −Fµ(y) = µ([y,0)) ⩽ µ([x,0)) = −Fµ(x),
also Fµ(x) ⩽ Fµ(y).

Linksstetigkeit: Wir zeigen die Behauptung hier nur für den Fall x ⩾ 0; der Fall

x < 0 geht analog. Es sei zunächst x > 0 und (xk)k∈N eine Folge mit xk ↑ x. Für

k hinreichend groß gilt 0 < xk < x. Aus [0, xk) ↑ [0, x) folgt mit der Stetigkeit des

Maßes von unten, vgl. Satz 3.3f), dass

lim
k→∞

Fµ(xk) = lim
k→∞

µ([0, xk)) = µ([0, x)) = Fµ(x).

Ist x = 0 und (xk)k∈N eine Folge mit xk ↑ x, so gilt xk < 0 und somit [xk,0) ↓ [0,0) = ∅.

Aus der Stetigkeit des Maßes µ von oben folgt daher

lim
k→∞

Fµ(xk) = − lim
k→∞

µ([xk,0))) = µ(∅) = 0 = Fµ(0).

Das zeigt die Linksstetigkeit im Punkt x = 0.

(b) Angenommen, F ist im Punkt x rechtsstetig. Aus der Stetigkeit des Maßes von unten

(vgl. Satz 3.3f)) folgt dann

µ({x}) = µ(⋂
k∈N
[x,x + 1

k
))

= lim
k→∞

µ([x,x + 1

k
))

= lim
k→∞
(F (x + 1

k
) − F (x))

⋆= F (x) − F (x) = 0

wobei wir im Schritt (⋆) die Rechtsstetigkeit benutzt haben.

Es sei nun µ({x}) = 0. Eine ähnliche Rechnung wie im ersten Teil des Beweises zeigt,

dass für jede Folge (ϵk)k∈N mit ϵk → 0 gilt:

F (x+) − F (x) = lim
k→∞

F (x + ϵk) − F (x)
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= lim
k→∞

µ([x,x + ϵk))

= µ(⋂
k∈N
[x,x + ϵk))

= µ({x}).

(c) Da die halboffenen Intervalle S = {[a, b);a < b} einen Halbring bilden, genügt es nach

Satz 5.2 zu zeigen, dass νF ein Prämaß auf S ist (beachte: νF ist kein Maß, denn S

ist keine σ-Algebra!).

• νF (∅) = 0, νF nicht-negativ: Für beliebiges a ∈ R gilt νF (∅) = νF ([a, a)) =
F (a) − F (a) = 0. Dass νF nicht-negativ ist, folgt aus der Tatsache, dass F

monoton wachsend ist.

• (endlich) additiv: Es seien a ⩽ b ⩽ c so, dass [a, c) = [a, b) ∪⋅ [b, c) ∈ S. Dann ist

νF ([a, b)) + νF ([b, c)) = F (b) − F (a) + F (c) − F (b)

= F (c) − F (a)

= νF ([a, c))

= νF ([a, b) ∪⋅ [b, c)).

• σ-additiv auf S. Wir gehen wie beim Lebesgue-Maß vor. Es seien In = [an, bn) ∈ S
diskunkte Intervalle, so dass I = [a, b) = ⋃⋅∞n=1[an, bn) ∈ S. Für hinreichend kleine

ϵn, ϵ > 0 (die genauen Werte wählen wir später) ist

∞

⋃
n=1

(an − ϵn, bn) ⊃ [a, b − ϵ]

eine Überdeckung des kompakten Intervalls [a, b−ϵ]mit offenen Mengen. Wegen

der Kompaktheit gibt es eine endliche offene Teilüberdeckung. Insbesondere gibt

es ein N ∈ N so dass
N

⋃
n=1

(an − ϵn, bn) ⊃ [a, b − ϵ] Ô⇒
N

⋃
n=1

[an − ϵn, bn) ⊃ [a, b − ϵ).

Unser Ziel ist es,

νF [a, b) −
N

∑
n=1

νF [an, bn) ÐÐÐ→
N→∞

0.

zu zeigen. Zunächst bemerken wir, dass wir an ⩾ a′n verkleinern und bn ⩽ b′n
vergrößern können, um

N

⋃⋅
n=1

[an, bn) ⊂
N

⋃⋅
n=1

[a′n, b′n) = [a, b)

zu erreichen. Auf Grund der endlichen Additivität von νF auf S gilt dann

0 = νF [a, b) −
N

∑
n=1

νF [a′n, b′n) ⩽ νF [a, b) −
N

∑
n=1

νF [an, bn).
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Wieder können wir die endliche (Sub-)Additivität von νF verwenden:

0 ⩽ νF [a, b) −
N

∑
n=1

νF [an, bn)

= νF [a, b − ϵ) −
N

∑
n=1

νF [an − ϵn, bn)

⩽0 Überdeckung & subadditiv

+νF [b − ϵ, b) +
N

∑
n=1

νF [an − ϵn, an)

⩽ νF [b − ϵ, b) +
N

∑
n=1

νF [an − ϵn, an).

Nun wählen wir ϵ und ϵn. Es sei η > 0 beliebig und auf Grund der Linksstetigkeit

von F gibt es Werte ϵ > 0 und ϵn > 0 mit

νF [b − ϵ, b) = F (b) − F (b − ϵ) ⩽
η

2

und νF [an − ϵn, an) = F (an) − F (an − ϵn) ⩽ 2−n
η

2
.

Mithin gilt

0 ⩽ νF [a, b) −
N

∑
n=1

νF [an, bn) ⩽
η

2
+

N

∑
n=1

2−n
η

2
⩽ η.

und die Behauptung folgt, indem wir zuerst den Grenzwert N →∞ und danach

η → 0 bilden.

Gemäß Satz 5.2 existiert somit mindestens eine Erweiterung. Die Eindeutigkeit

folgt nun aus dem Eindeutigkeitssatz für Maße: Die Mengen An ∶= [−n,n) erfüllen

νF (An) < ∞ und An ↑ R.

(d) Es sei µ ein Maß mit µ([−n,n)) < ∞. Dann ist die in (a) definierte Funktion Fµ

endlich, d.h. Fµ(x) < ∞ für alle x ∈ R. Nach Teil (b) können wir νFµ zu einem Maß

fortsetzen. Um zu zeigen, dass νFµ = µ genügt es nach dem Maßeindeutigkeitssatz zu

zeigen, dass

νFµ([a, b)) = µ([a, b)) für alle a ⩽ b.

Wir betrachten drei Fälle getrennt:

• 0 ⩽ a ⩽ b:

νFµ([a, b)) = Fµ(b) − Fµ(a) = µ([0, b)) − µ([0, a)) = µ([0, b) ∖ [0, a)) = µ([a, b)).

• a ⩽ b ⩽ 0:

νFµ([a, b)) = Fµ(b) − Fµ(a)

= −µ([b,0)) − (−µ([a,0)))

= µ([a,0)) − µ([b,0))

= µ([a,0) ∖ [b,0))

= µ([a, b)).

39



R.L. Schilling: Maß & Integral (2. Auflage)

• a ⩽ 0 ⩽ b:

νFµ([a, b)) = Fµ(b) − Fµ(a)

= µ([0, b)) − (−µ([a,0)))

= µ([a,0)) + µ([0, b))

= µ([a,0) ∪⋅ [0, b))

= µ([a, b)).

(e) Da λ([a, b)) = b − a = F (b) − F (a) gilt F (x) = x, x ∈ R.

(f) Sind a, b < 0 oder a, b > 0, dann ist δ0([a, b)) = 0 und somit folgt, dass F auf (−∞,0)
und (0,∞) konstant sein muss. Andererseits ist δ0([a, b)) = 1 für a ⩽ 0 < b - das

bedeutet, dass F an x = 0 einen Sprung der Höhe 1 haben muss. Da F zudem

linksstetig sein muss (s. Teil (b)), ist

F (x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0, x ⩽ 0,

1, x > 0

ein natürlicher Kandidat. Offenbar erfüllt aber auch c + F (x) für jede beliebige

Konstante c ∈ R die gewünschten Eigenschaften.

∎∎

Aufgabe 5.2. Lösung: Unter Ausnutzung der Messbarkeit erhalten wir

µ∗ (Q ∩
∞

⋃
i=1

Ai) = µ∗ ((Q ∩
∞

⋃
i=1

Ai) ∩A1) + µ∗ ((Q ∩
∞

⋃
i=1

Ai) ∩Ac
1)

= µ∗(Q ∩A1) + µ∗ (Q ∩
∞

⋃
i=2

Ai)

= . . .

=
n−1

∑
i=1

µ∗(Q ∩Ai) + µ∗(Q ∩ (∪∞i=nAi))

(5.1)

für alle n ∈ N. Somit gilt µ∗(Q ∩ ⋃∞i=1Ai) ⩾ ∑n−1
i=1 µ

∗(Q ∩ Ai) für alle n ∈ N. Für n → ∞
erhalten wir

µ∗ (Q ∩
∞

⋃
i=1

Ai) ⩾
∞

∑
i=1

µ∗(Q ∩Ai).

Falls ∑∞i=1 µ∗(Q ∩Ai) = ∞, dann gilt die Behauptung.

Falls ∑∞i=1 µ∗(Q ∩Ai) < ∞, dann gilt mittels der Subadditivität von äußeren Maßen

µ∗ (Q ∩
∞

⋃
i=n

Ai) ⩽
∞

∑
i=n

µ∗(Q ∩Ai)
n→∞ÐÐÐ→ 0.

Somit folgt die Behauptung aus (5.1) für n→∞.

∎∎
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Aufgabe 5.3. Lösung: b)⇒ a): Nach Annahme existiert für jedes ϵ > 0 eine Folge (Ik)k∈N
halboffener Rechtecke mit B ⊂ ⋃k∈N Ik. Folglich

λn(B) ⩽ λn (⋃
k∈N

Ik) ⩽ ϵ.

a)⇒b): Wie gewohnt bezeichnen wir die halboffenen Rechtecke mit I. Da λn ein Prämaß

auf I ist, folgt aus dem Satz von Carathéodory, Satz 5.2, dass das Maß

µ∗(A) = inf {
∞

∑
k=1

λn(Ik); (Ik)k∈N ⊂ I, ⋃
k∈N

Ik ⊃ A}

eine Fortsetzung auf σ(I) = B(Rn) definiert und dass diese Fortsetzung eindeutig ist (die

Mengen Ak ∶= [−k, k)n ∈ I erfüllen Ak ↑ Rn und λn(Ak) < ∞). Da λn offensichtlich eine

weitere Fortsetzung ist, gilt also

µ∗(A) = λn(A) für alle A ∈ B(Rn).

Aus der Definition von µ∗ folgt damit sofort die Behauptung.

∎∎

Aufgabe 5.4. Lösung: Wir rufen uns die Definition von µ∗ in Erinnerung:

µ∗(Q) = inf
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑
j∈N

µ(Bj); (Bj)j∈N ⊂ A,⋃
j∈N

Bj ⊃ Q
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

(a) Wir betrachten zunächst den Fall µ∗(Q) < ∞. Aus der Definition des Infimums wissen

wir, dass für jedes ϵ > 0 eine Folge (Bϵ
j)j∈N ⊂ A mit Bϵ ∶= ⋃j∈NB

ϵ
j ⊃ Q und

µ(Bϵ) − µ∗(Q) ⩽ ∑
j∈N

µ(Bϵ
j) − µ∗(Q) ⩽ ϵ.

(Die erste Abschätzung folgt aus der σ-Subadditivität.) Wir setzen B ∶= ⋂k∈NB
1/k ∈

A. Offensichtlich gilt dann B ⊃ Q und aus der Maßstetigkeit sieht man leicht µ(B) =
µ∗(Q). Es sei nun N ∈ A mit N ⊂ B ∖Q. Dann gilt B ∖N ⊃ Q (male ein Bild!) und

somit

µ∗(Q) − µ(N) = µ(B) − µ(N) = µ(B ∖N) = µ∗(B ∖N) ⩾ µ∗(Q).

Folglich, µ(N) = 0.

Nun sei Q ⊂ E mit µ∗(Q) = ∞. Da µ σ-endlich ist, existiert (Aj)j∈N mit Aj ↑ E und

µ(Aj) < ∞. Für Qj ∶= Aj ∩E existiert gemäß dem ersten Teil Bj ∈ A, Bj ⊃ Qj , mit

µ(Bj) = µ∗(Qj) und µ(N) = 0 für all N ∈ A mit N ⊂ Bj ∖Qj . Ohne Beschränkung

der Allgemeinheit können wir annehmen, dass Bj ⊂ Aj ; anderenfalls ersetzen wir Bj

durch Bj ∩Aj . Tatsächlich: Es gilt Bj ∩Aj ⊃ Qj , Bj ∩Aj ∈ A und

µ∗(Qj) = µ(Bj) ⩾ µ(Aj ∩Bj) ⩾ µ∗(Qj).
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Zudem ist Bj ∖ Qj ⊃ (Bj ∩ Aj) ∖ Qj , d.h. für N ⊂ (Bj ∩ Aj) ∖ Qj gilt weiterhin

µ(N) = 0.

Setze B ∶= ⋃j∈NBj ∈ A. Dann ist µ(B) ⩾ µ(Bj) = µ∗(Bj) ↑ ∞. Es sei nun N ∈ A mit

N ⊂ B ∖Q. Für Nj ∶= N ∩Aj ∈ A gilt

Nj = N ∩Aj ⊂ (B ∖Q) ∩Aj

Bj⊂Aj⊂ Cj ∖Q = Cj ∖Qj .

Also µ(Nj) = 0 und daher folgt aus der σ-Subadditivität, dass µ(N) ⩽ ∑j∈N µ(Nj) = 0.

(b) Definiere µ ∶= µ∗∣A∗ . Wir wissen aus (dem Beweis von) Theorem 5.2, dass µ ein Maß

auf A∗ ist. Für N∗ ∈ A∗ mit µ(N∗) = 0 gilt

µ∗(M) ⩽ µ∗(N∗) = µ(N∗) = 0 für alle M ⊂ N∗.

Wir müssen zeigen, dass M ∈ A∗. Nach (5.2) genügt es zu zeigen, dass

∀Q ⊂ E ∶ µ∗(E) = µ∗(E ∩M) + µ∗(Q ∖M).

Da µ∗ subadditiv ist, finden wir für alle Q ⊂ E:

µ∗(Q) = µ∗((Q ∩M) ∪ (Q ∖M))

⩽ µ∗(Q ∩M) + µ∗(Q ∖M)

⩽ µ∗(M)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

0

+µ∗(Q ∖M) ⩽ µ∗(Q).

Folglich ist M ∈ A∗.

(c) Offensichtlich ist (E,A∗, µ) eine Fortsetzung von (E,A, µ), denn A ⊂ A∗ und µ∣A = µ.

Gemäß Aufgabe 3.7 genügt es zu zeigen, dass

A∗ = {A ∪N ;A ∈ A,N ∈ N∗µ} (⋆)

bzw.

A∗ = {A∗ ⊂ E;∃A,B ∈ A,A ⊂ A∗ ⊂ B ∶ µ(B ∖A) = 0}; (⋆⋆)

hier bezeichnet N∗µ ∶= {N ⊂ E;∃N ′ ∈ A,N ⊂ N ′ ∶ µ(N ′) = 0}. Wir zeigen »⊃« in (⋆)
und »⊂« in (⋆⋆). Daraus folgt dann schon die Behauptung, da nach Aufgabe 3.7 die

rechten Seiten in (⋆) und (⋆⋆) übereinstimmen.

"⊂": Für A∗ ∈ A∗ existiert nach (a) eine Menge A ∈ A mit A ⊃ A∗ und A∖A∗ ist eine

A∗-Nullmenge. Analog finden wir B ∈ A, B ⊃ (A∗)c mit der Eigenschaft, dass

B ∖ (A∗)c = B ∩A∗ = A∗ ∖ (Bc)

eine A∗-Nullmenge ist. Folglich gilt Bc ⊂ A∗ ⊂ A und

A ∖Bc ⊂ (A ∖A∗) ∪ (A∗ ∖Bc)
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ist als Vereingung von zwei A∗-Nullmengen wieder eine A∗-Nullmenge. Wegen A ∖
Bc ∈ A ist A ∖Bc sogar eine A-Nullmenge.

"⊃": Wir haben in (b) gezeigt, dass Teilmengen von A-Nullmengen in A∗ enthalten

sind, somit sind Mengen der Form A ∪ N mit A ∈ A und N Teilmenge einer A-

Nullmenge wieder in A∗.

Bemerke: σ-Additivität ist wesentlich. Sei (E,A, µ) der Maßraum aus Beispiel 3.5.e) mit

A ≠ P(E) und

µ(A) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0, A = ∅,

∞, sonst.

Für A∗ definiert wie in Aufgabe 3.7 gilt dann A∗ = A, da die leere Menge die einzige µ-

Nullmenge ist. Benutzen wir dagegen die Konstruktion in dieser Aufgabe (Aufgabe 5.4),

erhalten wir A∗ = P(E).

∎∎

Aufgabe 5.5. Lösung: Da trivialerweise A ⊂ A∗ gilt, müssen wir nur untersuchen, ob für

Mengen B ⊂ R mit der Eigenschaft, dass B und Bc überabzählbar sind, gilt, dass B ∈ A∗.
Per Definition ist

γ∗(B) = inf
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∑
j∈N

γ(Aj);Aj ∈ A,⋃
j

Aj ⊃ B
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
.

(Beachte, dass γ∗(B) ⩽ 1 für beliebige Mengen B ⊂ R, da A1 = R, A2 = ⋅ ⋅ ⋅ = ∅ eine

triviale Überdeckung von B ist.) Da B nach Voraussetzung überabzählbar ist, muss eine

der Mengen Aj überabzälbar sein und folglich gilt γ∗(B) = 1. Wenden wir die gleiche

Argumentation auf Bc an, so erhalten wir γ∗(Bc) = 1. Dies widerspricht jedoch der

Additivität von γ∗ auf A∗:

1 = γ(R) = γ∗(R) ≠ γ∗(B) + γ∗(Bc) = 2.

Damit haben wir gezeigt, dass A = A∗. Für A ∶= (0,1) gilt daher offensichtlich A ∉ A∗.

∎∎

Aufgabe 5.6. Lösung: Da m nach Voraussetzung eine additive Mengenfunktion ist und 0 ⩽
m(E) ⩽ µ(E) < ∞ genügt es nach Lemma 3.8 zu zeigen, dass m stetig in ∅ ist und

m(∅) = 0.

• m(∅) = 0: Das folgt sofort aus m(∅) ⩽ µ(∅) = 0. (Beachte, dass ∅ = Ec ∈ B.)

• m stetig von oben: Es sei (Bk)k∈N ⊂ B mit Bk ↓ ∅. Aus µ(Bk) → 0 folgt dann

m(Bk) ⩽ µ(Bk)
k→∞ÐÐÐ→ 0.

Das zeigt, dass m stetig in ∅ ist.
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Bemerkung: Der Vollständigkeit halber überprüfen wir nochmal, dass jede additive Men-

genfunktion m auf einer Boooleschen Algebra B, die stetig von unten ist und m(∅) = 0,
m(E) < ∞ erfüllt, tatsächlich bereits ein Prämaß auf B ist:

Es sei (Bn)n∈N ⊂ B eine Folge disjunkter Mengen mitB ∶= ⋃n∈NBn ∈ B. Aus B1∪⋅ ⋅ ⋅ ⋅∪⋅Bn ∈ B
folgt

An ∶= B ∖ (B1 ∪⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∪⋅ Bn) = B ∩ (B1 ∪⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∪⋅ Bn)c
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈B

∈ B.

Da An ↓ ∅ erhalten wir aus der Stetigkeit in ∅, dass m(An) → 0. Unter Ausnutzung der

Additivität von m ergibt sich somit

m(B) =m(B ∖ (B1 ∪⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∪⋅ Bn)) +m(B1 ∪⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∪⋅ Bn)

=m(An) +
n

∑
j=1

m(Bj)

n→∞ÐÐÐ→ 0 +
∞

∑
j=1

m(Bj).

∎∎

Aufgabe 5.7. Lösung: Siehe Beweis von Lemma 18.5 in Kapitel 18.

∎∎
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6 Messbare Abbildungen

Aufgabe 6.1. Lösung:

(a) Nutze Fallunterscheidung (wie in Beispiel 6.3): 1A erzeugt die σ-Algebra {∅,A,Ac,E}.
Diese ist wegen A ∈ A auf jeden Fall in A enthalten, somit ist 1A messbar.

(b) B ist das Urbild von {1}, muss jedoch nicht in A enthalten sein. Messbarkeit gilt

hier also im Allgemeinen nicht.

(c) Nur ∅ und E können als Urbilder vorkommen, T ist also messbar.

(d) Wir bezeichnen die Abbildung mit T . Beachte, dass aufgrund der Disjunktheit der

Mengen Ai die Gleichheit T−1(B) = ∪{Ai ∶ i ∈ N, ci ∈ B} für alle B ∈ B(R) mit

ci = 2−i gilt. Somit ist T−1(B) ∈ B(R) für alle B ∈ B(R) aufgrund der Messbarkeit

der Ai. Dies zeigt die Messbarkeit von T .

∎∎

Aufgabe 6.2. Lösung:

(a)(Σ1) ∅ ∈ A ist offensichtlich.

(Σ2) Es sei A ∈ A. Gilt 2n ∈ Ac, dann gilt auch 2n + 1 ∈ Ac (dies folgt direkt aus der

Definition von A; wäre 2n + 1 ∈ A, dann wäre auch 2n ∈ A). Analog sehen wir,

dass 2n + 1 ∈ Ac Ô⇒ 2n ∈ Ac. Folglich, Ac ∈ A.

(Σ3) Es sei (Aj)j∈N ⊂ A. Ist 2n ∈ ⋃j Aj , dann existiert j0 mit 2n ∈ Aj0 . Wegen Aj0 ∈ A
gilt also 2n + 1 ∈ Aj0 ⊂ ⋃j Aj . Genauso folgt, dass 2n + 1 ∈ ⋃j Aj Ô⇒ 2n ∈ ⋃Aj .

(b) Die Bijektivität von T ist klar, denn offensichtlich gilt T−1(n) = n − 2. Es sei nun

A ∈ A eine beliebige Menge. Um die Messbarkeit von T zu beweisen, müssen wir

zeigen, dass T−1(A) ∈ A, d.h.

2n ∈ T−1(A) ⇔ 2n + 1 ∈ T −1(A) für alle n > 0.

Ist 2n ∈ T−1(A), n > 0, dann ist 2n + 2 = 2(n + 1) ∈ A. Wegen A ∈ A impliziert das

2n + 3 ∈ A und damit 2n + 1 = T −1(2n + 3) ∈ T−1(A). Folglich ist T messbar.

T−1 ist jedoch nicht messbar: Die Menge A = {k;k ⩽ 0} ist offenbar in A, aber

T (A) = {k;k ⩽ 2} ∉ A (da 2 = 2 ⋅ 1 ∈ A, aber 2 ⋅ 1 + 1 = 3 ∉ A).

∎∎

Aufgabe 6.3. Lösung:
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(a) »⇒«: Das folgt sofort aus Satz 6.4.

"⇐": Nach Definition 6.5 wird die σ-Algebra σ(Ti; i ∈ I) von Mengen der Form

G ∶= ⋃
i∈I

T−1i (Ai), Ai ∈ Ai,

erzeugt. Gemäß Lemma 6.2 genügt es daher zu zeigen, dass f−1(G) ∈ F. Mit Hilfe

von Aufgabe 2.2 sehen wir

f−1(G) = f−1 (⋃
i∈I

T −1i (Ai))

= ⋃
i∈I

f−1(T −1i (Ai))

= ⋃
i∈I

(f ○ Ti)−1(Ai)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∈F

∈ F.

(b) Für i ∈ {1, . . . ,m} bezeichnen wir mit πi ∶ Rm → R, x ↦ xi die Projektion auf die i-te

Koordinate. Die Abbildung πi ist stetig und somit B(Rm)/B(R)-messbar. Weiterhin

gilt offenbar πi ○ f = fi. Die Behauptung folgt aus dem ersten Teil, falls wir zeigen

können, dass

σ(πi; i = 1, . . . ,m) = B(Rm).

Da wir uns bereits überlegt haben, dass πi B(Rm)/B(R)-messbar ist für alle i =
1, . . . ,m, folgt aus der Definition von σ(πi; i = 1, . . . ,m), dass σ(πi; i = 1, . . . ,m) ⊂
B(Rm). Andererseits: Ist I ∈ I ein halboffenes Rechteck (im Rm), dann können wir

I = I1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Im schreiben wobei I1, . . . , Im halboffene Rechtecke in R (also halboffene

Intervalle) sind. Damit ist

I = π−11 (I1) ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩ π−1m (Im) ∈ σ(πi; i = 1, . . . ,m).

Da dies für jedes halboffene Rechteck gilt und σ(I) = B(Rm), zeigt dies σ(I) =
B(Rm) ⊂ σ(πi; i = 1, . . . ,m).

∎∎

Aufgabe 6.4. Lösung: Sei g ∶ C→ R2, z = x + iy ↦ (x, y) und bezeichne mit OC die Euklidische

Topologie auf C.

Vorüberlegung:

C ∶= g−1(B(R2)) ∶= {g−1(B) ∶ B(R2)}

stimmt mit B(C) ∶= σ(OC) überein.

Begründung: Da die Abbildung g ∶ C→ R2 stetig ist, gilt g−1(B(R2)) ⊂ B(C).

Andererseits: Ist z ∈ C und ϵ > 0, dann ist Bϵ(z) = g−1(Bϵ(g(z))) ∈ g−1(B(R2)) (überlegen

Sie sich mal, warum die Radien gleich bleiben!?); folglich gilt σ(OC) ⊂ g−1(B(R2)). Hier
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verwenden wir, dass die σ-Algebra σ(OC) von offenen Kugeln der Form Bϵ(z), z ∈ C, ϵ > 0,
erzeugt wird; das folgt analog zum Beweis von Aufgabe 2.6.

Wir zeigen nun die Aussage aus der Aufgabe: Aus dem ersten Teil unserer Überlegung

folgt, dass eine Abbildung h ∶ E → C genau dann A/B(C)-messbar ist, falls g ○ h ∶ E → R2

A/B(R2)-messbar ist.

Tatsächlich: Die Abbildung h ∶ (E,A) → (C,B(C)) ist per Definition messbar genau dann,

wenn h−1(A) ∈ A für alle A ∈ B(C) = C. Wegen C = g−1(B(R2)) ist dies äquivalent zu

h−1(g−1(B)) = (g ○ h)−1(B) ∈ A für alle B ∈ B(R2) und damit zur Messbarkeit von g ○ h.
Da (g ○ h)(x) = (Reh(x), Imh(x)) folgt die Behauptung nun direkt aus Aufgabe 6.3.

∎∎

Aufgabe 6.5. Lösung:

(a)

1T−1(A′)(x) = 1 ⇔ x ∈ T−1(A′) ⇔ T (x) ∈ A′

⇔ 1A′(T (x)) = 1 ⇔ (1A′ ○ T )(x) = 1

Da die Indikatorfunktion nur die Werte 0 und 1 annimmt, erhält man die Gleichheit

im Fall = 0 durch Negation der gezeigten Äquivalenz.

(b) »⇒«: Sei T meßbar. Dann gilt T−1(A′) ∈ A ∀A′ ∈ A′ und da A eine σ-Algebra ist,

folgt somit

σ(T ) = σ({T−1(A′) ∣ A′ ∈ A′}) ⊂ σ(A) = A.

"⇐": σ(T ) ⊂ A bedeutet insbesondere

T−1(A′) ∈ A ∀A′ ∈ A′,

d. h. T ist messbar.

(c) Nach Satz 6.6 sind Bildmaße stets Maße. Da T eine Abbildung ist, gilt stets T−1(E′) =
E und ν ○ T −1(E′) < ∞ bzw. ν ○ T−1(E′) = 1 folgt jeweils aus der Definition des

Bildmaßes.

Ein von einem σ-endlichen Maß erzeugtes Bildmaß muss nicht σ-endlich sein. Gegen-

beispiel: Wähle das Zählmaß µ auf Z2 und T ((x, y)) = x. Während µ selbst σ-

endlich ist, gilt dies nicht für T (µ).

∎∎

Aufgabe 6.6. Lösung: Beachte: Wir haben – im Sinne der folgenden Definition 7.1 – implizit

»Borel-messbar« angenommen.

Es sei f ∶ (E,A) → (R,B(R)) eine Borel-messbare Funktion und A ∈ A ein Atom.

Angenommen, f ist nicht konstant auf A, dann existieren y1, y2 ∈ R, y1 ≠ y2, und e1, e2 ∈ A
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mit f(e1) = y1, f(e2) = y2. Da f Borel-messbar ist, sind

A1 ∶= f−1({y1}) ∈ A A2 ∶= f−1({y2}) ∈ A.

Wesentlich ist hierbei, dass einpunktige Mengen in der σ-Algebra des Bildes sind. Das ist

für die Borel-σ-Algebra sicherlich erfüllt: {y} ∈ B(R).

Die Menge B ∶= A1 ∩A hat offenbar die folgenden Eigenschaften:

• B ∈ A (A ist eine σ-Algebra) und B ⊂ A.

• B ≠ ∅ (wg. e1 ∈ B).

• B ≠ A (wg. e2 ∈ A2).

Dies ist offenbar ein Widerspruch zu der Annahme, dass A ein Atom ist.

∎∎

Aufgabe 6.7. Lösung: Offenbar gilt T−1(G) ⊂ T−1(σ(G)) und somit, nach Aufgabe 2.3, σ(T −1(G)) ⊂
T−1(σ(G)). Für die umgekehrte Richtung bemerken wir, dass die Abbildung

T ∶ (E,σ(T −1(G))) → (Y,σ(G))

messbar ist. Tatsächlich: Nach Lemma 6.1 genügt es die Messbarkeit am Erzeuger G zu

testen. Diese folgt sofort aus T−1(G) ⊂ σ(T−1(G)). Folglich ist T messbar und somit

T −1(σ(G)) ⊂ σ(T−1(G)).

∎∎

Aufgabe 6.7. Lösung:

(a) Wegen ∅ ∈ E und ∅ ∈ F folgt

∀E ∈ E ∶ E ∪ ∅ ∈ E⋓ F Ô⇒ E ⊂ E⋓ F

sowie

∀F ∈ F ∶ ∅ ∪ F ∈ E⋓ F Ô⇒ F ⊂ E⋓ F.

Mithin E∪F ⊂ E⋓F. Ganz ähnlich verwendet man E ∈ E und E ∈ F, um E∪F ⊂ E⋒F
zu zeigen.

(b) Es seien A,B ⊂ E mit A ∩ B ≠ ∅, A ∪ B ≠ E und A /⊂ B, B /⊂ A. Dann gilt für

E ∶= {∅,A,Ac,E} und F ∶= {∅,B,Bc,E}, dass

E ∪ F = {∅,A,B,Ac,Bc,E}

während

E⋓ F = {∅,A,B,Ac,Bc,A ∪B,Ac ∪Bc,A ∪Bc,Ac ∪B,E}.

Ganz ähnlich geht man bei E⋒ F vor.
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(c) Teilaufgabe (a) zeigt

σ(E⋓ F) ⊃ σ(E ∪ F) und σ(E⋒ F) ⊃ σ(E ∪ F).

Umgekehrt ist klar, dass

E⋓ F ⊂ σ(E ∪ F) und E⋒ F ⊂ σ(E ∪ F)

also

σ(E⋓ F) ⊂ σ(E ∪ F) und σ(E⋒ F) ⊂ σ(E ∪ F),

und es folgt

σ(E⋓ F) = σ(E ∪ F) = σ(E⋒ F).

∎∎
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7 Messbare Funktionen

Aufgabe 7.1. Lösung:

(a) Nach Lemma 6.2 reicht es, die Messbarkeit am Erzeuger zu untersuchen. Sei also

B = [a, b) ∈ I, a < b. Dann gilt

Q−1(B) = E ∩

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∅ falls a, b ⩽ 0

(−
√
b,+
√
b) falls a ⩽ 0, b > 0

(−
√
b,−
√
a] ∪ [

√
a,
√
b) falls a, b > 0

Diese Mengen sind in B(E) enthalten, vgl. Aufgabe 2.4, also ist Q B(E)/B(R)-
messbar.

(b) Bezeichnet T die Einbettung von E nach R mit x↦ x, so gilt formal:

ν(T 2 ∈ B) = ν(±T ∈
√
B).

Konkret: Wir wissen bereits, dass ν ○ Q−1 ein Maß ist (Satz 6.6). Weiterhin ist I

schnittstabil und ν ○Q−1 in beiden Fällen sogar endlich, da ν beide Male aus einem

beschränkten Lebesgue-Maß hervorgeht. Somit ist die Eindeutigkeit gemäß Satz 4.5

gegeben und es reicht wieder aus, Elemente B = [a, b) ∈ I, a ⩽ b, zu betrachten.

(i) Aus Teil (a) sehen wir

ν(Q−1(B)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, b ⩽ 0 oder a > 1

λ([0,
√
b)), a < 0, b > 0

λ([√a,
√
b ∧ 1)), 0 < a < 1

=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0, b ⩽ 0 oder a > 1
√
b ∧ 1 −

√
0 ∨ a ∧ 1, sonst.

(ii) Auch hier benutzen wir (a):

ν(Q−1(B)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, b ⩽ 0 oder a > 1

λ([(−
√
b) ∨ (−1),

√
b ∧ 1)), a < 0, b > 0

1
2λ([(−

√
b) ∨ (−1),√a) ∪ [√a,

√
b ∧ 1)), 0 < a < 1

=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0, b ⩽ 0 oder a > 1

21
2λ([0 ∨

√
a ∧ 1,

√
b ∧ 1)), sonst
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=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0, b ⩽ 0 oder a > 1

(
√
b ∧ 1)) − (0 ∧√a ∧ 1), sonst

∎∎

Aufgabe 7.2. Lösung:

(a) Behauptung: σ(u) = {B ∈ B(R);B = −B}.

"⊂": Sei B ∈ σ(u). Nach Definition existiert dann A ∈ B(R) mit B = u−1(A). Es sei

nun x ∈ B. Wegen u(−x) = u(x) ∈ A ist dann auch −x ∈ B. Also B = −B. Weiterhin

ist B ∈ B(R), da u stetig ist.

"⊃": Es sei B ∈ {BB(R);B = −B}. Wir müssen zeigen, dass A ∈ B(R) existiert mit

B = u−1(A). Setze A ∶= B, dann

x ∈ B ⇐⇒ ∣x∣ ∈ B ⇐⇒ x ∈ u−1(A).

(b) Offensichtlich gilt σ(u) = B(R).

(c) Behauptung: σ(u) = {B ∈ B(R2); (x, y) ∈ B, z ∈ R⇒ (x − z, y + z) ∈ B}.

"⊂": Sei B ∈ σ(u), dann B = u−1(A) für A ∈ B(R). Insbesondere B ∈ B(R2) da u

stetig ist. Weiterhin ist für (x, y) ∈ B und z ∈ R immer u(x − z, y + z) = u(x, y) ∈ A,

d.h. (x − z, y + z) ∈ u−1(A) = B.

"⊃": Es sei B ∈ {B ∈ B(R2); (x, y) ∈ B, z ∈ R⇒ (x−z, y+z) ∈ B}. Wir müssen zeigen,

dass B = u−1(A) für ein A ∈ B(R). Wir setzen A ∶= {y; (0, y) ∈ B}. Dann

(x, y) ∈ B⇔ (x − x, y + x) = (0, y + x) ∈ B⇔ u(x, y) = x + y ∈ A.

(d) Behauptung: σ(u) = {B ∈ B(R2); (x, y) ∈ B, (v,w) ∈ R2, x2 + y2 = v2 +w2 ⇒ (v,w) ∈
B}.

"⊂": Für B ∈ σ(u) existiert A ∈ B(R) mit B = u−1(A). Ist (x, y) ∈ B und (v,w) ∈ R2

mit x2 + y2 = v2 + w2, dann ist offensichtlich u(v,w) = u(x, y) ∈ A, d.h. (v,w) ∈
u−1(A) = B.

"⊃": Sei B ∈ {B ∈ B(R2); (x, y) ∈ B, (v,w) ∈ R2, x2 + y2 = v2 +w2 ⇒ (v,w) ∈ B}. Für

A ∶= {(0, y2 + x2); (x, y) ∈ B} gilt dann gerade

(x, y) ∈ B⇔ (0, x2 + y2) ∈ B⇔ u(x, y) = x2 + y2 ∈ A.

∎∎

Aufgabe 7.3. Lösung: Jede lineare Abbildung auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum

ist stetig und somit Borel-messbar.

Beachte, dass f ∶ R → R2 mit f(x) ∶= (x,0)⊺ stetig und somit Borel-messbar ist. Die

Abbildung ist jedoch nicht messbar bzgl. der vervollständigten Borel-σ-Algebren:
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Es sei A ⊂ R, A ∉ B(R), Teilmenge einer Lesbegue-Nullmenge. Für A × {0} gilt dann

A × {0} ∈ B(R2) wegen A × {0} ⊂ N ∶= R × {0} und λ2(N) = 0 (vgl. Aufgabe 3.7,

Aufgabe 4.1). Andererseits ist f−1(A × {0}) = A ∉ B(R) ⊂ B(R), d.h. f ∶ (R,B(R)) →
(R2,B(R2)) ist nicht messbar.

∎∎

Aufgabe 7.4. Lösung: Per Definition ist B∗ ∈ B(R) genau dann, wenn B∗ = B ∪ S wo B ∈
B(R) und S eine der folgenden Mengen ist: ∅,{−∞},{∞},{−∞,∞}. Wir benutzen diese

Konvention für den Beweis: Mengen aus B(R) sind mit einem »∗« versehen. Da B(R)
eine σ-Algebra ist, erhalten wir, dass auch B(R) eine σ-Algebra ist:

(Σ1) Wähle B = ∅ ∈ B(R) und S = ∅, dann ∅∗ = ∅ ∪ ∅ ∈ B(R).

(Σ2) Es sei B∗ ∈ B(R). Aus B∗ = B ∪ S folgt

(B∗)c = (B ∪ S)c

= Bc ∩ Sc

= (R ∖B) ∩ (R ∖ S)

= (R ∖B ∪ {−∞,+∞}) ∩ (R ∖ S)

= ((R ∖B) ∩ (R ∖ S)) ∪ ({−∞,+∞} ∩ (R ∖ S))

= (R ∖B) ∪ ({−∞,+∞} ∩ (R ∖ S)).

Dies zeigt, dass sich (B∗)c als Vereingung einer B(R)-Menge und einer der Mengen

∅,{−∞},{∞},{−∞,∞} schreiben lässt; mithin, (B∗)c ∈ B(R).

(Σ3) Es sei (B∗n)n∈N ⊂ B(R), B∗n = Bn ∪ Sn. Dann ist

⋃
n∈N

B∗n = ⋃
n∈N
(Bn ∪ Sn) = (⋃

n∈N
Bn)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶B

∪(⋃
n∈N

Sn)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=∶S

.

Da B(R) eine σ-Algebra ist, giltB ∈ B(R) und S ist eine der Mengen ∅,{−∞},{∞},{−∞,∞}.
Folglich, ⋃n∈NB

∗
n ∈ B(R).

Wir müssen nun noch zeigen, dass die Borelmengen in R mit den Borelmengen in R
verträglich sind (Lemma 7.4).

• R ∩B(R) ⊂ B(R): Es sei B∗ ∈ B(R), B∗ = B ∪ S. Dann ist B∗ ∩R = B ∈ B(R).

• B(R) ⊂ R∩B(R): Es sei B ∈ B(R) beliebig. Wählen wir S ∶= ∅, so folgt, B∗ = B∪S ∈
B(R) und B = R ∩B∗ ∈ R ∩B(R).

∎∎

Aufgabe 7.5. Lösung:

(a) u+(x) = u(x)1{u⩾0}(x) ist messbar da {u ⩾ 0} ∈ B(R) (beachte hierzu, dass das Pro-

dukt von messbaren Funktionen wieder messbar ist, vgl. Korollar 7.14). Entsprechend
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ist u−(x) = −u(x)1{u⩽0}(x) ebenfalls messbar und somit ∣u∣ = u+ + u− messbar als

Summe von messbaren Funktionen.

Die »Umkehrung« ist schwieriger. Es gilt

• u+ messbar, u− messbar, dann ist u = u+ − u− messbar.

• ∣u∣ messbar, u+ messbar, dann ist u = 2u+ − ∣u∣ messbar.

• ∣u∣ messbar, u− messbar, dann ist u = ∣u∣ − 2u− messbar.

• ∣u∣ messbar, dann folgt nicht, dass u messbar ist. Betrachte dazu eine Menge

A ∉ B(R) und setze u = 1A −1Ac . Dann sind u,u+, u− nicht messbar, aber ∣u∣ ≡ 1
ist messbar.

• u+ messbar, dann folgt nicht, dass u messbar ist. Betrachte dazu Mengen

A ∉ B(R) und B ∈ B(R) und setze u = 1B − 1A. Dann ist u nicht messbar, aber

u+ ist messbar.

• u− messbar, dann folgt nicht, dass u messbar ist. Geht analog zum vorange-

henden Beispiel.

(b) Da jede differenzierbare Funktion insbesondere stetig ist, ist u messbar. Weiterhin

ist

u′(x) = lim
n→∞

u(x + 1
n) − u(x)
1
n

messbar als punktweiser Grenzwert von messbaren Funktionen, vgl. Korollar 7.13.

∎∎

Aufgabe 7.6. Lösung:

(a) Direkt aus der Definition des Supremums folgt

sup
i
fi(x) > λ ⇐⇒ ∃i0 ∈ I ∶ fi0(x) > λ

⇐⇒ ∃i0 ∈ Ifi0(x) > λ

⇐⇒ x ∈ ⋃
i

{fi > λ}.

(b) Sei x ∈ {supi fi < λ}. Dann gilt fj(x) ⩽ supi∈I fi(x) < λ für alle j ∈ I, also x ∈ {fj < λ}
für alle j ∈ I und somit x ∈ ⋂j∈I{fj < λ}.

(Beachte: »⊃« gilt im Allgemeinen nicht. Betrachte zum Beispiel fi(x) ∶= −1
i , i ∈ N,

und λ = 0. Dann ist {supi fi < 0} = ∅ ≠ E = ⋂i{fi < 0}.)

(c) Es sei x ∈ ⋃i{fi ⩾ λ}. Dann existiert i0 ∈ I mit x ∈ {fi0 ⩾ λ}, also

sup
i∈I

f(x) ⩾ fi0(x) ⩾ λ.
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(d) Folgt aus

sup
i∈I

fi(x) ⩽ λ ⇐⇒ ∀i ∈ I ∶ fi(x) ⩽ λ

⇐⇒ ∀i ∈ I ∶ x ∈ {fi ⩽ λ}

⇐⇒ x ∈ ⋂
i∈I

{fi ⩽ λ}.

(e)-(h) Analog zu (a)-(d).

∎∎

Aufgabe 7.7. Lösung: Beachte, dass ∣fj(x) − u(x)∣ ⩽ 2−j für alle x ∈ {u < j} gilt. Somit hat

man supx∈E ∣fj(x) − u(x)∣ ⩽ 2−j für alle j > c.

∎∎

Aufgabe 7.8. Lösung: Betrachte zum Beispiel T ∶ [0,1) → [0,1) mit T (x) = x
2 und wn ∶ [0,1) →

R mit wn(x) = (−1)n1[1/2,1)(x).

∎∎

Aufgabe 7.9. Lösung: Wir zeigen zunächst, dass jede monotone Funktion Borel-messbar ist.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass u monoton wachsend

ist (sonst betrachte −u). Nach Lemma 7.2 genügt es zu zeigen, dass {u ⩽ a} ∈ B(R) für

alle a ∈ R. Falls {u ⩽ a} = ∅ ist dies trivialerweise erfüllt, wir dürfen also {u ⩽ a} ≠ ∅
annehmen. Ist x ∈ {u ⩽ a}, dann gilt für y ⩽ x, dass

u(y) ⩽ u(x) ⩽ a,

also y ∈ {u ⩽ a}. Setzen wir α ∶= sup{x;x ∈ {u ⩽ a}}, so gilt also entweder {u ⩽ a} = (−∞, α)
(falls α ∉ {u ⩽ a}) oder {u ⩽ a} = (−∞, α] (falls α ∈ {u ⩽ a}). Damit folgt offenbar die

Behauptung.

Wir wollen nun zeigen, dass σ(u) = B(R) genau dann gilt, wenn u streng monoton ist.

Da wir bereits gesehen haben, dass σ(u) ⊂ B(R) müssen wir nur untersuchen, wann

B(R) ⊂ σ(u) gilt.

Angenommen, u ist monoton, aber nicht streng monoton. Dann existieren x, y ∈ R, x < y,
so dass u∣[x,y] konstant ist. Behauptung: {x} ∉ σ(u). Tatsächlich: Gilt x ∈ u−1(A) für eine

Borel-Menge A ∈ B(R), so gilt auch [x, y] ∈ u−1(A). Folglich kann keine Menge A ∈ B(R)
existieren mit {x} = u−1(A). Das bedeutet aber gerade {x} ∉ σ(u). Wegen {x} ∈ B(R)
kann also nicht σ(u) = B(R) gelten.

Angenommen, u ist streng monoton. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir

annehmen, dass u streng monoton wachsend ist. Für a ∈ R, setzen wir A = (−∞, u(a)] ∈
B(R). Da u streng monoton wachsend ist, gilt u−1(A) = (−∞, a] ∈ σ(u). Da Mengen der

Form (−∞, a], a ∈ R, ein Erzeuger der Borel-σ-Algebra sind (vgl. Bemerkung 2.9), folgt

damit B(R) ⊂ σ(u).
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∎∎

Aufgabe 7.10. Lösung: Wir betrachten den Fall, dass u rechtsseitig stetig ist; der andere Fall

geht analog. Wir approximieren u durch Treppenfunktionen:

un(x) ∶=
2n2

∑
j=1

u(xnj+1)1[xn
j ,x

n
j+1)
(x)

mit xnj ∶= −n +
j
n . Offensichtlich ist un Borel-messbar. Behauptung:

u(x) = lim
n→∞

un(x).

Tatsächlich: Es sei x ∈ R. Dann existiert N ∈ N mit x ∈ [−N,N] und per Definition gilt

dann für alle n ⩾ N ,

un(x) = u(
⌊nx⌋ + 1

n
)

( ⌊nx⌋+1n ist die kleinste Zahl vom Typ k
n , k ∈ Z, die größer ist als x.) Aus der Rechtsstetigkeit

von u folgt nun sofort un(x) → u(x) für n → ∞. Folglich ist u Borel-messbar als punk-

tweiser Grenzwert von Borel-messbaren Funktionen.

∎∎

Aufgabe 7.11. Lösung: Offensichtlich definiert

gn(x) ∶=
n

∑
i=1

2−i1Gi(x), x ∈ E,

für jedes n ∈ N eine A/B(R)-messbare Funktion. Damit ist g = limn→∞ gn A/B(R)-
messbar als punktweiser Grenzwert von messbaren Funktionen. Folglich gilt σ(g) ⊂ A.

Um A ⊂ σ(g) zu zeigen, definieren wir

Σ ∶= {A ∈ A;A ∈ σ(g)}.

Σ ist eine σ-Algebra:

(Σ1) E ∈ Σ wegen E ∈ A und E ∈ σ(g).

(Σ2) Es sei A ∈ Σ. Dann ist A ∈ σ(g) und da σ(g) eine σ-Algebra ist, ist auch Ac ∈ σ(g);
folglich Ac ∈ σ(g).

(Σ3) Es seien (Aj)j∈N ⊂ Σ. Dann ist ⋃j∈NAj ∈ σ(g), also ⋃j Aj ∈ Σ.

Wegen Gi = {g = 2−i} ∈ σ(g) gilt zudem G ⊂ Σ. Folglich ist A = σ(G) ⊂ σ(g).

∎∎

Aufgabe 7.12. Lösung:

(a) Es sei ω ∈ Ω. Zunächst bemerken wir, dass es genügt zu zeigen, dass t↦X(t, ω)1[a,b](t) =∶
Xa,b(t, ω) für alle a < b messbar ist. Tatsächlich: Wegen

X(t, ω) = lim
R→∞

X−R,R(t, ω)
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ist t↦X(t, ω) dann messbar als punktweiser Grenzwert von messbaren Funktionen,

vgl. Korollar 7.13.

Um die Notation einfach zu halten, betrachten wir hier nur a = 0, b = 1; der allgemeine

Fall geht analog. Wir definieren

Xn(t, ω) ∶=
2n−1

∑
j=0

X( j+12n , ω)1[ j
2n ,

j+1
2n ∧1)

(t).

Für t ∈ [0,1] gilt ⌊2
nt⌋+1
2n ↓ t und damit folgt aus der Rechtsstetigkeit

Xn(t, ω) =X (
⌊2nt⌋ + 1

2n
, ω) n→∞ÐÐÐ→X(t, ω) t∈[0,1]= X0,1(t, ω).

Für t ∉ [0,1] ist Xn(t, ω) = 0 =X0,1(t, ω) und somit gilt

X0,1(t, ω) = lim
n→∞

Xn(t, ω) für alle t ∈ R, ω ∈ Ω.

Folglich genügt es gemäß Korollar 7.13 zu zeigen, dass t↦Xn(t, ω) messbar ist. Für

α ∈ R gilt

{t;Xn(t, ω) ⩽ α} = ⋃
j∈I

[ j
2n
,
j + 1
2n
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∈B(R)

∈ B(R)

wobei

I ∶= {j ∈ {0, . . . ,2n − 1};X (j + 1
2n

, ω) ⩽ α} .

Das zeigt, dass t↦Xn(t, ω) messbar ist, und somit folgt die Behauptung.

(b) Da t↦X(t, ω) rechtsstetig ist, gilt

sup
t∈R

X(t, ω) = sup
t∈Q

X(t, ω). (⋆)

Tatsächlich: Offensichtlich gilt »⩾«, d.h. es genügt »⩽« zu zeigen. Nach Definition

des Supremums existiert für jedes ϵ > 0 ein s ∈ R mit

X(s,ω) ⩾ sup
t∈R

X(t, ω) − ϵ.

Aus der Rechtsstetigkeit folgt, dass wir r ∈ Q, r > s, wählen können, so dass ∣X(r,ω)−
X(s,ω)∣ ⩽ ϵ. Damit

sup
t∈Q

X(t, ω) ⩾X(r,ω) ⩾X(s,ω) − ϵ ⩾ sup
t∈R

X(t, ω) − 2ϵ.

Da ϵ > 0 beliebig ist, erhalten wir die gewünschte Ungleichung.

Aus (⋆) sehen wir nun sofort, dass die Abbildung ω ↦ supt∈RX(t, ω)messbar ist; es ist

nämlich ein (abzählbares) Supremum über messbare Funktionen (vgl. Korollar 7.13).

∎∎
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Aufgabe 7.13. Lösung: "⇐": Angenommen es gibt zwei A/B(R)-messbare Funktionen f, g ∶
E → R mit f ⩽ ϕ ⩽ g und µ{f ≠ g} = 0. Für beliebiges x ∈ R gilt dann

{ϕ ⩽ x} = {ϕ ⩽ x, f = g} ∪ {ϕ ⩽ x, f ≠ g}

= {g ⩽ x, f = g}
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=∶A

∪{ϕ ⩽ x, f ≠ g}
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=∶N

.

Da f und g messbar sind, ist A ∈ A. Für N gilt dagegen N ⊂ {f ≠ g}, d.h. N ist

Teilmenge einer µ-Nullmenge. Aus der Definition von Aµ (siehe Aufgabe 3.7) folgt deshalb

{ϕ ⩽ x} ∈ Aµ.

"⇒": Wir betrachten zunächst den Fall, dass ϕ eine Treppenfunktion ist, d.h.

ϕ(x) =
N

∑
j=1

cj1Aj(x), x ∈ E,

mit cj ∈ R, Aj ∈ Aµ (j = 1, . . . , n). Aus der Definition von Aµ folgt, dass wir Aj schreiben

können als

Aj = Bj +Nj

mit Bj ∈ A und Nj Teilmenge einer µ-Nullmenge Mj ∈ A. Definieren wir

f(x) ∶=
n

∑
j=1

cj1Bj(x) g(x) ∶=
n

∑
j=1

cj1Bj∪Mj(x), x ∈ E,

so handelt es sich bei f und g offensichtlich um A/B(R)-messbare Funktionen und es gilt

f ⩽ ϕ ⩽ g. Weiterhin ist

µ(f ≠ g) ⩽ µ
⎛
⎝

n

⋃
j=1

Mj
⎞
⎠
⩽

n

∑
j=1

µ(Mj) = 0.

Damit haben wir gezeigt, dass die Behauptung für Treppenfunktionen gilt.

Es sei nun ϕ eine beliebige Aµ/B(R)-messbare Funktionen. Aus Korollar 7.11 wissen

wir, dass eine Folge (ϕn)n∈N von Aµ/B(R)-messbaren Treppenfunktionen existiert mit

ϕn(x) → ϕ(x) für alle x ∈ E. Der erste Teil des Beweises zeigt, dass für jedes n ∈ N
A/B(R)-messbare Funktionen fn, gn mit fn ⩽ ϕn ⩽ gn und µ(fn ≠ gn) = 0. Wir setzen

f(x) ∶= lim inf
n→∞

fn(x) g(x) ∶= lim inf
n→∞

gn(x), x ∈ E.

f und g wieder A/B(R)-messbare Funktionen (Korollar 7.11) und es gilt f ⩽ ϕ ⩽ g.
Außerdem ist

µ(f ≠ g) ⩽ µ(⋃
n∈N
{fn ≠ gn}) ⩽ ∑

n∈N
µ(fn ≠ gn) = 0.

∎∎
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8 Das Integral positiver messbarer

Funktionen

Aufgabe 8.1. Lösung: Betrachte den Maßraum ([−1,0],B([−1,0]), λ) und die Folge von Funk-

tionen

fk(x) ∶= 2k1[−2−k,0)(x), x ∈ [−1,0], k ∈ N0.

Für jedes feste k ist x↦ fk(x) monoton und positiv. Weiterhin gilt ∫[−1,0] fk(x)λ(dx) = 1.
Andererseits ist es nicht schwer zu sehen, dass

sup
k∈N0

fk(x) =
∞

∑
j=0

2j1[−2−j ,−2−(j+1))(x)

(Bild malen!). Aus der Monotonie des Integrals folgt daher

∫
[−1,0]

sup
k∈N0

fk(x)λ(dx) ⩾ ∫
[−1,2−N ]

sup
k∈N0

fk(x)λ(dx)

=
N−1

∑
j=0
∫
[−2−j ,−2−(j+1))

sup
k∈N0

fk(x)λ(dx)

=
N−1

∑
j=0

2jλ([−2−j ,−2−(j+1)))

=
N−1

∑
j=0

1

2
= N

2

für alle N ⩾ 1. Da dies für beliebige N ⩾ 1 gilt, erhalten wir

∫
[−1,0]

sup
k∈N

fk(x)λ(dx) = ∞ ≠ 1 = sup
k∈N
∫ fk(x)λ(dx).

∎∎

Aufgabe 8.2. Lösung: Wir zeigen zunächst, dass aus dem Satz von Beppo Levi die Aussage

∫
∞

∑
n=0

un(x)µ(dx) =
∞

∑
n=0
∫ un(x)µ(dx) (⋆)

folgt. Da un ⩾ 0 gilt für vk ∶= ∑k
n=0 un, dass vk ↑ v ∶= ∑∞n=0 un. Aus dem Satz von Beppo

Levi erhalten wir deshalb

∫
∞

∑
n=0

un(x)µ(dx) = ∫ v(x)µ(dx) = sup
k∈N
∫ vk(x)µ(dx)

= sup
k∈N

k

∑
n=0
∫ un(x)µ(dx)
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=
∞

∑
n=0
∫ un(x)µ(dx).

Das zeigt die Behauptung.

Nun gelte (⋆). Es sei (un)n∈N ⊂ L0,+(A) mit un ↑ u wie in Beppo Levi. Wir setzen

vn ∶= un − un−1, n ∈ N (u0 ∶= 0). Dann gilt vn ⩾ 0 und

un =
n

∑
k=1

vk ↑
∞

∑
k=1

vk = u.

Aus (⋆) folgt somit

∫ u(x)µ(dx) = ∫
∞

∑
k=1

vk(x)µ(dx)

=
∞

∑
k=1
∫ vk(x)µ(dx)

= sup
n∈N
∫

n

∑
k=1

vk(x)µ(dx)

= sup
n∈N
∫ un(x)µ(dx).

∎∎

Aufgabe 8.3. Lösung: Setze

ν(A) ∶= ∫
E
1A(x)u(x)µ(dx).

• A ist nach Voraussetzung eine σ-Algebra auf E. Wegen 1A ⩾ 0 und u ⩾ 0 folgt aus

der Positivität des Integrals, dass ν(A) ⩾ 0 für alle A ∈ A.

• Offenbar gilt

ν(∅) = ∫ 1∅(x)
´¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶

0

u(x)µ(dx) = 0.

• Es sei (Aj)j∈N ⊂ A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Aus 1⋃j∈N Aj = ∑j∈N 1Aj

und Aufgabe 8.2 folgt

ν
⎛
⎝⋃j∈N

Aj
⎞
⎠
= ∫ ∑

j∈N
(1Aj(x)u(x))µ(dx)

= ∑
j∈N
∫ 1Aj(x)u(x)µ(dx)

= ∑
j∈N

ν(Aj).

∎∎

Aufgabe 8.4. Lösung: Wegen un ⩽ u definiert vn ∶= u−un eine Folge messbarer nicht-negativer

Funktionen. Gemäß Fatous Lemma gilt also

∫ lim inf
n→∞

(u − un)dµ = ∫ lim inf
n→∞

vn dµ
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⩽ lim inf
n→∞

∫ vn dµ

= ∫ lim inf
n→∞

∫ (u − un)dµ.

Aus ∫ udµ < ∞ und

lim inf
n→∞

(−an) = − lim sup
n→∞

an

für eine beliebige Folge (an)n ⊂ R folgt

∫ udµ − lim sup
n→∞

∫ un dµ ⩽ ∫ udµ − ∫ lim sup
n→∞

∫ un dµ.

Subtrahieren wir auf beiden Seiten ∫ udµ < ∞ und multiplizieren die Ungleichung mit

(−1), so erhalten wir die Behauptung.

Bemerkung: Für weitere Verallgemeinerungen von Fatous Lemma siehe auch Aufgabe 9.6.

∎∎

Aufgabe 8.5. Lösung:

(a) Es gibt (mindestens) zwei Möglichkeiten die Aussage zu beweisen, entweder mit Hilfe

der Stetigkeit des Maßes oder Fatous Lemma:

Lösung 1: Für Bk ∶= ⋂i⩾kAi gilt Bk ↑ lim infi→∞Ai. Aus der Stetigkeit des Maßes

von unten (vgl. Satz 3.3f)) erhalten wir deshalb

µ(lim inf
i→∞

Ai) = lim
k→∞

µ(Bk).

Da Bk ⊂ Ak, also µ(Bk) ⩽ µ(Ak), folgt

µ(lim inf
i→∞

Ai) = lim
k→∞

µ(Bk)

⩽ lim inf
k→∞

µ(Ak).

Lösung 2: Wegen 1lim infi→∞Ai
= lim infi→∞ 1Ai , siehe Aufgabe 2.10, gilt nach Fatous

Lemma

µ(lim inf
i→∞

Ai) = ∫ 1lim infi→∞Ai
dµ

= ∫ lim inf
i→∞

1Ai dµ

⩽ lim inf
i→∞

∫ 1Ai dµ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
µ(Ai)

.

(b) Genau wie in Teilaufgabe (a) hat man auch hier verschiedene Möglichkeiten, die

Aussage zu beweisen.

Lösung 1: Für Bk ∶= ⋃i⩾kAi gilt Bk ↓ lim supi→∞Ai. Aus der Stetigkeit des Maßes

von oben folgt

µ(lim sup
i→∞

Ai) = lim
n→∞

µ(Bk)
Bk⊂Ak⩾ lim sup

n→∞
µ(Ak).
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(Für die Stetigkeit von oben haben wir die Endlichkeit des Maßes verwendet, siehe

Satz 3.3g).) Lösung 2: Wir verwenden eine Folgerung aus Fatous Lemma, die in

Aufgabe 8.4 gezeigt wurde:

lim sup
i→∞

∫ ui dµ ⩽ ∫ lim sup
i→∞

ui dµ

falls 0 ⩽ ui ⩽ u für ein u mit ∫ udµ < ∞. Hier können wir u = 1 wählen (integrierbar,

da µ ein endliches Maß ist) und erhalten

µ(lim sup
i→∞

Ai) = ∫ 1lim supi→∞Ai
dµ

= ∫ lim sup
i→∞

1Ai dµ

⩽ lim sup
i→∞

∫ 1Ai dµ

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
µ(Ai)

.

(c) Betrachte den Maßraum (R,B(R), λ) und Ai ∶= [i,2i]. Wegen

lim sup
i→∞

Ai = ⋂
k∈N
⋃
i⩾k

[i,2i] = ⋂
k∈N
[k,∞) = ∅

gilt

λ(lim sup
i→∞

Ai) = 0.

Andererseits ist µ(Ai) = i für alle i ∈ N, also

lim sup
i→∞

µ(Ai) = ∞.

(d) Aus ∑∞i=1 µ(Ai) < ∞ folgt offenbar

∞

∑
i=k

µ(Ai)
k→∞ÐÐÐ→ 0.

Damit

0 ⩽ µ(lim sup
i→∞

Ai) = µ(⋂
k∈N
⋃
i⩾k

Ai)

⩽ µ(⋃
i⩾k

Ai)

⩽
∞

∑
i=k

µ(Ai)

k→∞ÐÐÐ→ 0.

∎∎

Aufgabe 8.6. Lösung: Bevor wir mit dem Beweis beginnen, beweisen wir ein Hilfslemma.
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Lemma. Es sei (βij)i,j∈N ⊂ R. Dann gilt

sup
i∈N

sup
j∈N

βij = sup
j∈N

sup
i∈N

βij . (⋆)

Beweis. Offensichtlich gilt βmn ⩽ supj∈N supi∈N βij für alle m,n ∈ N. Da die rechte Seite

nicht von m,n abhängt, bleibt die Ungleichung erhalten, wenn wir das Supremum über n

nehmen:

sup
n∈N

βmn ⩽ sup
j∈N

sup
i∈N

βij für alle m ∈ N.

Mit der gleichen Argumentation folgt

sup
m∈N

sup
n∈N

βmn ⩽ sup
j∈N

sup
i∈N

βij .

Die umgekehrte Ungleichung »⩾« indem wir die Rollen von i, j und m,n vertauschen. ∎

(a) Zunächst bemerken wir, dass wegen ci ⩾ 0 die Reihe µ(A) = ∑i∈N ciµi(A) für jedes

A ∈ A eine Summe von nicht-negativen Zahlen darstellt und somit µ(A) wohldefiniert

ist (beachte, dass wir µ(A) = ∞ zulassen).

(M1) Aus µi(∅) = 0 erhalten wir

µ(∅) = ∑
i∈N
ciµi(∅) = 0.

Beachte: Es kann der Fall ci = ∞ auftreten; dann gilt aber trotzdem ciµ(∅) =
∞ ⋅ 0 = 0, vgl. Tabelle 7.1.

(M2) Es sei (Aj)j∈N ⊂ A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Aus der σ-Additivität

der µi’s folgt

µ
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
= ∑

i∈N
ciµi
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠

= lim
N→∞

N

∑
i=1

ci∑
j∈N

µi(Aj)

= lim
N→∞

⎛
⎝

N

∑
i=1

ci lim
M→∞

M

∑
j=1

µi(Aj)
⎞
⎠

= lim
N→∞

lim
M→∞

N

∑
i=1

M

∑
j=1

ciµi(Aj)

= sup
N∈N

sup
M∈N

N

∑
i=1

M

∑
j=1

ciµi(Aj).

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass die Folgen monoton wachsend sind,

also lim = sup. Mit (⋆) sehen wir nun

µ
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
= sup

M∈N
sup
N∈N

M

∑
j=1

N

∑
i=1

ciµi(Aj)

= lim
M→∞

lim
N→∞

M

∑
j=1

N

∑
i=1

ciµi(Aj)
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= lim
M→∞

M

∑
j=1
∑
j∈N

ciµi(Aj)

= lim
M→∞

M

∑
j=1

ciµ (Aj)

=
∞

∑
j=1

µ(Aj).

(b) Für A ∈ A gilt

∫ 1A dµ = µ(A) = ∑
i∈N
ciµi(A) = ∑

i∈N
ci∫ 1A dµi, (⋆⋆)

d.h. die behauptete Gleichheit gilt für u = 1A. Ist nun u = ∑m
j=1 aj1Aj , aj ∈ R, Aj ∈ A,

eine einfache Funktion, so folgt aus der Linearität des Integrals

∫ udµ =
m

∑
j=1

aj ∫ 1Aj dµ

(⋆⋆)=
m

∑
j=1

aj∑
i∈N
ci∫ 1Aj dµi

= ∑
i∈N
ci
⎛
⎝∫
⎛
⎝

m

∑
j=1

aj1Aj

⎞
⎠
dµi
⎞
⎠

= ∑
i∈N
ci∫ udµi.

Schließlich sei u ∈ L0,+(A) eine beliebige Funktion. Wir wählen gemäß dem Sombrero-

Lemma eine Folge (uk)k∈N von einfachen Funktionen mit 0 ⩽ un ↑ u. Aus dem Satz

von Beppo Levi (BL) sowie (⋆) erhalten wir

∫ udµ
BL= sup

k∈N
∫ un dµ = sup

n∈N

∞

∑
i=1

ci∫ un dµi = sup
n∈N
∑
m∈N

m

∑
i=1

ci∫ un dµi

(⋆)= sup
m∈N

sup
n∈N

m

∑
i=1

ci∫ un dµi = sup
m∈N

lim
n→∞

m

∑
i=1

ci∫ un dµi = sup
m∈N

m

∑
i=1

ci lim
n→∞
∫ un dµi

BL= sup
m∈N

m

∑
i=1

ci∫ udµi = ∑
i∈N
ci∫ udµi.

(c) Wähle ci = 1 und µi = δi für alle i ∈ N. Aus (b) wissen wir, dass

∫ u(x)(∑
i∈N
δi(dx)) = ∑

i∈N
∫ u(x) δi(dx)

für alle u ∈ L0,+. Für u(x) ∶= ∑k∈N axk, x ∈ N, ergibt sich wegen

∫ u(x)(∑
i∈N
δi(dx)) BL=

∑ k∈N
∫ axk (∑

i∈N
δi(dx)) = ∑

k∈N
∑
i∈N
aik

und

∑
i∈N
∫ u(x) δi(dx) = ∑

i∈N
∑
k∈N

aik

die Behauptung.
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Alternativlösung: Wir können die Aussage auch elementar mit (⋆) beweisen. Wegen

aik ⩾ 0 gilt

∑
i∈N
∑
k∈N

aik = sup
M∈N

sup
N∈N

M

∑
i=1

N

∑
k=1

aik

= sup
M∈N

sup
N∈N

N

∑
k=1

M

∑
i=1

aik

(⋆)= sup
N∈N

sup
M∈N

N

∑
k=1

M

∑
i=1

aik

= sup
N∈N

N

∑
k=1

∑
i∈N
aik

= ∑
k∈N
∑
i∈N
aik.

∎∎

Aufgabe 8.7. Lösung:

(a) Zunächst beobachten wir, dass das Integral ∫ N(x,Q)µ(dx) wohldefiniert ist, da die

Abbildung x↦ N(x,Q) messbar und nicht-negativ ist.

(M1) Für jedes x ∈ E ist Q ↦ N(x,Q) ein Maß; insbesondere ist also N(x,∅) = 0.

Damit folgt aus der Definition µN(∅) = 0.

(M2) Es sei (Qj)j∈N ⊂ F eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Dann gilt

n

∑
j=1

N(x,Qj) ↑
∞

∑
j=1

N(x,Qj) = N
⎛
⎝
x,⋃⋅

j∈N
Qj
⎞
⎠

für jedes x ∈ E. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt daher

µN
⎛
⎝⋃⋅j∈NQj

⎞
⎠
= ∫ N

⎛
⎝
x,⋃⋅

j∈N
Qj
⎞
⎠
µ(dx)

= sup
n∈N
∫
⎛
⎝

n

∑
j=1

N(x,Qj)
⎞
⎠
µ(dx)

= sup
n∈N

n

∑
j=1
∫ N(x,Qj)µ(dx)

=
∞

∑
n=1

µN(Qj).

(b) Gemäß Teilaufgabe (a) ist das Integral Nf(x) ∶= ∫ f(y)N(x, dy) wohldefiniert. Die

Additivität (bzw. positive Homogenität) folgt sofort aus der Additivität (bzw. pos-

itiven Homogenität) des Integrals, vgl. Lemma 8.8. Wir müssen also nur noch die

Messbarkeit zeigen. Dazu sei f ∈ L0,+(F). Gemäß dem Sombrero-Lemma existiert

eine Folge (fn)n∈N von einfachen Funktionen mit 0 ⩽ fn ↑ f . Wenden wir den Satz

von Beppo Levi an, so sehen wir, dass

Nf(x) = ∫ sup
n∈N

fn(y)N(x, dy)
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= sup
n∈N
∫ fn(y)N(x, dy)

= sup
n∈N

Nfn(x).

Da x ↦ N(x,Q) messbar ist für alle Q ∈ F, sieht man leicht, dass x ↦ Nfn(x)
messbar ist (schreibe die einfache Funktion in ihrer Standarddarstellung auf und

benutze die Additivität und positive Homogenität). Folglich ist x↦ Nf(x) messbar,

vgl. Korollar 7.13.

(c) Wir folgen dem Hinweis und betrachten zunächst messbare nicht-negative Treppen-

funktionen. Es sei also

f(x) =
n

∑
j=1

cj1Qj(x), x ∈ F,

mit cj ⩾ 0 und Qj ∈ F, j = 1, . . . , n. Aus der positiven Homogenität und Additivität

erhalten wir

∫ f(x)(µN)(dx) =
n

∑
j=1

cj ∫ 1Qj(x)(µN)(dx)

=
n

∑
j=1

cj(µN)(Qj)

=
n

∑
j=1

cj ∫ N(x,Qj)µ(dx)

=
n

∑
j=1
∫ (∫ 1Qj(y)N(x, dy)) µ(dx)

= ∫ Nf(x)µ(dx).

Das zeigt die gewünschte Identität für nicht-negative Treppenfunktionen. Um die

Aussage auf alle nicht-negativen messbaren Funktionen zu erweitern, wenden wir das

Sombrero-Lemma an: Für f ∈ L0,+(F) existiert eine Folge (fn)n∈N von Treppenfunk-

tionen mit 0 ⩽ fn ↑ f . Aus dem Satz von Beppo Levi folgt

∫ f(x) (µN)(dx) = sup
n∈N
∫ fn(x) (µN)(dx)

= sup
n∈N
∫ Nfn(x)µ(dx)

= ∫ sup
n∈N

Nfn(x)µ(dx)

= ∫ Nf(x)µ(dx).

(Die letzte Gleichheit folgt mit Teilaufgabe (b); dort haben wir gezeigt, dass fn ↑
f Ô⇒ Nf = supnNfn.)

∎∎

Aufgabe 8.8. Lösung:
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(a) Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass µ(Ai) > 0 (da

Ai ↑ E gilt µ(Ai) > 0 für i hinreichend groß). Wir definieren

f(x) ∶= ∑
i∈N

1

2iµ(Ai)
1Ai(x).

Beachte, dass f wohldefiniert ist, da für i hinreichend groß gilt, dass µ(Ai) ⩾min{µ(E)/2,1}.
Da für jedes x ∈ E ein i ∈ N mit x ∈ Ai existiert, ist f(x) > 0 für alle x ∈ E. Weiterhin

ist f messbar (Grenzwert von messbaren Funktionen, vgl. Korollar 7.13). Aus dem

Satz von Beppo Levi folgt

∫ f(x)dµ(x) = ∫ (sup
n∈N

n

∑
i=1

1

2iµ(Ai)
1Ai(x)) dµ(x)

= sup
n∈N
(

n

∑
i=1

1

2iµ(Ai) ∫
1Ai(x)dµ(x))

=
∞

∑
i=1

1

2i
< ∞.

(b) Es sei c > 0. Dann folgt aus der Monotonie des Integrals

µ{u ⩾ c} = ∫
{u⩾c}

dµ(x)

= ∫
{u⩾c}

c

c
dµ(x)

⩽ 1

c
∫
{u⩾c}

u(x)dµ(x)

⩽ 1

c
∫ u(x)dµ(x).

Bemerkung: Für weitere Versionen der Markov-Ungleichung siehe auch Korollar 10.5

und Aufgabe 10.4.

(c) Wir folgen dem Hinweis und setzen Ai ∶= {f ⩾ i}. Offensichtlich gilt dann Ai ↑ E
und Ai ∈ A (da f messbar ist). Mit der Markov-Ungleichung aus Teil (b) sehen wir

außerdem

µ(Ai) = µ{f ⩾ i} ⩽
1

i
∫ f dµ < ∞

für alle i ∈ N.

∎∎
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9 Das Integral messbarer Funktionen

Aufgabe 9.1. Lösung: Für jede messbare Funktion u gilt u ∈ L1(µ) ⇔ ∣u∣ ∈ L1(µ). Wir können

also ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass u ⩾ 0. Wegen

k

∑
n=−k

1{2n⩽u<2n+1}u ↑ u1{u>0}

folgt aus dem Satz von Beppo-Levi, dass

∫ udµ = ∫
{u>0}

udµ = ∑
n∈Z
∫
{2n⩽u<2n+1}

udµ,

vgl. auch Aufgabe 8.2. Offenbar gilt zudem auf Grund der Monotonie des Integrals

C ∶= ∑
n∈Z
∫
{2n⩽u<2n+1}

2n dµ ⩽ ∑
n∈Z
∫
{2n⩽u<2n+1}

udµ ⩽ ∑
n∈Z
∫
{2n⩽u<2n+1}

2n+1 dµ,

d.h.

C ⩽ ∑
n∈Z
∫
{2n⩽u<2n+1}

udµ ⩽ 2C.

Folglich sind die folgenden Aussagen äquivalent:

u ∈ L1(µ) ⇔ ∑
n∈Z
∫
{2n⩽u<2n+1}

udµ < ∞

⇔ C = ∑
n∈Z

2nµ{2n ⩽ u < 2n+1} < ∞.

∎∎

Aufgabe 9.2. Lösung:

(a) Da die Abbildung g ∶ C → R2 stetig ist, gilt g−1(B(R2)) ⊂ B(C). Andererseits:

Ist z ∈ C und ϵ > 0, dann ist Bϵ(z) = g−1(Bg(z)(ϵ)) ∈ g−1(B(R2)); folglich gilt

σ(OC) ⊂ g−1(B(R2)) (Beachte: Die σ-Algebra σ(OC) wird von offenen Kugeln der

Form Bϵ(z), z ∈ C, ϵ > 0, erzeugt, vgl. den Beweis von Aufgabe 2.6.)

(b) Aus Teil (a) folgt, dass eine Abbildung h ∶ E → C genau dann A/C-messbar ist, falls

g ○ h ∶ E → R2 A/B(R2)-messbar ist. Tatsächlich: Die Abbildung h ∶ (E,A) → (C,C)
ist per Definition messbar genau dann, wenn h−1(A) ∈ A für alle A ∈ C. Wegen C =
g−1(B(R2)) ist dies äquivalent zu h−1(g−1(B)) = (g ○h)−1(B) ∈ A für alle B ∈ B(R2)
und damit zur Messbarkeit von g ○ h.

"⇒": Es sei h ∶ E → C A/C-messbar. Dann ist

(g ○ h) =
⎛
⎝
Reh

Imh

⎞
⎠
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A/B(R2)-messbar. Da die Projektionen πj ∶ R2 ∋ (x1, x2) ↦ xj ∈ R, Borel-messbar

sind (das folgt sofort aus der Stetigkeit), erhalten wir, dass Reh = π1(g ○ h) und

Imh = π2(g ○ h) als Kompositionen von messbaren Funktionen messbar sind.

"⇐": Es seien Reh und Imh A/B(R)-messbar. Dann ist die Abbildung (g ○ h) =
(Reh, Imh) A/B(R2)-messbar (siehe Satz 16.9). Damit folgt aus den obigen Über-

legungen, dass h ∶ (E,A) → (C,C) messbar ist.

(c) Wir zeigen zunächst die Additivität: Es seien g, h ∈ L1
C(µ). Aus

∣Re(g + h)∣ ⩽ ∣Re g∣ + ∣Reh∣ ∈ L1(µ) ∣ Im(g + h)∣ ⩽ ∣ Im(g)∣ + ∣ Im(h)∣ ∈ L1(µ)

sehen wir, dass g + h ∈ L1(µ). Wegen Re(g + h) = Re(g) + Re(h) und Im(g + h) =
Im(g) + Im(h) erhalten wir aus der Definition des Integrals

∫ (g + h)dµ = ∫ Re(g + h)dµ + i∫ Im(g + h)dµ

= ∫ (Re(g) +Re(h))dµ + i(Im(g) + Im(h))dµ

= ∫ Re(g)dµ + ∫ Re(h)dµ + i∫ Im(g)dµ + i∫ Im(h)dµ

= (∫ Re(g)dµ + i∫ Im(g)dµ) + (∫ Re(h)dµ + i∫ Im(h)dµ)

= ∫ g dµ + ∫ hdµ.

Hier haben wir benutzt, dass wir bereits wissen, dass das Integral für reellwertige

Integranden linear ist. In analoger Weise folgt die Homogenität des komplexwertigen

Integrals aus der Homogenität des reellwertigen Integrals.

(d) Da Reh und Imh reellwertige Funktionen sind, gilt ∫ Rehdµ ∈ R und ∫ Imhdµ ∈ R.

Folglich ist

Re(∫ hdµ) = Re(∫ Rehdµ + i∫ Imhdµ)

= ∫ Rehdµ.

Analog:

Im(∫ hdµ) = Im(∫ Rehdµ + i∫ Imhdµ)

= ∫ Imhdµ.

(e) Wir folgen dem Hinweis: Da ∫ hdµ ∈ C können wir θ ∈ (−π,π] wählen, so dass

eiθ ∫ hdµ ⩾ 0. Somit folgt aus (c),(d)

∣∫ hdµ∣ = eiθ ∫ hdµ

= Re(eiθ ∫ hdµ)

= ∫ Re(eiθh)dµ
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⩽ ∫ ∣eiθh∣dµ

= ∫ ∣h∣dµ.

(f) Wir haben uns bereits in (b) überlegt, dass die Messbarkeitsbegriffe übereinstimmen,

d.h. dass h ∶ (E,A) → (C,C) genau dann messbar ist, falls Reh und Imh A/B(R2)-
messbar sind. Sind Reh und Imh µ-integrierbar, so ist auch

∣h∣ =
√
(Reh)2 + (Imh)2 ⩽ ∣Reh∣ + ∣ Imh∣

µ-integrierbar. Ist dagegen ∣h∣ ∈ L1
R(µ), so folgt aus ∣Reh∣ ⩽ ∣h∣ und ∣ Imh∣ ⩽ ∣h∣, dass

auch Reh und Imh µ-integrierbar sind.

∎∎

Aufgabe 9.3. Lösung: Wir zeigen zunächst die Ungleichungsmkette.

∞

∑
i=1

1{∣u∣⩾i}(x) ⩽ ∣u(x)∣ ⩽
∞

∑
i=0

1{∣u∣⩾i}(x)

für alle x ∈ E.

Variante 1:

∞

∑
i=1

1{∣u∣⩾i} =
∞

∑
i=1

∞

∑
k=i

1{k+1>∣u∣⩾k} =
∞

∑
k=1

k

∑
i=1

1{k+1>∣u∣⩾k} =
∞

∑
k=1

k1{k+1>∣u∣⩾k}

und

∞

∑
k=1

k1{k+1>∣u∣⩾k} ⩽
∞

∑
k=1

∣u∣1{k+1>∣u∣⩾k} = ∣u∣1{∣u∣⩾1}

sowie

∞

∑
k=1

k1{k+1>∣u∣⩾k} ⩾
∞

∑
k=1

(∣u∣ − 1)1{k+1>∣u∣⩾k} = (∣u∣ − 1)1{∣u∣⩾1} ⩾ ∣u∣1{∣u∣⩾1} − 1{∣u∣⩾0}.

Somit

∞

∑
i=1

1{∣u∣⩾i} ⩽ ∣u∣1{∣u∣⩾1} ⩽ ∣u∣ ⩽ 1 +
∞

∑
i=1

1{∣u∣⩾i} =
∞

∑
i=0

1{∣u∣⩾i}

Variante 2: Es sei x ∈ E, dann existiert genau ein k ∈ N0 mit k ⩽ ∣u(x)∣ < k +1. Dann gilt

also

x ∈ {∣u∣ ⩾ i} für alle i ∈ {0, . . . , k}

und

x ∉ {∣u∣ ⩾ i} für alle i ⩾ k + 1.

Folglich

∑
i∈N0

1{∣u∣⩾i}(x) = k + 1.
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Wegen k ⩽ ∣u(x)∣ ⩽ k + 1 gilt also

∑
i∈N0

1{∣u∣⩾i}(x) = k + 1 ⩾ ∣u(x)∣ ⩾ k = (k + 1) − 1 =
⎛
⎝∑i∈N0

1{∣u∣⩾i}(x)
⎞
⎠
− 1.

Wegen 1 = 1{∣u∣⩾0} (da u ⩾ 0 nach Voraussetzung) folgt die behauptete Ungleichungskette.

Durch Integration der Ungleichungskette erhalten wir unter Verwendung von Lemma 8.9,

dass
∞

∑
i=1

µ{∣u∣ ⩾ i} ⩽ ∫ ∣u∣dµ ⩽
∞

∑
i=0

µ{∣u∣ ⩾ i},

also (b). Ist nun u ∈ L1(µ), dann folgt sofort, dass ∑i⩾1 µ(∣u∣ ⩾ 1) < ∞. Andererseits: Ist

u messbar und ∑i µ(∣u∣ ⩾ i) < ∞, dann folgt ∫ ∣u∣dµ < ∞, also u ∈ L1(µ). Das beweist (a).

∎∎

Aufgabe 9.4. Lösung: Lösung 1: (R,B(R), δ0) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Funktion

u(x) ∶= x, x ∈ R, ist offensichtlich nicht beschränkt. Es gilt jedoch

∫ ∣u(x)∣ δ0(dx) = ∣u(0)∣ = 0 < ∞,

d.h. u ∈ L1(δ0).

Lösung 2: ([0,1],B([0,1]), λ) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum. Definiert man

u(x) ∶= ∑
i∈N

2i/21[2−i,2−i+1)(x)

so ist u nicht beschränkt. Aus dem Satz von Beppo Levi sehen wir, dass

∫
[0,1]

u(x)λ(dx) = ∑
i∈N

2i/2∫
[2−i,2−i+1)

λ(dx)

= ∑
i∈N

2i/2(2−i+1 − 2−i)

= ∑
i∈N

2−i/2 < ∞,

also u ∈ L1(λ).

∎∎

Aufgabe 9.5. Lösung:

(a) Wir nehmen an, dass alle auftretenden Funktionen messbar sind. Es sei u = u+ − u−,
w = w+ − w−, wobei ∫ u+ dµ = ∞, ∫ u− dµ < ∞ und ∫ w+ dµ < ∞, ∫ w− dµ = ∞, d.h.

u,w sind quasi-integrierbar. Offensichtlich gilt nun:

• a) gilt: au ist wieder quasi-integrierbar.

• b) gilt nicht: u +w ist i.allg. nicht quasi-integrierbar. Wähle dazu u und w wie

oben und so, dass u− = 0 und w+ = 0.
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• c) gilt: es gilt u ∨ w = u+ ∨ w+ − u− ∧ w−. Das sieht man ganz einfach mit

einer Fallunterscheidung: Betrachte u(x) ∨w(x) und diskutiere alle Fälle u(x) ⩾
0,w(x) ⩾ 0 usw. – beachte dabei u(x) = u+(x), wenn u(x) ⩾ 0 usw. Wenn wir

o.B.d.A. u,w wie oben wählen, ist ∫ u+∨w+ dµ ⩾ ∫ u+ dµ = ∞ und ∫ u−∧w− dµ ⩽

∫ u− dµ < ∞, d.h. wir haben quasi-Integrierbarkeit. Dasselbe gilt für u ∧ w –

entweder mit einer analogen Rechnung oder wegen u ∧w = −((−u) ∨ (−w)).

• d) gilt: u ⩽ v Ô⇒ u+ ⩽ v+ und v− ⩽ u−. Mithin

∫ u+ dµ ⩽ ∫ v+ dµ, −∫ u− dµ ⩽ −∫ v− dµ

und wir dürfen beide Ungleichungen addieren, da nach Vorr. der Fall »∞−∞«

nicht auftreten kann.

• e) gilt, der Beweis ändert sich nicht.

(b) Offensichlich gilt un − u1 ⩾ 0, d.h. mit dem Satz von Beppo Levi erhalten wir für

u = supn un
sup
n
∫ (un − u1)dµ = ∫ (u − u1)dµ

und die Aufgabe ist es, ∫ u1 dµ auf beiden Seiten addieren zu dürfen. Weil aber

∫ u1 dµ ⩾ −∫ u−1 dµ > −∞ gilt, ist ∫ u1 dµ ∈ (−∞,∞], d.h. wir haben

sup
n
∫ un dµ = sup

n
∫ (un − u1)dµ + ∫ u1 dµ = ∫ (u − u1)dµ + ∫ u1 dµ = ∫ udµ

in (−∞,∞].

(c) Für eine monoton fallende Folge wn von quasi-integrierbaren Funktionen mit ∫ w+1 dµ >
−∞ gilt limn ∫ wn dµ = ∫ limnwn dµ.

Indem wir un ∶= −wn setzen, können wir alles auf den Fall (b) zurückführen.

(d) Wenn u ⩽ f gilt, dann gilt u+ ⩽ f+ und f− ⩽ u−. Folglich ist ∫ u+ dµ < ∞ und wir

erhalten quasi-Integrierbarkeit. Der Fall f ⩽ u geht analog.

(e) Wir schreiben log+ x für den Positivteil von logx, d.h. log+ x = logx für x ⩾ 1. Weiter

ist log+ x ⩽ x − 1 für x ⩾ 1 (zeichnen Sie sich den Graphen und betrachten sie die

Tangente an der Stelle x = 1 an die konkave Funktion logx). Daher gilt

∫ log+ udµ = 1

p
∫ log+(up)dµ = 1

p
∫
{u⩾1}

log+(up)dµ

⩽ 1

p
∫
{u⩾1}

(up − 1)dµ ⩽ 1

p
∫
{u⩾1}

up dµ < ∞.

Es folgt quasi-Integrierbarkeit.

∎∎

Aufgabe 9.6. Lösung:
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(a) Aus ui(x) ⩾ u(x) folgt fi(x) ∶= ui(x) − u(x) ⩾ 0. Nach Fatous Lemma gilt somit

∫ lim inf
i→∞

(ui(x) − u(x)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

fi(x)

µ(dx) ⩽ lim inf
i→∞

∫ ui(x) − u(x)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

fi(x)

µ(dx).

Da u ∈ L1(µ) können wir auf beiden Seiten ∫ u(x)µ(dx) addieren und erhalten die

gewünschte Aussage.

(b) Dies folgt direkt aus Teilaufgabe (a) mit ui ∶= −vi und u ∶= −v (beachte, dass

lim supn(−an) = − lim infn an). Alternativ: Wende Fatous Lemma auf die nicht-

negative Folge fi(x) ∶= v(x) − vi(x) an.

(c) Aus Teilaufgabe (a) folgt (mit ui = wi, u = −g), dass

∫ lim inf
i→∞

wi(x)µ(dx) ⩽ lim inf
i→∞

∫ wi(x)µ(dx).

Aus (b) (mit vi = wi, v = g) erhalten wir zudem

∫ lim sup
i→∞

wi(x)µ(dx) ⩾ lim sup
i→∞

∫ wi(x)µ(dx).

Wegen lim supnwi = lim infnwi = w ergibt sich durch Kombination der beiden Ungle-

ichungen

lim sup
i→∞

∫ wi(x)µ(dx) ⩽ ∫ lim
i→∞

wi(x)µ(dx)

= ∫ w(x)µ(dx)

⩽ lim inf
i→∞

∫ wi(x)µ(dx).

Die umgekehrte Ungleichung (also lim inf . . . ⩽ lim sup . . . ) gilt trivialerweise nach

Definition von Limes inferior und superior. Damit

lim
i→∞

wi(x)µ(dx) = ∫ w(x)µ(dx) = ∫ lim
i→∞

wi(x)µ(dx).

(d) Betrachte den Maßraum ([0,1],B([0,1]), λ) und die Folge ui(x) ∶= −i1(0,1/i](x).
Dann gilt

∫ ui(x)dx = −i ⋅ λ(0,
1

i
] = −1,

aber andererseits

∫ lim inf
i→∞

ui(x)dx = 0

da ui(x) → 0 für alle x ∈ [0,1]. Damit ist die Ungleichung in (a) nicht erfüllt. Die

Folge vi ∶= −ui ist ein Gegenbeispiel für die Ungleichung in (b).

∎∎

Aufgabe 9.7. Lösung:
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(a) »⊂«: Sei x ∈ Cf , d.h. f(x) = limn→∞ fn(x) existiert. Dann ist insbesondere (fn(x))n∈N
eine Cauchy-Folge, d.h. für alle k ∈ N existiert ein ℓ ∈ N, so dass

∣fn(x) − fm(x)∣ ⩽
1

k
für alle m,n ⩾ ℓ.

Folglich, x ∈ ⋂k∈N⋃ℓ∈N⋂∞n,m=ℓ{∣fn(x) − fm(x)∣ ⩽ 1
k}.

"⊃": Es sei ⋂k∈N⋃ℓ∈N⋂∞n,m=ℓ{∣fn(x) − fm(x)∣ ⩽ 1
k}. Dann existiert für alle k ∈ N ein

ℓ ∈ N, so dass

∣fn(x) − fm(x)∣ ⩽
1

k
für alle m,n ⩾ ℓ.

Das bedeutet gerade, dass (fn(x))n∈N eine Cauchy-Folge in R ist. Da R vollständig

ist, folgt die Behauptung.

(b) Es folgt direkt aus der Definition des Grenzwertes, dass

Cf = ⋂
k∈N
⋃
ℓ∈N

∞

⋂
m=ℓ

{∣fm(x) − f(x)∣ ⩽ 1
k};

vgl. die Argumentation in (a). Wir beobachten, dass

Ak
n ↑

∞

⋃
ℓ=1

∞

⋂
m=ℓ

{∣fm(x) − f(x)∣ ⩽ 1
k} ⊃ Cf

für n→∞. Aus der Stetigkeit des Maßes folgt daher

µ(Ak
n) ↑ µ(

∞

⋃
ℓ=1

∞

⋂
m=ℓ

{∣fm(x) − f(x)∣ ⩽ 1
k}) = µ(E).

(Beachte: Ist A ⊂ B messbar und µ(A) = µ(E), dann gilt auch µ(B) = µ(E).)
Insbesondere können wir n = n(k, ϵ) wählen, so dass µ(Ak

n) ⩾ µ(E) − ϵ2−k. Damit

µ(E ∖Ak
n(k,ϵ)) = µ(E) − µ(A

k
n(k,ϵ)) ⩽ ϵ2

−k.

(c) Es sei ϵ > 0. Wir wählen n = n(k, ϵ) wie in Teil (b) und setzen

Aϵ ∶= ⋂
k∈N

Ak
n(k,ϵ) ∈ A.

Aus der Subaddditivität von µ folgt

µ(E ∖Aϵ) = µ(⋃
k∈N
(E ∖Ak

n(k,ϵ))) ⩽ ∑
k∈N

µ(E ∖Ak
n(k,ϵ)) ⩽ ∑

k∈N
ϵ2−k ⩽ ϵ.

Wir müssen noch zeigen, dass fn auf Aϵ gleichmäßig gegen f konvergiert. Nach

Definition gilt

Aϵ = ⋂
k∈N

n(k,ϵ)

⋃
ℓ=1

∞

⋂
m=ℓ

{∣f − fm∣ ⩽ 1
k},

d.h. für alle x ∈ Aϵ und k ∈ N existiert ℓ(x) ⩽ n(k, ϵ), so dass

∣f(x) − fm(x)∣ ⩽
1

k
für alle m ⩾ ℓ(x).

Wegen ℓ(x) ⩽ n(k, ϵ) folgt daraus insbesondere

∣f(x) − fm(x)∣ ⩽
1

k
für alle x ∈ Aϵ, m ⩾ n(k, ϵ).

Da k ∈ N beliebig ist, zeigt das die gewünschte gleichmäßige Konvergenz auf Aϵ.
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∎∎

Aufgabe 9.8. Lösung: Siehe Satz 10.9.

∎∎
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10 Nullmengen

Aufgabe 10.1. Lösung: Die Richtung ⇐ ist klar. Umgekehrt: Da u − v als Differenz von

messbaren Funktionen messbar ist, sind die Mengen {u ⩾ v},{u < v} messbar. Aus

∫ ∣u − v∣ dµ = ∫
{u⩾v}

(u − v) dµ − ∫
{u<v}

(u − v) dµ = 0 − 0

folgt dann mit Satz 10.2, dass µ(u − v ≠ 0) = 0, d.h. u = v fast überall.

∎∎

Aufgabe 10.2. Lösung: Die Richtung ⇐ ist klar. Umgekehrt: Wir zerlegen u = u+ − u− und

v = v+ − v− und ordnen die Gleicheit auf der linken Seite folgendermaßen um:

ν(G) ∶= ∫
G
(u+ + v−)dµ = ∫

G
(v+ + u−)dµ =∶ ρ(G) ∀G ∈ G.

Da die Integralausdrucke Maße auf A definieren und da die Maße auf G übereinstimmen,

können wir ν(A) = ρ(A) aus dem Maßeindeutigkeitssatz folgern – beachten Sie, dass auf

Grund der Integrierbarkeit von u, v gilt, dass ν(Gn) = ρ(Gn) < ∞.

Die Behauptung folgt nun mit Hilfe von Aufgabe 10.1.

∎∎

Aufgabe 10.3. Lösung: Die Funktion 1Q stimmt fast überall mit einer stetigen Funktion

überein, ist aber nicht fast überall stetig. Andererseits ist 1[0,∞) fast überall stetig, aber

stimmt nicht fast überall mit einer stetigen Funktion überein.

∎∎

Aufgabe 10.4. Lösung:

(a) Es gilt

µ{∣u∣ > c} = ∫ 1{∣u∣>c} dµ = ∫
c

c
1{∣u∣>c} dµ ⩽ ∫

∣u∣
c
1{∣u∣>c} dµ ⩽

1

c
∫ ∣u∣dµ.

Im letzten Schritt wurde die Monotonie des Integrals verwendet:

∫ 1{∣u∣>c}∣u∣dµ ⩽ ∫ ∣u∣dµ.

(b) Da (0,∞) ∋ x ↦ xp monoton wachsend ist, gilt µ(∣u∣ > c) = µ(∣u∣p > cp). Aus

Teilaufgabe (a) folgt somit

µ{∣u∣ > c} = µ{∣u∣p > cp}
(a)
⩽ 1

cp
∫ ∣u∣p dµ.
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(c) Wir betrachten zunächst den Fall ∫ udµ > 0. Für u ⩾ 0 ist u = ∣u∣ und damit erhalten

wir aus Teilaufgabe (a) (mit c ∶= α ∫ udµ), dass

µ{u ⩾ α∫ udµ} = µ{∣u∣ ⩾ c} ⩽ 1

c
∫ ∣u∣dµ =

1

α ∫ udµ ∫
udµ = 1

α
.

Ist ∫ udµ = 0, dann ist ∫ ∣u∣dµ = 0 (denn nach Annahme gilt u ⩾ 0) und aus Satz 10.2

erhalten wir µ{u ≠ 0} = 0. Damit folgt

µ{u > α∫ udµ} = µ{u > 0} = 0 ⩽ 1

α

für alle α > 0.

(d) Die Monotonie von ϕ impliziert {∣u∣ > c} ⊂ {ϕ(∣u∣) ⩾ ϕ(c)}. Mit der gleichen Argu-

mentation wie in Teilaufgabe (a) erhält man daher

µ{∣u∣ > c} ⩽ µ{ϕ(∣u∣) ⩾ ϕ(c)}

= ∫ 1{ϕ(∣u∣)⩾ϕ(c)}
ϕ(c)
ϕ(c) dµ

⩽ ∫ 1{ϕ(∣u∣)⩾ϕ(c)}
ϕ(∣u∣)
ϕ(c) dµ

= 1

ϕ(c) ∫ 1{ϕ(∣u∣)⩾ϕ(c)}ϕ(∣u∣)dµ.

Nach Voraussetzung ist ϕ nicht-negativ und folgern wir aus der Monotonie des Inte-

grals schließlich

µ{∣u∣ > c} ⩽ 1

ϕ(c) ∫ ϕ(∣u∣)dµ.

(e) Beachte, dass

{∣u∣ < c} ⊂ {ψ(∣u∣) ⩾ ψ(c)}

da ψ monoton fallend ist. Mit einer analogen Argumentation wie in (d) folgt die

Behauptung.

(f) Wählt man in (b) p = 2, u =X −EX und c = α
√
VX, dann

P(∣X −EX ∣ ⩾ α
√
Vx) ⩽ 1

(α
√
VX)2

E ((X −EX)2)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

VX

= 1

α2
.

∎∎

Aufgabe 10.5. Lösung:

(a) Es seien A,B ∈ A mit A ⊂ Q ⊂ B. Dann gilt µ(A) ⩽ µ(B) und indem wir zu supA⊂Q

und infQ⊂B übergehen, folgt daraus µ∗(Q) ⩽ µ∗(Q).

Es sei ϵ > 0. Gemäß der Definition von µ∗ existiert A ⊂ Q, A ∈ A, mit

∣µ∗(Q) − µ(A)∣ ⩽ ϵ.

78



Lösungen. Version vom May 3, 2025

Indem wir A gegebenenfalls vergrößern, können wir erreichen, dass

∣µ∗(Qc) − µ(Ac)∣ ⩽ ϵ.

(Beachte: Ac ⊃ Qc.) Folglich,

∣µ(E) − µ∗(Q) − µ∗(Qc)∣ ⩽ ∣µ∗(E) − µ(A)∣ + ∣µ∗(Ec) − µ(Ac)∣ ⩽ 2ϵ.

Da ϵ > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.

(b) Es seien A,B ∈ A mit A ⊃ R und B ⊃ Q. Wegen A ∪B ⊃ E ∪ F gilt dann

µ∗(R ∪Q) ⩽ µ(A ∪B) ⩽ µ(A) + µ(B).

Indem wir das Infimum infA⊃R und infB⊃Q nehmen, erhalten wir µ∗(R∪Q) ⩽ µ∗(R)+
µ∗(Q).

Es seien nun R,Q ⊂ E disjunkte Mengen. Für A,B ∈ A mit A ⊂ R und B ⊂ Q gilt

offensichtlich A ∪⋅ B ⊂ R ∪⋅ Q und A ∩B = ∅. Folglich,

µ∗(R ∪⋅ Q) ⩾ µ(A ∪⋅ B) = µ(A) + µ(B).

Indem wir zunächst das Supremum supA⊂R und dann das Supremum supB⊂Q nehmen,

folgt µ∗(R ∪⋅ Q) ⩾ µ∗(R) + µ∗(Q).

(c) Aus der Definition des Supremums/Infimums wissen wir, dass Mengen Qn,Q
n ∈ A,

Qn ⊂ Q ⊂ Qn existieren mit

∣µ∗(Q) − µ(Qn)∣ + ∣µ∗(Q) − µ(Qn)∣ ⩽ 1

n
.

Für Q∗ ∶= ⋃n∈NQn ∈ A und Q∗ = ⋂n∈NQ
n gilt dann Q∗ ⊂ Q ⊂ Q∗; insbesondere gilt

also µ(Q∗) ⩽ µ∗(Q) und µ∗(Q) ⩽ µ(Q∗). Weiterhin ist

µ(Q∗) ⩾ µ(
k

⋃
n=1

Qn) ⩾ µ(Qk) ⩾ µ∗(Q) −
1

k

für alle k ∈ N. Folglich µ(Q∗) = µ∗(Q). Analog zeigt man, µ(Q∗) ⩽ µ∗(Q)+ 1
k für alle

k ∈ N und erhält daraus µ(Q∗) = µ∗(Q).

(d) Aus (c) folgt, dass

A∗ = {Q ⊂ E;∃A,B ∈ A,A ⊂ Q ⊂ B ∶ µ(B ∖A) = 0}.

Die Menge auf der rechten Seite ist aber gerade die vervollständigte σ-Algebra A,

vgl. Aufgabe 3.7, und somit ist A∗ ebenfalls eine σ-Algebra.

(e) Wir haben in (d) gezeigt, dass A = A∗. Um zu zeigen, dass (E,A, µ) die Vervoll-

ständigung ist, genügt es daher zu zeigen, dass µ̃(A) = µ(A) für alle A ∈ A∗ wobei

wir mit µ̃ das in Aufgabe 3.7(a) definierte Maß bezeichnen.
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Es sei also Q ∈ A∗, dann existieren per Definition Mengen Q ∶ ∗,Q∗ ∈ A, Q∗ ⊂ Q ⊂ Q∗,
so dass

µ(Q∗) = µ∗(Q) = µ∗(Q) = µ(Q∗). (⋆)

Insbesondere ist µ(Q∗ ∖Q∗) = 0. Für N ∶= Q ∖Q∗ ist Q = Q∗ ∪N und N ⊂ Q∗ ∖Q∗,
d.h. N ist Teilmenge einer µ-Nullmenge. Aus der Definition von µ̃ erhalten wir somit

µ̃(Q) = µ(Q∗)
(⋆)= µ∗(Q)

(⋆)= µ∗(Q).

∎∎

Aufgabe 10.6. Lösung: Es sei (Gn)n∈N0 ⊂ A mit Gn ↑ E und 0 < µ(Gn) < ∞. Wir setzen

dP(x) ∶= f(x)dµ(x) mit

f(x) ∶= ∑
n∈N0

1

µ(Gn)
2−n1Gn(x).

Offenbar gilt f > 0. Aus dem Satz von Beppo-Levi folgt

P(B) = ∫
B
f(x)dµ(x)

= ∑
n∈N0

1

µ(Gn)
2−n∫

B
1Gn(x)dµ(x)

für B ∈ A. Speziell für B = E erhalten wir

P(B) = ∑
n∈N0

2−n = 1,

d.h. P ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß. Für jede µ-Nullmenge N folgt dagegegen aus

Satz 10.2b), dass

P(N) = ∫
N
f(x)dµ(x) = 0.

Andererseits: Ist P(N) = 0 für N ∈ A, dann ist

∫ 1N(x)f(x)dµ(x) = 0

und nach Satz 10.2 folgt f ⋅ 1N = 0 µ-fast überall. Da f > 0 erhalten wir 1N = 0 µ-fast

überall, d.h. µ(N) = 0.

∎∎

Aufgabe 10.7. Lösung:

(a) Um zu zeigen, dass µ eine Äquivalenzrelation ist, müssen wir Reflexivität (u ∼ u),
Symmetrie (u ∼ v ⇐⇒ v ∼ u) und Transitivität (u ∼ v, v ∼ w Ô⇒ u ∼ w) prüfen.

• Reflexivität: Klar wegen µ({u ≠ u}) = µ(∅) = 0.

• Symmetrie: Wegen {u ≠ v} = {v ≠ u} gilt offensichtlich u ∼ v ⇐⇒ v ∼ u.
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• Transitivität: Sei µ({u ≠ v}) = 0 = µ({v ≠ w} für u, v,w ∈ L1(µ). Dann

{u = w} ⊃ {u = v} ∩ {v = w} Ô⇒ {u ≠ w} ⊂ {u ≠ v} ∪ {v ≠ w}

und somit folgt aus der Subadditivität von µ, dass

µ({u ≠ w}) ⩽ µ({u ≠ v}) + µ({v ≠ w}) = 0.

(b) Multiplikation: Ist α ∈ R und u ∈ L1(µ), dann ist αu ∈ L1(µ). Insbesondere ist

also [αu] definiert. Um zu zeigen, dass die Operation α[u] ∶= [αu] wohldefiniert ist,

müssen wir die Unabhängigkeit von der Wahl des Repräsentanten zeigen. Seien dazu

u,w ∈ L1(µ) mit u ∼ w, dann

µ({αu ≠ αw}) = µ({u ≠ w}) = 0,

also αu ∼ αw und somit [αu] = [αw].

Addition: In c) werden wir beweisen, dass u+w ∈ L1(µ) für alle u,w ∈ L1(µ). Damit

ist dann also [u+w] definiert. Auch hier muss die Unabhängigkeit von der Wahl der

Repräsentanten gezeigt werden. Seien u ∼ u′ und w ∼ w′. Dann

{u +w = u′ +w′} ⊃ {u = u′} ∩ {w = w′} Ô⇒ {u +w ≠ u′ +w′} ⊂ {u ≠ u′} ∪ {w ≠ w′}

und somit

µ({u +w ≠ u′ +w′}) ⩽ µ({u ≠ u′}) + µ({w ≠ w′}) = 0,

d.h. u +w ∼ u′ +w′ und [u +w] = [u′ +w′].

(c) Wir zeigen zunächst, dass u+w ∈ L1(µ) für alle u,w ∈ L1(µ). Seien dazu u,w ∈ L1(µ).
Beachte zunächst, dass u +w messbar ist. Wegen der Dreiecks-Ungleichung gilt

∣u(x) +w(x)∣ ⩽ ∣u(x)∣ + ∣w(x)∣, x ∈ E,

und somit gibt die Monotonie des Integrals, dass

∫ ∣u(x) +w(x)∣µ(dx) ⩽ ∫ ∣u(x)∣µ(dx) + ∫ ∣w(x)∣µ(dx) < ∞.

Das zeigt u +w ∈ L1(µ) und

∥u +w∥L1(µ) ⩽ ∥u∥L1(µ) + ∥w∥L1(µ). (10.1)

Seien nun u,w ∈ L1(µ) mit u ∼ w, dann gilt ∣u∣ = ∣w∣ fast überall und es folgt aus

Korollar 10.4, dass

∥u∥L1(µ) = ∫ ∣u(x)∣µ(dx) = ∫ ∣w(x)∣µ(dx) = ∥w∥L1(µ).

Damit ist also

∥[u]∥L1(µ)
def= inf{∥w∥L1(µ) ; w ∼ u} = ∥u∥L1(µ).

(Wie wir gerade gesehen haben, ist die Norm rechts unabhängig von der Wahl des

Repräsentanten u!) Wir überprüfen nun die Eigenschaften einer Norm:
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• Definitheit: Aus ∥[u]∥ = 0 folgt ∥u∥L1(µ) = 0 und u ∼ 0 (vgl. Satz 10.2), also

[u] = [0].

• absolute Homogenität: Sei α ∈ R und u ∈ L1(µ), dann

∥[α ⋅ u]∥L1(µ) = ∥α ⋅ [u]∥L1(µ) = ∥α ⋅ u∥L1(µ) = ∣α∣ ⋅ ∥u∥L1(µ) = ∣α∣ ⋅ ∥[u]∥L1(µ).

• Dreiecksungleichung: Seien u,w ∈ L1(µ), dann folgt mit (10.1), dass

∥[u +w]∥L1(µ) = ∥u +w∥L1(µ)

(10.1)
⩽ ∥u∥L1(µ) + ∥w∥L1(µ) = ∥[u]∥L1(µ) + ∥[w]∥L1(µ).

∎∎

Aufgabe 10.8. Lösung: Nach Voraussetzung ist (∫ u+ dµ + ∫ v+ dµ) − (∫ u− dµ + ∫ v− dµ) in R
definiert, d.h. einer der Klammerausdrücke ist endlich. O.E. sei ∫ u− dµ + ∫ v− dµ < ∞.

Insbesondere ist also N = {u− = ∞} ∪ {v− = ∞} eine Nullmenge. Daher ist auf N c der

Ausdruck u + v = (u+ + v+) − (u− + v−) definiert, wobei der Wert +∞ angenommen werden

kann.

Wir haben nun (u+v)− ⩽ u−+v−. Das überlegt man sich folgendermaßen: w− =max{0,−w}
und daher reicht es, zu zeigen, dass

max{0, a + b} ⩽max{0, a} +max{0, b}, a, b ∈ R.

• a + b ⩾ 0 dann gilt max{0, a + b} = a + b und durch Addition von a ⩽ max{0, a},
b ⩽max{0, b} folgt die Behauptung.

• a + b ⩽ 0 dann gilt max{0, a + b} = 0 und durch Addition von 0 ⩽ max{0, a}, 0 ⩽
max{0, b} folgt die Behauptung.

Also haben wir (vgl. die Def. des Integrals positiver Funktionen).

∫ (u− + v−)dµ = ∫ u− dµ + ∫ v− dµ < ∞

d.h. es folgt Quasi-Integrierbarkeit. Die Formel für das Integral folgt dann aus der Defini-

tion der Quasi-Integrierbarkeit.

∎∎

Aufgabe 10.8. Lösung: Es reicht aus, die erste Ungleichung zu zeigen, da die zweite wegen

− lim supn bn = lim infn(−bn) aus der ersten Ungleichung folgt. Es sei m ∈ N. Dann gilt

am + bm ⩽ sup
n⩾m

an + sup
n⩾m

bn

Nun können wir den lim infm auf beiden Seiten bilden. Da wir auf der r.S. zwei monoton

fallende Folgen haben, ist der lim infm dort ein limm, und die Behauptung ist gezeigt.

∎∎
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11 Konvergenzsätze

Aufgabe 11.1. Lösung: Aus der elementaren Ungleichungskette

∣a − b∣p ⩽ (∣a∣ + ∣b∣)p ⩽ (2max{∣a∣, ∣b∣})p = 2pmax{∣a∣p, ∣b∣p}

folgt sofort, dass ∣un − u∣p ⩽ 2pgp ∈ L1(µ).

Lösung 1: Die Abschätzung ∣un − u∣p ⩽ 2pgp ∈ L1(µ) gibt uns eine integrierbare Majorante

für die Folge wn ∶= ∣un − u∣p. Da nach Voraussetzung limnwn = 0 gilt, ergibt sich aus dem

Satz von der dominierten Konvergenz

lim
n→∞
∫ ∣un − u∣p dµ = lim

n→∞
∫ wn dµ = ∫ lim

n→∞
wn

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
0

dµ = 0.

Lösung 2: Wir imitieren den Beweis von dem Satz von der dominierten Konvergenz. Aus

der oben bewiesen Ungleichung sehen wir, dass 2pgp − ∣un − u∣p ⩾ 0. Aus Fatous Lemma

folgt daher

2p∫ ∣g∣p dµ = ∫ lim inf
n→∞

(2pgp − ∣un − u∣p)dµ

⩽ lim inf
n→∞

∫ (2pgp − ∣un − u∣p)dµ

= lim inf
n→∞

(∫ 2pgp dµ − ∫ ∣un − u∣p dµ)

= 2p∫ ∣g∣p dµ − lim sup
n→∞

∫ ∣un − u∣p dµ

(beachte, dass lim infn→∞(−an) = − lim supn→∞ an). Folglich gilt

0 ⩽ lim inf
n→∞

∫ ∣un − u∣p dµ ⩽ lim sup
n→∞

∫ ∣un − u∣p dµ ⩽ 0.

Dies zeigt, dass der Grenzwert limn→∞ ∫ ∣un − u∣p dµ existiert und gleich 0 ist.

∎∎

Aufgabe 11.2. Lösung: Da ∑k
n=1 ∣un∣ ↑ ∑∞n=1 ∣un∣ gilt gemäß dem Satz von Beppo Levi, Satz 8.6,

∫ (
∞

∑
n=1

∣un∣) dµ = ∫ (sup
k∈N

k

∑
n=1

∣un∣) dµ 8.6= sup
k∈N
∫

k

∑
n=1

∣un∣dµ =
∞

∑
n=1
∫ ∣un∣dµ < ∞.

Das zeigt w ∶= ∑∞n=1 ∣un∣ ∈ L1(µ). Aus Korollar 10.6 sehen wir ∑∞n=1 ∣un∣dµ < ∞ fast

überall. Insbesondere gilt also u ∶= ∑∞n=1 un < ∞ fast überall. Um die zweite Aussage zu
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zeigen möchten wir den Satz von der dominierten Konvergenz anwenden. Dazu definieren

wir vk ∶= ∑k
n=1 un und bemerken, dass dann

∣vk∣ = ∣
k

∑
n=1

un∣ ⩽
k

∑
n=1

∣un∣ ⩽
∞

∑
n=1

∣un∣ ⩽ w ∈ L1(µ).

Weiterhin gilt offenbar vk → u = ∑∞n=1 un für k → ∞. Damit folgt aus dem Satz von der

dominierten Konvergenz

∫
∞

∑
n=1

un dµ = ∫ udµ = ∫ lim
k→∞

vk dµ = lim
k→∞
∫ vk dµ = lim

k→∞

k

∑
n=1
∫ un dµ

=
∞

∑
n=1
∫ un dµ.

∎∎

Aufgabe 11.3. Lösung: Gemäß dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe u ∶= ∑∞n=1(−1)nun.

Weiterhin folgt aus der Monotonie, dass die Partialsummen Sk ∶= ∑k
n=1(−1)nun die Ungle-

ichungskette

S2k ⩽ S2k+2 ⩽ . . . ⩽ u

erfüllen. Damit erhält man aus dem Satz von der monotonen Konvergenz

∫ udµ = lim
k→∞
∫ S2k dµ

= lim
k→∞

2k

∑
n=1
∫ (−1)nun dµ

=
∞

∑
n=1

(−1)n∫ un dµ.

Beachte, dass die Reihe auf der rechten Seiten konvergiert: un ↓ 0 impliziert, dass ∫ un dµ ↓
0 (Satz von der monotonen Konvergenz) und damit folgt die Konvergenz wiederum aus

dem Leibniz-Kriterium. Folglich gilt u ∈ L1(µ).

∎∎

Aufgabe 11.4. Lösung: Mit dominierter Konvegenz (e−rx ⩽ 1 ∈ L1(µ) für alle r, x ⩾ 0) sehen

wir

lim
r→∞
∫
[0,∞)

e−rx µ(dx) = ∫
[0,∞)

lim
r→∞

e−rx µ(dx) = ∫
[0,∞)

1{0} µ(dx) = µ{0}.

∎∎

Aufgabe 11.5. Lösung:

(a) Es sei ϵ > 0. Wegen f ∈ L1(λ) folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz,

dass

lim
R→∞

∫
BR(0)c

∣f ∣dλ = 0.
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Insbesondere können wir R > 0 wählen mit

∫
BR(0)c

∣f ∣dλ ⩽ ϵ.

Da K kompakt (also insbesondere beschränkt) ist, existiert r = r(R) > 0, so dass

x +K ⊂ BR(0)c für alle x mit ∣x∣ ⩾ r. Folglich gilt

∫
x+K
∣f ∣dλ ⩽ ∫

BR(0)c
∣f ∣dλ ⩽ ϵ

für alle x ∈ Rn mit ∣x∣ ⩾ r.

(b) Es sei ϵ > 0. Da f nach Voraussetzung gleichmäßig stetig ist, existiert δ > 0 so dass

∣f(y) − f(x)∣ ⩽ ϵ für alle x ∈ Rn, y ∈ x +K ∶= x +Bδ(0) = Bδ(x).

Somit

∣f(x)∣p = 1

λ(K + x) ∫K+x ∣f(x)∣
pdλ(y)

⩽ 1

λ(K) ∫K+x
( ∣f(y) − f(x)∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⩽ϵ

+∣f(y)∣)p dλ(y).

Unter Ausnutzung der Ungleichung

(a + b)p ⩽ C(ap + bp), a, b ⩾ 0 (⋆)

für ein C = C(p) > 0 erhalten wir

∣f(x)∣p ⩽ C

λ(K) (∫K+x ϵ
p dλ(y) + ∫

K+x
∣f(y)∣dλ(y))

⩽ Cϵp λ(K + x)
λ(K)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1

+ C

λ(K) ∫K+x ∣f(y)∣dλ(y).

Aus Teilaufgabe (a) folgt nun

lim sup
∣x∣→∞

∣f(x)∣p ⩽ Cϵp ϵ→0ÐÐ→ 0.

Offenbar ist dies äquivalent zu lim∣x∣→∞ ∣f(x)∣ = 0.

Zu (⋆): Wir betrachten zunächst den Fall p ∈ (0,1). Dann ist die Funktion [0,∞) ∋
a↦ f(a) ∶= ap konkav und deshalb insbesondere subadditiv, d.h.

(a + b)p = f(a + b) ⩽ f(a) + f(b) = ap + bp, a, b ⩾ 0.

Folglich gilt (⋆) mit C = 1. Für p ⩾ 1 folgt die Ungleichung dagegen aus der Hölder-

Ungleichung:
RRRRRRRRRRR

d

∑
j=1

xj ⋅ yj
RRRRRRRRRRR
⩽
⎛
⎝

d

∑
j=1

∣xj ∣p
⎞
⎠

1
p

⋅
⎛
⎝

d

∑
j=1

∣yj ∣q
⎞
⎠

1
q
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für alle x, y ∈ Rd wobei p + q = 1 konjugierte Indizes bezeichnen. Wählen wir speziell

d = 2, x = (a, b), y = (1,1), dann

∣a ⋅ 1 + b ⋅ 1∣ ⩽ (∣a∣p + ∣b∣p)
1
p ⋅ 2

1
q .

Bilden wir von beiden Seiten die p-te Potenz, erhalten wir die gewünschte Unglei-

chung.

∎∎

Aufgabe 11.6. Lösung:

(a) Sei ϵ > 0. Für R > 0 betrachten wir Mengen der Form B ∶= {∣f ∣ ⩽ R}. Offenbar

gilt dann per Definition supx∈B ∣f(x)∣ < ∞. Andererseits folgt aus dem Satz von der

dominierten Konvergenz und Korollar 10.6, dass

lim
R→∞

∫
∣f ∣>R

∣f(x)∣dx = ∫
∣f ∣=∞

∣f(x)∣dx = 0.

Insbesondere können wir also R hinreichend groß wählen, so dass ∫B ∣f(x)∣dx < ϵ.
Weiterhin sieht man aus der Markov-Ungleichung (Korollar 10.5), dass

λ(B) = λ{∣f ∣ ⩾ R} ⩽ 1

R
∫ ∣f(x)∣dx < ∞.

(b) Es sei ϵ > 0 und B ∈ B(Rn) eine Menge wie in (a). Weiterhin sei A ∈ B(Rn) mit

λ(A) < ϵ. Dann gilt

∫
A
∣f ∣dλ = ∫

A∩B
∣f ∣dλ + ∫

A∩Bc
∣f ∣dλ

⩽ sup
x∈B
∣f(x)∣ ⋅ λ(A ∩B)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
⩽λ(A)

+∫
Bc
∣f ∣dλ

⩽ sup
x∈B
∣f(x)∣ ⋅ ϵ + ϵ.

(Beachte, dass supx∈B ∣f(x)∣ < ∞.) Dies zeigt gerade, dass

lim
λ(A)→0

∫
A
∣f ∣dλ = 0.

∎∎

Aufgabe 11.7. Lösung:

(a) Aus un ∈ L1(µ) und ∥un − u∥∞ ⩽ 1 für n hinreichend groß, folgt zunächst aus der

Dreiecksungleichung, dass

∫ ∣u∣dµ ⩽ ∫ ∣un − u∣dµ + ∫ ∣un∣dµ ⩽ ∥un − u∥∞µ(E) + ∫ ∣un∣dµ < ∞,

also u ∈ L1(µ). Eine ganz ähnliche Rechnung zeigt

∣∫ un dµ − ∫ udµ∣ = ∣∫ (un − u)dµ∣ ⩽ ∫ ∣un − u∣dµ ⩽ ∥un − u∥∞µ(E).

Da µ(E) < ∞ folgt aus der gleichmäßigen Konvergenz ∥un − u∥∞ → 0, dass

lim
n→∞
∣∫ un dµ − ∫ udµ∣ = 0.
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(b) Die Aussage ist im Allgemeinen falsch. Betrachte zum Beispiel den Maßraum (R,B(R), λ1)
und die Folge un(x) ∶= 1

2n1[−n,n](x), x ∈ R. Dann gilt offenbar un → 0 gleichmäßig,

un ∈ L1(λ1), aber

lim
n→∞
∫ un dµ = 1 ≠ 0 = ∫ udµ.

∎∎

Aufgabe 11.8. Lösung: Auf Grund der Monotonie von f gilt für jede Folge (an)n∈N ⊂ (0,1)
mit an ↓ 0, dass

f(an) ↓ f(0+) ∶= inf
t>0

f(t).

Speziell für die Folge an ∶= tn, t ∈ (0,1) gilt also f(tn) ↓ 0. Aus dem Satz von der monotonen

Konvergenz folgt somit

lim
n→∞
∫

1

0
f(tn)dt = inf

n∈N∫
1

0
f(tn)dt = ∫

1

0
inf
n∈N

f(tn)dt = ∫
1

0
f(0+)dt = f(0+).

∎∎

Aufgabe 11.9. Lösung: Setze un(t) ∶= tnf(t), t ∈ (0,1). Wegen ∣tn∣ ⩽ 1 für t ∈ (0,1) gilt

offenbar

∣un(t)∣ = ∣tn∣ ⋅ ∣f(t)∣ ⩽ ∣f(t)∣ ∈ L1(0,1).

Weiterhin folgt aus tn n→∞ÐÐÐ→ 0 für t ∈ (0,1) und ∣f(t)∣ < ∞ fast überall (vgl. Korollar 10.6),

dass ∣un(t)∣ → 0 fast überall. Damit ergibt sich aus dem Satz von der dominierten Kon-

vergenz, Satz 11.3, und Bemerkung 11.4a), dass

lim
n→∞
∫

1

0
tnf(t)dt = lim

n→∞
∫

1

0
un(t)dt = ∫

1

0
lim
n→∞

un(t)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

0

dt = 0.

∎∎

Aufgabe 11.10. Lösung: Bekanntermaßen gilt 1
1−x = ∑n⩾0 x

n für x ∈ [0,1) (geometrische

Reihe). Damit sieht man leicht, dass für alle t > 0

1

et − 1 =
1

et
1

1 − e−t = e
−t∑

n⩾0

(e−t)n = ∑
n⩾1

e−nt

(beachte, dass e−t < 1 für t > 0!). Definiert man uk(t) ∶= sin(t) ⋅ ∑k
n=1 e

−nt, dann bekommt

man die Abschätzung

∣uk(t)∣ ⩽ ∣ sin t∣ ⋅ ∣
k

∑
n=1

e−nt∣ = ∣ sin t∣
k

∑
n=1

e−nt ⩽ ∣ sin t∣ ∑
n⩾1

e−nt = ∣ sin t∣
et − 1 (∗)

für alle k ∈ N und t > 0. Aus den elementaren Abschätzungen et − 1 ⩾ t (t ⩾ 0) und

et − 1 ⩾ et/2 (t ⩾ 1) erhalten wir somit

∣uk(t)∣ ⩽ 1[0,1](t) + e−t/21(1,∞)(t) =∶ w(t).
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Wir wollen nun als nächstes zeigen, dass w ∈ L1((0,∞)). Dies folgt aus dem Satz von

Beppo Levi:

∫
∞

0
w(t)dt = ∫

1

0
w(t)
±

1

dt + ∫
∞

1
w(t)
±
e−t/2

dt

= 1 + sup
n∈N
∫

n

1
e−t/2 dt = 1 + sup

n∈N
[ − 2e−t/2]n

t=1
< ∞.

Hier haben wir verwendet, dass jede Riemann-integrierbare Funktion f ∶ [a, b] → C,

−∞ < a < b < ∞, auch Lebesgue-integrierbar ist und dass das Lebesgue-Integral mit dem

Riemann-Integral übereinstimmt (siehe Satz 13.2). Nach dem Satz von der dominierten

Konvergenz gilt also

∫
∞

0

sin(t)
et − 1 dt = lim

k→∞
∫
∞

0
uk(t)dt = lim

k→∞

k

∑
n=1
∫
∞

0
sin(t)e−nt dt.

Schreiben wir nun Im ei t = sin t, dann

∫
∞

0
sin(t)e−nt dt = Im(∫

∞

0
et(i−n) dt) ,

vgl. auch Aufgabe 9.2. Unter erneuter Benutzung des Satzes von der dominierten Kon-

vergenz sehen wir, dass

∫
∞

0
sin(t)e−nt dt = Im( lim

R→∞
∫

R

1/R
et(i−n) dt)

= Im
⎛
⎝
lim
R→∞

[e
t(i−n)

i − n ]
R

t=1/R

⎞
⎠

= Im( 1

n − i) =
1

n2 + 1 .

∎∎

Aufgabe 11.11. Lösung: Nach Definition der Exponentialfunktion gilt ezx = ∑n⩾0
(zx)n

n! . Fol-

glich,

uk(x) ∶= f(x)
k

∑
n=0

(zx)n
n!

k→∞ÐÐÐ→ f(x)ezx.

Weiterhin folgt sofort aus der Dreiecksungleichung

∣uk(x)∣ ⩽ ∣f(x)∣
k

∑
n=0

∣(zx)
n

n!
∣ ⩽ ∣f(x)∣ ∑

n⩾0

∣zx∣n
n!
= ∣f(x)∣e∣z∣∣x∣.

Nutzen wir nun, dass x↦ eλxf(x) integrierbar für λ = ±∣z∣, dann finden wir

∣uk(x)∣ ⩽ ∣f(x)∣e−∣z∣x1(−∞,0)(x) + ∣f(x)∣e∣z∣x1[0,∞)(x) ∈ L1(R).

Anwenden des Satzes der dominierten Konvergenz gibt

∫ f(x)ezx dx = ∫ lim
k→∞

uk(x)dx
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= lim
k→∞
∫ uk(x)dx

= lim
k→∞

k

∑
n=0

1

n!
∫ (zx)nf(x)dx

=
∞

∑
n=0

zn

n!
∫ xnf(x)dx

unter Ausnutzung der Linearität des Integrals.

∎∎

Aufgabe 11.12. Lösung: Nach Voraussetzung definieren

un ∶= fn − gn vn ∶= Gn − fn

nicht-negative Folgen, die punktweise konvergieren:

lim
n→∞

un = f − g lim
n→∞

vn = G − f.

Wir wissen, dass ∫ fn dµ ⩽ ∫ Gn dµ→ ∫ Gdµ; insbesondere folgt daraus

lim sup
n→∞

∫ fn dµ < ∞.

Analog erhalten wir lim infn→∞ ∫ fn dµ > −∞. Wir wenden zunächst das Lemma von Fatou

auf die Folge (vn)n∈N an:

∫ (G − f)dµ = ∫ lim inf
n→∞

vn dµ ⩽ lim inf
n→∞

∫ vn dµ = lim inf
n→∞

(∫ Gn dµ − ∫ fn dµ) .

Wegen ∫ Gdµ = limn ∫ Gn dµ ∈ R liefert das

∫ (−f)dµ ⩽ lim inf
n→∞

∫ (−fn)dµ,

also

∫ f dµ ⩾ lim sup
n→∞

∫ fn dµ

(da lim infn(−an) = − lim supn an). Analog erhalten wir für (un)n∈N:

∫ (f − g)dµ = ∫ lim inf
n→∞

un dµ ⩽ lim inf
n→∞

∫ un dµ = lim inf
n→∞

(∫ fn dµ − ∫ gn dµ)

und somit

∫ f dµ ⩽ lim inf
n→∞

∫ fn dµ.

Folglich gilt

−∞ < lim sup
n→∞

∫ fndµ ⩽ ∫ f dµ ⩽ lim inf
n→∞

∫ fn dµ < ∞.

∎∎
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Aufgabe 11.13. Lösung: Die Ungleichung ∣∫A f dµ∣ ⩽ ∫A ∣f ∣dµ ergibt sich sofort aus der Dreieck-

sungleichung. Es genügt also, die zweite Ungleichung zu zeigen. Es sei ϵ > 0.

Lösung 1: Es folgt direkt aus dem Sombrero-Lemma, dass eine Folge (fn)n∈N ⊂ E(A) ex-

istiert mit ∣fn∣ ⩽ ∣f ∣ und limn→∞ fn = f (Korollar 7.12). Aus dem Satz von der dominierten

Konvergenz erhalten wir nun ∫ ∣fn − f ∣dµ
n→∞ÐÐÐ→ 0; insbesondere können wir also n ∈ N

wählen mit ∫ ∣fn − f ∣dµ ⩽ ϵ. Da fn beschränkt ist (das folgt direkt aus der Definition von

Treppenfunktionen) gilt

∫
A
∣fn∣dµ ⩽ ∥fn∥∞ ⋅ µ(A) < ϵ

für alle A ∈ A mit µ(A) < δ ∶= ϵ/∥fn∥∞. Folglich sehen wir mit Hilfe der Dreiecksungle-

ichung

∫
A
∣f ∣dµ ⩽ ∫

A
∣fn − f ∣dµ + ∫

A
∣fn∣dµ ⩽ ∫ ∣fn − f ∣dµ + ∫

A
∣fn∣dµ ⩽ 2ϵ

für alle A ∈ A mit µ(A) < δ.

Lösung 2: Offenbar gilt

∫
A
∣f ∣dµ = ∫

A∩{∣f ∣⩾R}
∣f ∣dµ + ∫

A∩{∣f ∣<R}
∣f ∣dµ (⋆)

Wir schätzen die Terme getrennt ab. Für den ersten Term auf der rechten Seite gilt nach

dem Satz von Beppo-Levi

∫
A∩{∣f ∣⩾R}

∣f ∣dµ R→∞ÐÐÐ→ ∫
A∩{∣f ∣=∞}

∣f ∣dµ.

Da nach Voraussetzung f ∈ L1(µ) ist µ(∣f ∣ = ∞) = 0 (vgl. Beweis von Korollar 10.6) und

damit gilt nach Satz 10.2,

∫
A∩{∣f ∣=∞}

∣f ∣dµ = 0.

Somit könnnen wir R > 0 wählen mit

∫
A∩{∣f ∣⩾R}

∣f ∣dµ ⩽ ϵ.

Für den zweiten Term in (⋆) sieht man leicht, dass

∫
A∩{∣f ∣<R}

∣f ∣dµ ⩽ R∫
A∩{∣f ∣<R}

1dµ ⩽ Rµ(A).

Für alle A ∈ A mit µ(A) ⩽ δ ∶= ϵ/R erhalten wir also

∫
A
∣f ∣dµ = ∫

A∩{∣f ∣⩾R}
∣f ∣dµ + ∫

A∩{∣f ∣<R}
∣f ∣dµ ⩽ ϵ +Rµ(A) ⩽ 2ϵ.

∎∎

Aufgabe 11.14. Lösung:

(a) Das folgt sofort aus der Definition der Konvergenz in W-keit.

90



Lösungen. Version vom May 3, 2025

(b) Ohne Einschränkung können wir ϵ ⩽ 1 annehmen, da {∣u−un∣ ⩾ ϵ} ⊃ {∣u−un∣ ⩾ 1} für

ϵ ⩽ 1. Wir haben mit der Markov-Ungleichung für alle A ∈ A0

µ({∣u − un∣ ⩾ ϵ} ∩A) = µ({∣u − un∣ ∧ 1 ⩾ ϵ} ∩A) ⩽ ∫
A
∣u − un∣ ∧ 1dµÐÐÐ→

n→∞
0.

Umgekehrt gilt für A ∈ A0 und δ > 0

∫
A
∣u − un∣ ∧ 1dµ = ∫

A∩{∣u−un∣⩽δ}
∣u − un∣ ∧ 1dµ + ∫

A∩{∣u−un∣>δ}
∣u − un∣ ∧ 1dµ

⩽ δµ(A) + µ({∣u − un∣ > δ} ∩A) ÐÐÐ→
n→∞

δµ(A) ÐÐ→
δ→0

0.

(c) Wir nehmen u = 0 an, sonst könnten wir un − u betrachten. Es seien R, ϵ > 0. Dann

gilt wegen ∣un∣ ⩽ w:

∫ ∣un∣dµ = ∫ ∣un∣ ∧wdµ

= ∫
{∣un∣<ϵ}

∣un∣ ∧wdµ + ∫
{∣un∣⩾ϵ}∩{w⩾R}

∣un∣ ∧wdµ + ∫
{∣un∣⩾ϵ}∩{w<R}

∣un∣ ∧wdµ

= ∫
{∣un∣<ϵ}

∣un∣ ∧wdµ + ∫
{∣un∣⩾ϵ}∩{w⩾R}

∣un∣ ∧wdµ + ∫
{∣un∣⩾ϵ}∩{ϵ⩽w<R}

∣un∣ ∧wdµ

⩽ ∫ ϵ ∧wdµ + ∫
{w⩾R}

wdµ +Rµ({∣un∣ ⩾ ϵ} ∩ {w ⩾ ϵ})
n→∞ÐÐÐÐÐÐ→

ϵ→0, R→∞
0 + 0 + 0.

Nun bilden wir die Limiten n → ∞ (Konvergenz in W-keit), ϵ → 0 (dom. Konv.,

Majorante w), R →∞ (dom. Konv. Majorante w).

∎∎
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12 Parameter-Integrale

Aufgabe 12.1. Lösung:

(a) Damit die Integrale existieren, muss ∣e−i⋅ξ ∣ ∈ L1(µ) bzw. ∣e−i⋅ξ ∣ ⋅ ∣u(⋅)∣ ∈ L1(dx) gelten.

Wegen ∣e−i⋅ξ ∣ = 1 sind sinnvolle Bedingungen an die Existenz, dass µ ein endliches

Maß ist (dann ist die Konstante 1 integrierbar) bzw. dass u ∈ L1(dx) ist. Wir

bekommen dann die Stetigkeit der Transformationen direkt aus dem Stetigkeitslemma

für parametrisierte Integrale: Definiere

f(ξ, x) ∶= 1

2π
e−i xξ, ξ ∈ R, x ∈ R.

Nach Voraussetzung ist ∣f(x, ξ)∣ ⩽ (2π)−1 ∈ L1(µ) und ξ ↦ f(ξ, x) ist stetig. Damit

folgt die Stetigkeit der Abbildung

ξ ↦ ∫ f(ξ, x)µ(dx) = µ̂(ξ)

aus Satz 12.1. Die Argumentation für û geht analog.

Hinreichende Bedingungen für die n-fache Differenzierbarkeit können wir aus dem

Differenzierbarkeitslemma ableiten. Wegen

d

dξ
f(ξ, x) = (−ix)

2π
e−i xξ

gilt

∣ d
dξ
f(ξ, x)∣ ⩽ ∣x∣

2π
.

Nach dem Differenzierbarkeitslemma existiert also d
dξ µ̂(ξ) falls ∫ ∣x∣µ(dx) < ∞. Iterieren

wir diese Überlegung, so folgt, dass µ̂ n-mal differenzierbar ist, falls

∫ ∣x∣n µ(dx) < ∞.

Analog: û ist n-mal differenzierbar, falls ∫ ∣x∣n ∣u(x)∣dx < ∞.

(b) »⇐«: Sei ∫ x2 µ(dx) < ∞. Dann gilt

∣ d
dξ
(xe−ixξ)∣ = ∣x∣2 ∈ L1(µ).

Da wir aus a) wissen, dass

µ̂′(ξ) = −i 1
2π
∫
R
xe−ixξ µ(dx),
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folgt mit einer nochmaligen Anwendung des Differenzierbarkeitslemmas, dass µ̂ zweimal

differenzierbar ist und

µ̂′′(ξ) = (−i)2 1

2π
∫
R
x2e−ixξ µ(dx) = − 1

2π
∫
R
x2e−ixξ µ(dx).

»⇒«: Mit Hilfe von
1

2
= lim

y→0

1 − cos y
y2

und mit dem Lemma von Fatou schließen wir, dass

∫
R
x2 µ(dx) = 2∫

R
x2 lim

h→0

1 − cos(2hx)
(2hx)2 µ(dx) = 1

2
∫
R
lim
h→0

1 − cos(2hx)
h2

µ(dx)

⩽ 1

2
lim inf
h→0

∫
R

1 − cos(2hx)
h2

µ(dx)

= 1

2
lim inf
h→0

1

h2
∫ (1 − cos(2hx))µ(dx).

Beachte nun, dass

∫ (1 − cos(2hx))µ(dx) = ∫ (1 −
1

2
(e2ihx + e−2ihx)) µ(dx)

= 2π (µ̂(0) − 1

2
µ̂(2h) − 1

2
µ̂(−2h)) .

Folglich,

∫
R
x2 µ(dx) ⩽ π lim inf

h→0

1

h2
(2µ̂(0) − µ̂(2h) − µ̂(−2h)) .

Aus der Analysis ist bekannt, dass

f ′′(0) = lim
h→0

f(2h) − 2f(0) + f(−2h)
4h2

für jede 2 mal differenzierbare Funktion f . Da µ̂ per Annahme zweimal differenzierbar

ist, erhalten wir also

∫
R
x2 µ(dx) ⩽ −4πµ̂′′(0) < ∞.

Anmerkung: Allgemeiner kann man zeigen, dass µ̂ genau dann 2n mal differenzierbar

ist falls ∫ ∣x∣2n µ(dx) < ∞ gilt. Für die Ableitungen ungerader Ordnung stimmt diese

Charakterisierung nicht; beispielsweise ist die Bedingung aus b) nicht notwendig für

die Differenzierbarkeit von µ̂.

∎∎

Aufgabe 12.2. Lösung: Es sei

V (x) ∶= ∫
(0,x)

u(t)µ(dt).

Die Stetigkeit von V in x = x0 ist äquivalent zu V (x0−) = V (x0+) mit

V (x0−) ∶= lim
x↑x0

V (x) V (x0+) ∶= lim
x↓x0

V (x).
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(Beachte, dass auf Grund der Monotonie von V beide Grenzwerte existieren.) Es sei

(xn)n∈N eine Folge mit xn ↑ x0. Dann gilt 1(0,xn) ↑ 1(0,x0) und somit erhalten wir aus dem

Satz von der monotonen Konvergenz

lim
n→∞

V (xn) = sup
n∈N

V (xn) = ∫ 1(0,x0)u(t)µ(dt).

Folglich,

V (x0−) = ∫
(0,x0)

u(t)µ(dt).

Ist (xn)n∈N dagegen eine Folge mit xn ↓ x0, dann 1(0,xn) ↓ 1(0,x0]. Es folgt wiederum aus

dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass

V (x0+) = inf
n∈N

V (xn) = ∫
(0,x0]

u(t)µ(dt).

Es gilt also V (x0−) = V (x0+) genau dann, wenn

0 = V (x0+) − V (x0−) = ∫
{x0}

u(t)µ(dt).

Wegen u > 0 folgt die Behauptung (vgl. Satz 10.1).

∎∎

Aufgabe 12.3. Lösung:

(a) Es sei t ∈ (−R,R) für R > 0. Da ∣ϕ(x)− t∣ ⩽ ∣ϕ(x)∣+ ∣t∣ ⩽ ∣ϕ(x)∣+R ∈ L1([0,1]) und die

t↦ ∣ϕ(x)−t∣ stetig ist, folgt aus dem Stetigkeitslemma, Satz 12.1, dass die Abbildung

(−R,R) ∋ t↦ f(t) = ∫
[0,1]
∣ϕ(x) − t∣dx

stetig ist. Da R > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.

Alternativlösung: Aus der (umgekehrten) Dreiecksungleichung folgt

∣f(t) − f(s)∣ ⩽ ∫
[0,1]
∣∣ϕ(x) − t∣ − ∣ϕ(x) − s∣∣dx ⩽ ∫

[0,1]
∣s − t∣dx = ∣s − t∣,

d.h. f ist sogar Lipschitz-stetig.

(b) »⇐«: Es sei t ∈ R mit λ{ϕ = t} = 0 und h ∈ R. Wir schreiben

f(t + h) − f(t)
h

= ∫
ϕ⩽t−h

∣ϕ(x) − (t + h)∣ − ∣ϕ(x) − t∣
h

dx

+ ∫
t−h<ϕ<t+h

∣ϕ(x) − (t + h)∣ − ∣ϕ(x) − t∣
h

dx

+ ∫
ϕ⩾t+h

∣ϕ(x) − (t + h)∣ − ∣ϕ(x) − t∣
h

dx

=∶ I1(h) + I2(h) + I3(h).

und behandeln die Integrale getrennt. Es gilt

I1(h) = ∫
ϕ⩽t−h

−(ϕ(x) − (t + h)) + (ϕ(x) − t)
h

dx
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= ∫
ϕ⩽t−h

dx = λ(ϕ ⩽ t − h) h→0ÐÐ→ λ(ϕ < t).

Analog folgt

I3(h) = ∫
ϕ⩾t−h

(ϕ(x) − (t + h) − (ϕ(x) − t)
h

dx

= λ(ϕ ⩾ t + h) h→0ÐÐ→ λ(ϕ > t).

Da nach Voraussetzung λ(t − h < ϕ < t + h) h→0ÐÐ→ λ(ϕ = t) = 0 erhalten wir aus dem

Satz von der dominierten Konvergenz

I2(h) = ∫
t−h<ϕ<t+h

∣ϕ(x) − (t + h)∣ − ∣ϕ(x) − t∣
h

dx
h→0ÐÐ→ 0

(beachte, dass ∣∣ϕ(x)−(t+h)∣−∣ϕ(x)−t∣∣
h ⩽ 2; umgekehrte Dreiecksungleichung!). Kom-

binieren wir alle Resultate, so erhalten wir

lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

= λ(ϕ > t) + λ(ϕ < t).

»⇒«: Wir verwenden die Notation von »⇐«. Ist f in t ∈ R differenzierbar, folgt wie

im ersten Teil des Beweises, dass

lim
h→0

I2(h) = f ′(t) − lim
h→0

I1(h) − lim
h→0

I3(h)

existiert. Wir zerlegen I2 nochmals:

I2(h) = ∫
{t−h<ϕ<t+h}∖{ϕ=t}

∣ϕ(x) − (t + h)∣ − ∣ϕ(x) − t∣
h

dx

+ ∫
{ϕ=t}

∣ϕ(x) − (t + h)∣ − ∣ϕ(x) − t∣
h

dx

=∶ I12(h) + I22(h)

Offensichtlich ist

I22(h) =
∣h∣
h
∫
{ϕ=t}

1dx = ∣h∣
h
λ(ϕ = t)

und aus dominierter Konvergenz folgt

lim
h→0

I12(h) = 0.

Folglich kann limh→0 I2(h) nur existieren, falls

lim
h→0

I22(h) = λ(ϕ = t) lim
h→0

∣h∣
h

existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn λ(ϕ = t) = 0.

∎∎

Aufgabe 12.4. Lösung:
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(a) Die Abbildung t ↦ u(t, x) ∶= x−2 sin2(x)e−tx ist auf [0,∞) stetig und auf (0,∞)
differenzierbar. Gemäß dem Stetigkeits- und Differenzierbarkeitslemma, Satz 12.1

und Satz 12.2, genügt es daher entsprechende Majoranten für die Ableitungen zu

finden. Es sei t ⩾ 0. Aus der elementaren Abschätzung sinx
x ⩽ 1 und e−tx ⩽ 1 folgt

∣u(t, x)∣ ⩽ 1[0,1](x) +
1

x2
1(1,∞)(x) =∶ w(x).

Wegen w ∈ L1([0,∞)) (vgl. Beispiel 12.4) folgt damit aus dem Stetigkeitslemma die

Stetigkeit von f . Nun sei t ∈ (r,∞) für r > 0. Dann

∣∂tu(t, x)∣ = ∣
sin2(x)
x2

(−x)e−tx∣

⩽ 1[0,1](x) + xe−tx1[1,∞)(x) ∈ L1([0,∞))

∣∂2t u(t, x)∣ = ∣
sin2(x)
x2

(−x)2e−tx∣

⩽ 1[0,1](x) + x2e−tx1[1,∞)(x) ∈ L1([0,∞)).

Somit folgt aus dem Differenzierbarkeitslemma, dass f zweimal differenzierbar ist und

f ′(t) = −∫
∞

0

sin2(x)
x

e−tx dx

f ′′(t) = ∫
∞

0
sin2(x)e−tx dx.

(b) Um f ′′ auszurechnen, benutzen wir eine Regel, die in Kapitel 13 bewiesen wird:

Ist eine Funktion Riemann-Integrierbar, so ist sie auch Lebesgue-integrierbar und

Riemann- und Lebsgue-Integral stimmen überein (Satz 13.3).

Aus sin2(x) = 1
2(1 − cos(2x)) =

1
2 Re(1 − e

i2x) folgt zunächst

f ′′(t) = 1

2
Re(∫

∞

0
(1 − ei2x)e−tx dx) ,

vgl. Aufgabe 9.2. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir

∫
∞

0
(1 − ei2x)e−tx dx = lim

R→∞
∫

R

0
(1 − ei2x)e−tx dx.

Da x↦ (1 − ei2x)e−tx Riemann-integrierbar ist, dürfen wir wie gewohnt rechnen:

∫
∞

0
(1 − ei2x)e−tx dx = lim

R→∞
[ 1−te

−tx]
R

x=0
− lim

R→∞
[ 1

2i − te
x(2i−t)]

R

x=0
= 1

t
− 1

t − 2i .

Somit

f ′′(t) = 1

2
Re(1

t
− 1

t − 2i) =
1

2
(1
t
− t

t2 + 4) =
2

t(t2 + 4) .

Die Grenzwerte limt→∞ f(t) und limt→∞ f
′(t) können wir leicht mit dem Satz von

der dominierten Konvergenz berechnen (die Existenz der entsprechenden Majoranten

haben wir in (a) gezeigt):

lim
t→∞

f(t) = ∫
∞

0
lim
t→∞
(sin

2(x)
x2

e−tx) dx = 0,

lim
t→∞

f ′(t) = −∫
∞

0
lim
t→∞
(sin

2(x)
x

e−tx) dx = 0.
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(c) Wir finden zunächst eine einfachere Formel für f ′: Nach dem Hauptsatz der Integral-

und Differentialrechnung gilt

f ′(R) − f ′(t) = ∫
R

t
f ′′(s)ds.

Für R →∞ folgt mit (b)

f ′(t) = − lim
R→∞

∫
R

t
f ′′(s)ds

= −1
2

lim
R→∞

[log s − 1

2
log(s2 + 4)]

R

s=t

= 1

2
(log t − 1

2
log(t2 + 4))

= 1

2
log

t√
t2 + 4

.

Schließlich

f(t) = − lim
R→∞

∫
R

t
f ′(s)ds = −1

2
∫
∞

t
log

s√
s2 + 4

ds.

(Auch in dieser Teilaufgabe haben wir wieder verwendet, dass wir für Riemann-

integrierbare Funktionen die Integrale mit den gewohnten Rechenregeln ausrechnen

dürfen.)

∎∎

Aufgabe 12.5. Lösung:

(a) Wir müssen zeigen, dass der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. Wegen suppϕ ⊂
[−M,M] gilt

∫
∣x∣>ϵ

ϕ(x)
x

dx = ∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(x)
x

dx = ∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(x) − ϕ(0)
x

dx + ∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(0)
x

dx.

Wir beachten dabei, dass die Funktion x ↦ 1/x auf ∣x∣ > ϵ stetig und daher messbar

ist. Folglich existiert das Integral

∫
ϵ<∣x∣⩽M

dx

∣x∣ ⩽
1

ϵ
∫
ϵ<∣x∣⩽M

dx ⩽ 2M

ϵ
.

Weiter gilt aus Symmetriegründen

∫
ϵ<∣x∣<M

dx

x
= ∫
[−M,−ϵ)

dx

x
+ ∫
(ϵ,M]

dx

x
= −∫

(ϵ,M]

dx

x
+ ∫
(ϵ,M]

dx

x
= 0

und daher ist

∫
∣x∣>ϵ

ϕ(x)
x

dx = ∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(x) − ϕ(0)
x

dx.

Da ϕ ∈ C1 ist (und kompakten Träger hat), gilt

∣ϕ(x) − ϕ(0)∣ ⩽ sup
y
∣ϕ′(y)∣ ⋅ ∣x∣,
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d.h. der Integrand x ↦ ϕ(x)−ϕ(0)
x kann als meßbare (sogar stetige) Funktion auf

[−M,M] verstanden werden (indem wir ggf. bei x = 0 mit ϕ′(0) fortsetzen!), d.h.

∫
0<∣x∣⩽M

∣ϕ(x) − ϕ(0)
x

∣dx ⩽ 2M sup
y

∣ϕ(y) − ϕ(0)∣
∣x∣ ⩽ 2M sup

y
∣ϕ′(y)∣ < ∞.

Mit dominierter Konvergenz sehen wird dann, dass der Grenzwert limϵ↓0 ∫∣x∣>ϵ
ϕ(x)
x dx

existiert und den Wert

∫
∣x∣>0

ϕ(x) − ϕ(0)
x

dx

hat.

Bemerkung. Man schreibt oft

⟨vp1
x
,ϕ⟩ ∶= lim

ϵ→0
∫
∣x∣>0

ϕ(x)
x

dx

und nennt vp 1
x die Hauptwertdistribution. Unsere Rechnung zeigt, dass

∣⟨vp1
x
,ϕ⟩∣ ⩽ Leb(suppϕ)∥ϕ′∥∞

gilt, d.h. vp 1
x ist ein beschränktes lineares (und damit stetiges) Funktional auf C∞c (R)

(und sogar C1
c (R)).

(b) Wie in Teil (a) müssen wir die Singularität von ϕ(x)/x2 an der Stelle x = 0 so

ausgleichen, dass wir einen integrierbaren Ausdruck erhalten. In Teil (a) haben wir

eine »clevere Null« hinzugefügt, hier müssen wir etwas mehr hinzufügen. Die Idee ist

wieder eine Taylor-Entwicklung – nun von der Ordnung 1:

∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(x)
x2

dx = ∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(x) − ϕ(0) − ϕ′(0)x
x2

dx

+ ∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(0)
x2

dx + ∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ′(0)
x

dx

=0 wie in (a)

.

Wir betrachten nun

∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(0)
x2

dx = ϕ(0)∫
ϵ<∣x∣⩽M

dx

x2
= 2ϕ(0)∫

ϵ<x⩽M

dx

x2
,

wobei wir die Symmetrie verwenden. Im Vorgriff auf das nächste Kapitel gilt nun

(wir dürfen Riemannsch rechnen, weil der Integrand stetig und beschränkt ist)

∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(0)
x2

dx = 2ϕ(0) (1
ϵ
− 1

M
)

Damit folgt

∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(x)
x2

dx − 2ϕ(0)
ϵ
= ∫

ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(x) − ϕ(0) − ϕ′(0)x
x2

dx − 2ϕ(0)
M

.
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Die linke Seite hängt nicht von M ab, da suppϕ ⊂ [−M,M]. Daher können wir den

Grenzwert M →∞ bilden und erhalten

∫
∣x∣>ϵ

ϕ(x)
x2

dx − 2ϕ(0)
ϵ
= ∫
∣x∣>ϵ

ϕ(x) − ϕ(0) − ϕ′(0)x
x2

dx.

Nach Vorausssetzung ist der rechts auftretende Integrand stetig (fortsetzbar nach x =
0 durch 1

2ϕ
′′(0)) und beschränkt durch 1

2 supy ∣ϕ
′′(y)∣. Daher existiert der Grenzwert

ϵ→ 0 (wir wenden dominierte Konvergenz an) und es folgt schließlich

pf ∫
ϕ(x)
x2

dx = ∫
∣x∣>0

ϕ(x) − ϕ(0) − ϕ′(0)x
x2

dx.

Wie schon in a) definiert dann pf 1
x2 eine Distribution auf C∞c (R).

(c) Das ist im Prinzip dieselbe Rechnung wie in (b), wobei wir an zwei Stellen etwas

aufpassen müssen, da sich die Korrektur-Integrale anders verhalten (sie sind einseitig,

das zu Grunde liegende Maß ist ja nun 1(0,∞)(x)dx): Es ist

∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(0)1(0,∞)(x)
x2

dx = ϕ(0)∫
ϵ<x⩽M

dx

x2
= ϕ(0) (1

ϵ
− 1

M
) ,

was die Korrektur »−ϕ(0)
ϵ « erklärte – in b) hatten wir noch den Faktor 2, der durch

die Symmetrie zustande kam.

Und es gilt auch

∫
ϵ<∣x∣⩽M

ϕ′(0)1(0,∞)(x)x
x2

dx = ∫
ϵ<x⩽M

ϕ′(0)
x

dx = ϕ′(0) (logM − log ϵ) ,

d.h. wir haben einen weiteren Korrekturterm »+ϕ′(0) log ϵ«, da sich der ϕ′(0) nicht

mehr aus Symmetriegründen weghebt.

Mithin gilt

pf ∫
ϕ(x)1(0,∞)

x2
dx = ∫

(0,M]

ϕ(x) − ϕ(0) − ϕ′(0)x
x2

dx + ϕ′(0) logM.

Beachte, dass wir hier den Grenzwert M → ∞ nicht machen können (was aber für

die Existenz des Integrals nicht wesentlich ist, der Grenzwert ϵ → 0 ist der wichtige

Grenzwert.

Die entsprechende (einseitige) Distribution wird oft als pf H
x2 bezeichnet, wobeiH(x) =

1(0,∞) die sog. Heaviside-Funktion ist.

(d) Wir schreiben f(ϵ) ∶= ∑k−1
n=1

(−1)k−n−1
ϵk−n

∂n−1ϕ(0)
(n−1)! . Dann gilt für k = 3,4, . . .

lim
ϵ→0
(∫

ϵ<∣x∣⩽M

ϕ(x)
xk

dx − f(ϵ)) = ∫
∣x∣>0

ϕ(x) − ϕ(0) −∑k−1
n=1

1
n!∂

nϕ(0)xn

xk
dx.

∎∎
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Aufgabe 13.1. Lösung: Wir folgen dem Hinweis: Da e−tx ⩾ 0 folgt aus dem Satz von Beppo

Levi

∫
∞

0
e−xt dx = sup

n∈N
∫

n

0
e−xt dx = lim

n→∞
∫

n

0
e−xt dx.

Weiterhin ist x ↦ e−tx stetig (also insbesondere messbar und Riemann-integrierbar auf

kompakten Intervallen), so dass wir dank Theorem 13.2 wie gewohnt mit dem Riemann-

Integral rechnen dürfen:

∫
n

0
e−xt dx = [e

−tx

−t ]
n

x=0

n→∞ÐÐÐ→ 1

t
.

Folglich gilt e−tx ∈ L1(0,∞) und ∫ ∞0 e−xtdx = 1
t . Wir wollen nun das Differenzierbarkeits-

lemma, Satz 12.2, anwenden. Dazu definiere u(t, x) ∶= e−tx. Dann ist

∣∂tu(t, x)∣ = ∣x∣e−tx ⩽ ∣x∣e−ax ∈ L1(0,∞)

für alle t ∈ (a,∞), a > 0 (vgl. Beispiel 12.4). Aus dem Differenzierbarkeitslemma folgt

daher, dass
d

dt
∫
∞

0
e−tx dx = ∫

∞

0
(−x)e−tx dx

für alle t ∈ (a,∞). Da a > 0 beliebig ist, folgt die Differenzierbarkeit für alle t > 0. Indem

wir diese Überlegung iterieren, erhalten wir dass wir Ableitungen beliebiger Ordnung mit

dem Integral vertauschen dürfen. Damit

dn

dtn
(∫

∞

0
e−xt dx) = dn

dtn
(1
t
)

⇒ (∫
∞

0
(−x)ne−xt dx) = (−1)

nn!

tn+1
.

Für t = 1 ergibt sich gerade die Behauptung.

∎∎

Aufgabe 13.2. Lösung:

(a) Es gilt ∫(0,1)(x lnx)k dλ = ∫(0,1](x lnx)k dλ da der Integrand bei x = 1 definiert ist

und λ(1) = 0. Nun sei

uk(x) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0, x = 0,

(x lnx)k, x > 0,
.
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uk ist stetig (mit L’Hospital) auf [0,1] und somit uk Riemann- und Lebesgue-integrierbar

auf [0,1]. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt daher

∫
(0,1]
(x lnx)k dλ = ∫ lim

n→∞
1[ 1

n
,1)(x lnx)

k dλ

= lim
n→∞
∫
[ 1
n
,1]
(x lnx)k dλ.

Dieses Lebesgue-Integral stimmt mit dem Riemann-Integral überein (Satz 13.2), also

erhalten wir per Substitution (x = e−y 1
k+1 , dx = − 1

k+1e
−y 1

k+1dy):

lim
n→∞
∫
[ 1
n
,1]
(x lnx)k dx = lim

n→∞
−∫

(k+1) lnn

0
e−

k
k+1

y (−y)k
(k + 1)k (−1)

1

k + 1e
−y 1

k+1 dy

= lim
n→∞

(−1)k
(k + 1)k+1 ∫

(k+1) lnn

0
e−yyk+1−1 dy.

Da e−yyk1[0,∞) ∈ L1[0,∞) folgt mit dem Satz von Lebesgue

lim
n→∞

(−1)k
(k + 1)k+1 ∫

(k+1) lnn

0
e−yyk+1−1 dy = (−1)k

(k + 1)k+1Γ(k + 1).

(b) Da [0,1] ∋ x↦ x lnx stetig ist, gilt

∣
m

∑
k=0

(−x lnx)k
k!

∣ ⩽
∞

∑
k=0

∣x lnx∣k
k!

= e∣x lnx∣ ⩽ c ∈ L1(0,1)

für alle m ∈ N0. Aus (a) und dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir

somit

∫
(0,1)

e−x lnx λ(dx) = ∫
(0,1)

∞

∑
k=0

(−x lnx)k
k!

λ(dx)

= ∫
(0,1)

lim
m→∞

m

∑
k=0

(−x lnx)k
k!

λ(dx)

= lim
m→∞

m

∑
k=0
∫
(0,1)

(−x lnx)k
k!

λ(dx)

= lim
m→∞

m

∑
k=0

1

(k + 1)k+1
Γ(k + 1)

k!
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1

=
∞

∑
k=1

1

kk

∎∎

Aufgabe 13.3. Lösung: Für jedes n ∈ N gilt

xαn

n!
⩽ exα

und somit

e−x
α ⩽ n!x−αn.
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Weiterhin gilt x−αn ∈ L1(1,∞) für αn > 1. Wählen wir n > 1
α , dann erhalten wir

0 ⩽ 1[0,∞]e−x
α ⩽ 1[0,1](x) + 1(1,∞)(x)n!x−αn ∈ L1[0,∞).

Das zeigt, dass [0,∞) ∋ x↦ e−x
α

integrierbar ist.

∎∎

Aufgabe 13.4. Lösung:

(a)

∫
(1,∞)

∣ sinx∣
x

λ(dx) ≥ ∫
{x∈(1,∞);∣ sin(x)∣≥ 1

2
}

∣ sinx∣
x

λ(dx)

≥
∞

∑
k=1
∫
[π
6
+kπ, 5π

6
+kπ]

1

2x
λ(dx)

≥
∞

∑
k=1

1

2

1
5π
6 + kπ

λ([π
6
+ kπ, 5π

6
+ kπ])

=
∞

∑
k=1

2

5 + 6k = ∞.

Das zeigt, dass f nicht Lebesgue-integrierbar ist. (f ist jedoch uneigentlich Riemann-

integrierbar, vgl. Beispiel 16.5.)

(b) Aus ∣ sin(x)∣ ⩽ 1 folgt

∣sin(x
2)

x2
∣ =
∣sin(x2)∣
x2

⩽ 1

x2
für alle x ⩾ 1.

Es genügt daher, die Integrierbarkeit von 1
x2 zu zeigen. Das sieht man so:

∫
1

x2
1[1,∞)(x)dx = lim

n→∞
∫

1

x2
1[1,n)(x)dx Beppo Levi

= lim
n→∞
∫
[1,n)

1

x2
dx übliche Kurzschreibweise

= lim
n→∞
(R)∫

n

1

1

x2
dx Riemann-∫

n

1
existiert

= lim
n→∞
[− 1

x
]n
1

= lim
n→∞
[1 − 1

n] = 1 < ∞.

(c) Genau wie in (b) sieht man ∣ cos(x)√
x
∣ ⩽ 1√

x
, d.h. es genügt zu zeigen, dass 1√

x
∈

L1((0,1)). Dies folgt aus

∫
1√
x
1(0,1](x)dx = lim

n→∞
∫

1√
x
1(1/n,1](x)dx Beppo Levi

= lim
n→∞
∫
(1/n,1]

1√
x
dx übliche Kurzschreibweise

= lim
n→∞
(R)∫

1

1/n

1√
x
dx Riemann-∫ auf (1/n,1] existiert

= lim
n→∞
[2
√
x]1

1/n
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= lim
n→∞
[2 − 2

√
1
n]

= 2 < ∞.

(d) Wendet man den Mittelwertsatz auf f(x) = sinx an, so sieht man leicht, dass

∣ sin(x)∣ ⩽ ∣x∣ für alle x ∈ R.

Damit ist ∣ sinxx ∣ =
∣sinx∣
x ⩽ x

x = 1. Da [0,1] ∋ x ↦ 1 offensichtlich Lesbgue-integrierbar

ist, folgt aus dieser Abschätzung, dass auch [0,1] ∋ x ↦ sinx
x Lebesgue-integrierbar

ist.

Alternativlösung: Aus dem Satz von Bernoulli-Hôpital folgt sofort, dass die Funktion

f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

sinx
x , x ≠ 0,

1, x = 0,

stetig in x = 0 ist. Da f offensichtlich auch für alle x ≠ 0 stetig ist, ist f auf R stetig

(also insbesondere auch messbar). Nach dem Satz vom Maximum gilt daher

sup
x∈[0,1]

∣f(x)∣ < ∞

und da Konstanten über [0,1] integrierbar sind, folgt damit, dass f ∈ L1([0,1]).

(e) Aus

∫
1

x
1(0,1](x)dx = lim

n→∞
∫

1

x
1(1/n,1](x)dx Beppo Levi

= lim
n→∞
∫
(1/n,1]

1

x
dx übliche Kurzschreibweise

= lim
n→∞
(R)∫

1

1/n

1

x
dx Riemann-∫ auf (1/n,1] existiert

= lim
n→∞
[logx]11/n

= lim
n→∞
[log(1) − log 1

n
]

= ∞

folgt, dass x↦ 1
x auf (0,1) nicht Lebesbue-integrierbar ist.

(f) Aus dem Satz von Bernoulli-Hôpital folgt

lim
x→0

k(x) = a lim
x→0

cos(ax)
ex

= a,

d.h.

k̃(x) ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

k(x), x ≠ 0,

a, x = 0,

104



Lösungen. Version vom May 3, 2025

definiert eine stetige Fortsetzung von k auf [0,∞). Aus dem Satz von Maximum

erhalten wir daher

sup
x∈[0,1]

∣k(x)∣ ⩽ C < ∞.

Für x ⩾ 1 folgt aus der elementaren Abschätzung ex ⩾ 1 + x2/2, x ⩾ 0, dass

∣sin(ax)
ex − 1 ∣ ⩽

1

ex − 1 ⩽
1

x2/2 =
2

x2
.

Folglich ist

∣k(x)∣ ⩽ C1(0,1](x) +
2

x2
1[1,∞)(x).

Da Konstanten auf [0,1] integrierbar sind und die Funktion 1
x2 auf [1,∞) integrierbar

ist (siehe Beweis von Teil (b)), zeigt das k ∈ L1((0,∞)).

Auf dem Intervall [12 ,2] sind alle Funktionen stetig, daher beschränkt und somit Lesbesgue-

integrierbar.

∎∎

Aufgabe 13.5. Lösung: Mit Hilfe der geometrischen Reihe sehen wir für x > 0, dass

sin(ax)
ex − 1 =

∞

∑
n=0

e−nx sin(ax). (⋆)

Aus der elementaren Ungleichung ∣ sin y∣ ⩽ ∣y∣ ergibt sich für n ∈ N

∫
∞

0
∣e−nx sin(ax)∣ dx ⩽ a∫

∞

0
xe−nx dx.

Es gilt

∫
∞

0
xe−nx dx = lim

k→∞
∫

k

0
xe−nx dx Beppo Levi

= lim
k→∞

R − ∫
k

0
xe−nx dx Riemann-∫ existiert auf [0, n]

= lim
k→∞
[−nx + 1

n2
e−nx]

k

x=0

= 1

n2
.

Mithin:

∞

∑
n=1
∫
∞

0
∣e−nx sin(ax)∣ dx < ∞.

Somit können wir die Reihe (⋆) gliedweise integrieren und die Behauptung folgt dann aus

∫
∞

0
e−nx sin(ax)dx = Im∫

∞

0
e−x(n−ia) dx = a

a2 + n2 .

∎∎
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Aufgabe 13.6. Lösung: Gemäß der binomischen Formel gilt (1 + x2)n ⩾ 1 + nx2; daraus folgt

insbesondere

∣ 1 + nx
2

(1 + x2)n ∣ ⩽ 1.

Wegen

lim
n→∞

1 + nx2
(1 + x2)n = 0 für alle x ∈ (0,1)

(exponentielles Wachstum ist stärker als polynomielles Wachstum) erhalten wir aus dem

Satz von der dominierten Konvergenz

lim
n→∞
∫

1

0

1 + nx2
(1 + x2)n dx = 0.

∎∎

Aufgabe 13.7. Lösung:

(a) Zunächst zeigen wir, dass f wohldefiniert ist, d.h. dass das angegebene Integral

existiert. Dazu erinnern wir uns an die folgenden Abschätzungen:

∣arctan(y)∣ ⩽ ∣y∣ ∣arctan(y)∣ ⩽ π
2
, y ∈ R,

(die erste Abschätzung folgt aus dem Mittelwertsatz, die zweite aus der Definition

von arctan.) Weiterhin ist

sinhx = 1

2
(ex − e−x) ⩾ 1

2
(ex − 1) ⩾ 1

2

1

2
x2

für alle x ⩾ 1. Folglich gilt für u(t, x) ∶= arctan ( t
sinhx

)

∣u(t, x)∣ ⩽ π
2
1(0,1)(x) + ∣

t

sinhx
∣1[1,∞)(x)

⩽ π
2
1[0,1](x) +

1

4

1

x2
1[1,∞)(x) ∈ L1((0,∞)).

Das zeigt, dass das Integral f(t) = ∫(0,∞) u(t, x)dx existiert. Um Differenzierbarkeit

von f zu zeigen, genügt es nach Satz 12.2 entsprechende Majoranten für die Ableitung

zu finden. Dazu sei R > 0 und t ∈ (R−1,R). Gemäß der Kettenregel gilt

∂

∂t
u(t, x) = 1

1 + ( t
sinhx

)2
1

sinhx

= 1
t2

sinhx + sinhx
.

Da die Funktion x↦ 1
R−2+sinhx

stetig ist, existiert nach dem Satz vom Maximum eine

Konstante C1 > 0 mit

sup
x∈[0,1]

1

R−2 + sinhx ⩽ C1.

Aus 0 ⩽ sinhx ⩽ 1 für x ∈ [0,1] folgt daher

∣∂tu(t, x)∣ ⩽
1

R−2

sinhx + sinhx
⩽ 1

R−2 + sinhx ⩽ C1
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für alle x ∈ [0,1]. Analog: Für x > 1 beobachten wir dagegen

∣∂tu(t, x)∣ ⩾
1

sinhx
= 2 1

ex − e−x =
2

ex
1

1 − e−2x
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
⩽C2<∞

∈ L1((1,∞)).

Folglich,

∣∂tu(t, x)∣ ⩽ C11(0,1](x) + 2C2
1

ex
1(1,∞)(x) ∈ L1((0,∞)).

Wenden wir das Differenzierbarkeitslemma, Satz 12.2, an, so erhalten wir, dass f auf

dem Intervall (R−1,R) differenzierbar ist und

f ′(t) = ∫
(0,∞)

1
t2

sinhx + sinhx
dx für alle t ∈ (R−1,R).

Da R > 0 beliebig ist, ist f auf (0,∞) differenzierbar. Dass der Grenzwert limt↓0 f
′(t)

nicht existiert, folgt sofort aus der geschlossenen Formel für f ′ in Teil (b).

(b) Zunächst bemerken wir, dass f(0) = 0. Um eine geschlossene Formel für f ′ zu finden,

substituieren wir u = coshx und erhalten unter Verwendung der Identität cosh2 x −
sinh2 x = 1:

f ′(t) = ∫
(1,∞)

1
t2√
u2−1
+
√
u2 − 1

1√
u2 − 1

du

= ∫
(1,∞)

1

t2 − 1 + u2 du.

(Beachte, dass x ↦ 1
t2

sinhx
+sinhx

stetig und daher Riemann-integrierbar ist; da wir in

(a) bereits die Existenz des Lesbegue-Integrals nachgewiesen haben, dürfen wir daher

nach Satz 13.2 wie mit Riemann-Integralen rechnen.) Wir betrachten nun zwei Fälle

getrennt:

• t > 1: Dann ist t2 − 1 > 0 und somit

f ′(t) = 1

t2 − 1 ∫(1,∞)
1

1 + ( u√
t2−1
)
2
du

= 1

t2 − 1 [
√
t2 − 1arctan( u√

t2 − 1
)]
∞

u=1

= 1√
t2 − 1

(π
2
− arctan( 1√

t2 − 1
))

= 1√
t2 − 1

arctan (
√
t2 − 1) .

• t < 1: Dann ist C ∶=
√
1 − t2 wohldefiniert und somit

u2 + t2 − 1 = u2 −C2 = (u +C)(u − c).

Führen wir eine Partialbruchzerlegung durch, so erhalten wir

1

u2 −C2
= 1

2C

1

u +C −
1

2C

1

u −C
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und somit

∫
(1,∞)

1

u2 + t2 − 1 du = ∫(1,∞)
u2 −C2

du

= 1

2C
lim
R→∞

(∫
R

1

1

u +C du − ∫
R

1

1

u −C du)

= 1

2C
lim
R→∞

(ln(1 +C
1 −C ) + ln(

R +C
R −C ))

= 1

2C
ln(1 +C

1 −C )

= 1

2
√
1 − t2

ln(1 +
√
1 − t2

1 −
√
1 − t2

) .

Aus dem ersten Teil unserer Überlegungen folgt insbesondere

∫
∞

1
f ′(t)dt = ∞.

Wegen f(t) = f(1) + ∫ t
1 f
′(s)ds, t ⩾ 1, beweist das limt→∞ f(t) = ∞.

∎∎

Aufgabe 13.8. Lösung: Es sei (qn)n∈N eine Abzählung von Q. Da jede Funktion mit endlich

vielen Unstetigkeitsstellen Riemann-integrierbar ist, definiert un(x) ∶= 1{q1,...,qn}(x) eine

Folge von Riemann-integrierbaren Funktionen. Andererseits ist

1Q = lim
n→∞

un

nicht Riemann-integrierbar (siehe Beispiel in der Einleitung von Kapitel 13).

∎∎

Aufgabe 13.9. Lösung: Da u eine messbare nicht-negative Funktion ist folgt aus Beppo Levi,

dass

∫
(0,∞)

u(x)λ(dx) = sup
j∈N
∫
[j−1,j]

u(x)λ(dx)

= lim
j→∞
∫
[j−1,j]

u(x)λ(dx).

Nach Voraussetzung ist u∣[j−1,j] Riemann-integrierbar und gemäß Satz 13.2 stimmen das

Riemann- und Lebesgue-Integral überein. Aus der uneigentlichen Riemann-Integrierbarkeit

sehen wir also, dass der Limit

lim
j→∞
∫
[j−1,j]

u(x)λ(dx) = lim
j→∞

(R)∫
j

j−1
u(x)dx

existiert und somit folgt die Behauptung.

∎∎
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Aufgabe 13.10. Lösung: Da x↦ sin(x2) stetig ist, ist die Abbildung auf jedem beschränkten

Intervall Lebesgue-integrierbar. Mit Hilfe der Substitution y = x2 sehen wir

∫
√
b

√
a
∣ sin(x2)∣dx = ∫

b

a

∣ sin(y)∣
2
√
y

dy

für alle 0 ⩽ a < b. Für a ∶= ak ∶= kπ, b ∶= ak + 1 = (k + 1)π folgt aus dieser Identität auf

Grund der Periodizität von sin, dass die Folge

∫
√
(k+1)π

√
kπ

∣ sin(x2)∣dx

monoton fallend in k ist und gegen 0 konvergiert. Da sin(x2) auf dem Intervall [√ak,
√
ak+1]

entweder positiv oder negativ ist (je nachdem ob k gerade oder ungerade ist) und die

Vorzeichen immer alternieren, erhalten wir aus dem Leibniz-Kriterium, dass die Reihe

∑
k⩾0
∫
√
(k+1)π

√
kπ

sin(x2)dx

konvergiert. Somit existiert das uneigentliche Riemann-Integral. Die Argumentation für

x↦ cos(x2) ist analog; alternativ kann man benutzen, dass sin(x2) = cos(x2 − π
2 ).

Die Funktionen sind jedoch nicht Lebesgue-integrierbar: Aus sin(x2) = cos(x2 − π
2 ) folgt,

dass die Integrale ∫(0,∞) sin(x2)dx und ∫(0,∞) cos(x2)dx entweder beide existieren oder

keins von beiden. Falls beide Integrale existieren würden, dann würde aus sin2(x2) +
cos2(x2) = 1 und ∣ sin ∣, ∣ cos ∣ ⩽ 1 auch folgen, dass

∫
(0,∞)

1dx = ∫
(0,∞)

(sin2(x2) + cos2(x2))dx

⩽ ∫
(0,∞)

∣ sin(x2)∣dx + ∫
(0,∞)

∣ cos(x2)∣dx < ∞.

Offensichtlich ist dies ein Widerspruch.

∎∎

Aufgabe 13.11. Lösung: Zunächst erinnern wir uns an den Mittelwertsatz für Riemann-

Integrale:

Es sei u ⩾ 0 Riemann-integrierbar auf [a, b] und f ∈ C[a, b] eine stetige Funktion. Dann

existiert ein ξ ∈ (a, b) mit

∫
b

a
u(t)f(t)dt = f(ξ)∫

b

a
u(t)dt. (⋆)

Die Aussage kann man zum Beispiel so beweisen: Wegen u ⩾ 0 ist

inf
t∈[a,]

f(t)∫
b

a
u(t)dt ⩽ ∫

b

a
u(t)f(t)dt ⩽ sup

t∈[a,b]
f(t)∫

b

a
u(t)dt.

Da [a, b] ∋ t ↦ f(t) nach Voraussetzung stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass

ξ ∈ (a, b) existiert, so dass (⋆) gilt.

109



R.L. Schilling: Maß & Integral (2. Auflage)

Es sei nun r ⩽ R und ohne Beschränkung der Allgemeinheit a ⩽ b. Dann

∫
R

r

f(bx) − f(ax)
x

dx = ∫
R

r

f(bx)
x

dx − ∫
R

r

f(ax)
x

dx

= ∫
bR

br

f(y)
y

dy − ∫
aR

ar

f(y)
y

dy

= ∫
bR

aR

f(y)
y

dy − ∫
br

ar

f(y)
y

dy.

Aus dem Mittelwertsatz für Riemann-Integrale folgt somit, dass ξr ∈ (ar, br) und ξR ∈
(aR, bR) existieren mit

∫
R

r

f(bx) − f(ax)
x

dx = f(ξR)∫
bR

aR

1

y
dy − f(ξr)∫

br

ar

1

y
dy

= f(ξR) ln
b

a
− f(ξr) ln

b

a
.

Für r → 0 (bzw. R →∞) folgt, dass f(ξr) →m (bzw. f(ξR) →M); folglich,

∫
R

r

f(bx) − f(ax)
x

dx
R→∞ÐÐÐ→
r→0

(M −m) ln b
a
.

∎∎

Aufgabe 13.12. Lösung:

(a)

∫
(1,∞)

∣ sinx∣
x

λ(dx) ≥ ∫
{x∈(1,∞);∣ sin(x)∣≥ 1

2
}

∣ sinx∣
x

λ(dx)

≥
∞

∑
k=1
∫
[π
6
+kπ, 5π

6
+kπ]

1

2x
λ(dx)

≥
∞

∑
k=1

1

2

1
5π
6 + kπ

λ([π
6
+ kπ, 5π

6
+ kπ])

=
∞

∑
k=1

2

5 + 6k = ∞.

Das zeigt, dass f nicht Lebesgue-integrierbar ist.

(b) Sei R > 1. Mit partieller Integration folgt

∫
R

1

sinx

x
dx = cos 1

1
− cosR

R
− ∫

R

1

cosx

x2
dx.

Da die Funktion x ↦ cosx
x2 auf [1,R] stetig, also Riemann-integrierbar, ist, wissen

wir aus Theorem 10.2, dass das Riemann-Integral ∫ R
1

cosx
x2 dx gleich dem Lebesgue-

Integral ∫(1,R) cosx
x2 λ(dx) ist. Also

∫
R

1

sinx

x
dx = cos 1

1
− cosR

R
− ∫
(1,R)

cosx

x2
λ(dx).

Wir wollen nun den Grenzwert R →∞ bilden. Der zweite Term auf der rechten Seite

konvergiert wegen der Beschränktheit des Kosinus offensichtlich gegen 0. Für den
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dritten Term beachten wir, dass x ↦ cosx
x2 auf [1,∞) Lebesgue integrierbar ist (x−2

ist eine integrierbare Majorante) und daher folgt aus dem Satz von der dominierten

Konvergenz, dass

lim
R→∞

∫
(1,R)

cosx

x2
λ(dx) = ∫

(1,∞)

cosx

x2
λ(dx).

Damit haben wir gezeigt, dass der Grenzwert

lim
R→∞

∫
R

1

sinx

x
dx = cos 1 − ∫

(1,∞)

cosx

x2
λ(dx)

existiert, d.h. f(x) = sinx
x ist uneigentlich Riemann-integrierbar auf [1,∞).

(c) Das Integral ∫(0,1) sinx
x dx existiert als Riemann und als Lebesgue-Integral, da dort

der Integrand positiv, beschränkt und stetig ist. Somit existiert ∫ ∞0 sinx
x dx insgesamt

als uneigentliches Riemann-Integral.

∎∎
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14 Die Räume Lp und Lp

Aufgabe 14.1. Lösung:

(a) Wir betrachten zunächst den Fall p < ∞: Für r > 1 gilt 1
r +

r−1
r = 1. Durch Anwenden

der Hölderungleichung erhalten wir

∥u∥q = ∥ ∣u∣q∥
1
q

1 ⩽ ∥ ∣u∣
q∥

1
q
r ∥1∥

1
q
r

r−1
= ∥u∥qr µ(E)

1
q

r−1
r .

Wir setzen r ∶= p
q > 1. Damit gilt 1

q
r−1
r =

1
q
p−q
p =

1
q −

1
p und es folgt

∥u∥q ⩽ ∥u∥p µ(E)
1
q
− 1

p .

p = ∞: Aus der Hölder-Ungleichung folgt

∥u∥q = ∥ ∣u∣q∥
1
q

1 ⩽ (∥ ∣u∣
q ∥∞∥1∥1)

1
q = µ(E)

1
q ∥u∥∞.

(b) Ist u ∈ Lp(µ), dann folgt aus Teil (a), dass ∥u∥q < ∞ für alle q ⩾ p. Folglich ist

u ∈ Lq(µ).

∎∎

Aufgabe 14.2. Lösung: Wendet man die Hölder-Ungleichung an, so sieht man leicht, dass

die gewünschte Ungleichung gilt. Wir wollen hier stattdessen motivieren wie man auf

den Exponenten λ kommt: Es sei λ ∈ (0,1) und α,β ∈ [1,∞] konjugierte Indizes (d.h.
1
α +

1
β = 1). Aus der Hölder-Ungleichung folgt

∫ ∣u∣r dµ = ∫ ∣u∣rλ∣u∣r(1−λ) dµ

⩽ (∫ ∣u∣rλα dµ)
1
α

(∫ ∣u∣r(1−λ)β)
1
β

.

Ziehen wir auf beiden Seiten die r-te Wurzel, so erhalten wir

∥u∥r ⩽ (∫ ∣u∣rλα dµ)
λ
λ

1
rα

(∫ ∣u∣r(1−λ)β)
1−λ
1−λ

1
rβ

= ∥u∥λrλα∥u∥1−λr(1−λ)β.

Damit ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

p = rλα q = r(1 − λ)β.
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Unter Ausnutzung von p−1 + q−1 = 1 und α−1 + β−1 = 1 findet man die Lösung

λ =
1
r −

1
q

1
p −

1
q

α = q − p
q − r β = q − p

r − p.

Die Relation Lp(µ) ∩Lq(µ) ⊂ Lr(µ) folgt sofort aus der gezeigten Ungleichung.

∎∎

Aufgabe 14.3. Lösung: Wir zeigen die Behauptung per Induktion:

• Induktionsanfang (n = 2): Für n = 2 ist die Ungleichung gerade die Hölder-Ungleichung,

vgl. Satz 14.3.

• Induktionsannahme: Die Ungleichung gelte für ein n ⩾ 2.

• Induktionsschritt (n → n + 1): Es seien u1, . . . , un+1 ∈ L0(A) und pi ∈ (1,∞) mit

∑n+1
i=1 p

−1
i = 1. Wir setzen

v ∶= ∣u1 . . . un∣ w ∶= ∣un+1∣ p−1 ∶=
n

∑
i=1

p−1i q−1 ∶= p−1n+1.

Aus der (gewöhnlichen) Hölder-Ungleichung folgt

∫ ∣u1⋯un+1∣dµ = ∫ ∣v ⋅w∣dµ

⩽ (∫ ∣v∣p dµ)
1
p

(∫ ∣w∣q dµ)
1
q

= (∫ ∣u1⋯un∣p dµ)
1
p

∥un+1∥Lpn+1 .

Für den ersten Term auf der rechten Seite benutzen wir die Induktionsvoraussetzung

mit λj ∶= pj
p (beachte, dass ∑n

j=1 λ
−1
j = 1):

∫ ∣u1⋯un∣p dµ ⩽ ∥∣u1∣p∥Lλ1⋯∥∣un∣p∥Lλn = ∥u1∥pLp1⋯∥un∥
p
Lpn .

Ziehen wir auf beiden Seiten die p-te Wurzel und setzen die Ungleichung in die

vorherige Abschätzung ein, so folgt die Behauptung.

∎∎

Aufgabe 14.4. Lösung: Das Maß dµ
µ(E) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß. Da (0,∞) ∋ x↦ − logx

konvex ist, folgt aus der Jensen-Ungleichung (Satz 14.15)

− log(∫ u
dµ

µ(E)) ⩽ ∫ (− log(u))
dµ

µ(E)

also

log( 1

µ(E) ∫ udµ) ⩾ 1

µ(E) ∫ log(u)dµ.

Wegen ∫ udµ = 1 folgt

∫ log(u)dµ ⩽ µ(E) log( 1

µ(E)) .
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Wenn µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß ist, dann gilt

∫ log(u) dµ ⩽ 0.

∎∎

Aufgabe 14.5. Lösung:

(a) Sind f, g ∈ Lp(µ), dann sind f + g und αf immer in Lp(µ); das folgt sofort aus

der Homogenität des Integrals und der Minkowski-Ungleichung, vgl. Korollar 14.5.

Wie man aus Cauchy-Schwarz Ungleichung sehen kann, ist das Produkt fg wieder

in Lp(µ), falls f, g ∈ L2p(µ). Allgemeiner gilt: Existieren konjugierte Indizes α,β ∈
[1,∞] (d.h. α−1 + β−1 = 1), so dass f ∈ Lαp und g ∈ Lβp, so ist fg ∈ Lp(µ). Dies ist

eine direkte Folgerung aus der Hölder-Ungleichung.

(b) Betrachte den Maßraum ((0,1),B((0,1)), λ) und f(x) ∶= g(x) ∶= x−1/3. Dann gilt

∫
1

0
∣f(x)∣2 dx = ∫

1

0
x−2/3 dx = 3[x1/3]1

x=0
= 3 < ∞,

d.h. f, g ∈ L2(µ). Andererseits ist f ⋅ g ∉ L2(µ), denn

∫
1

0
∣f(x)g(x)∣2 dx = ∫

1

0
x−4/3 dx = lim

r→0
[−3x−1/3]

1

x=r
= ∞.

Das zeigt, dass L2(µ) keine Funktionenalgebra ist. Setzt man f̃ ∶= f2 und g̃ ∶= g2

erhält man ein entsprechendes Gegenbeispiel für L1(µ).

(c) Aus der Minkowski-Ungleichung folgt

∥f∥p = ∥(f − g) + g∥p ⩽ ∥f − g∥p + ∥g∥p
⇒ ∥f∥p − ∥g∥p ⩽ ∥f − g∥p.

Vertauscht man die Rollen von f und g, so ergibt sich

∥g∥p − ∥f∥p ⩽ ∥g − f∥p = ∥f − g∥p.

Damit folgt

∣∥f∥p − ∥g∥p∣ =max{∥f∥p − ∥g∥p, ∥g∥p − ∥f∥p} ⩽ ∥f − g∥p.

∎∎

Aufgabe 14.6. Lösung:

(a) Wir betrachten die verschiedenen Fälle getrennt:

(i) Jede Abbildung u ∶ (Ω,{∅,Ω}) → (R,{∅,R}) ist messbar. Tatsächlich: u ist

genau dann messbar, falls u−1(A) ∈ {∅,Ω} für alle A ∈ A = {∅,R}. Wegen

u−1(∅) = ∅ u−1(R) = Ω

sind diese Bedingungen für beliebige Abbildungen u erfüllt.
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(ii) Jede messbare Abbildung u ∶ (Ω,{∅,Ω}) → (R,B(R)) ist konstant. Tatsächlich:

Angenommen, u ist nicht konstant, d.h. es existieren ω1, ω2 ∈ Ω und x, y ∈ R, x ≠
y, so dass u(ω1) = x, u(ω2) = y. Dann ist u−1({x}) ∉ {∅,Ω}, denn ω1 ∈ u−1({x})
(also u−1({x}) ≠ ∅) und ω2 ∉ u−1({x}) (also u−1({x}) ≠ Ω).

(iii) Jede messbare Abbildung u ∶ (Ω,{∅,Ω}) → (R,P(R)) ist insbesondere auch

{∅,Ω}/B(R)-messbar. Aus (ii) wissen wir, dass solche Funktionen konstant sein

müssen. Andererseits sind konstante Abbildungen bzgl. beliebiger σ-Algebren

messbar. Folglich ist jede {∅,Ω}/P(R)-messbare Abbildung konstant.

(b) Wir bestimmen zunächst die σ(B)-messbaren Abbildungen. Behauptung: Jede σ(B)/B(R)-
messbare Abbildung ist von der Form

u(ω) = c11B(ω) + c21Bc(ω), ω ∈ Ω, (⋆)

für c1, c2 ∈ R. Tatsächlich: Ist u von der Form (⋆), dann gilt

u−1(A) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ω, c1, c2 ∈ A,

B, c1 ∈ A, c2 ∉ A,

Bc, c1 ∉ A, c2 ∈ A,

∅, c1, c2 ∉ A

für alle A ∈ B(R). Folglich ist u σ(B)/B(R)-messbar. Andererseits: Es sei u eine

σ(B)/B(R)-messbare Funktion. Wir wählen beliebige ω1 ∈ B, ω2 ∈ Bc und setzen

c1 = u(ω1), c2 = u(ω2). Angenommen, u ist nicht von der Form (⋆), dann existiert

ω ∈ Ω mit u(ω) ∉ {c1, c2}. Für A ∶= {u(ω)} gilt dann offenbar u−1(A) ∉ {∅,Ω,B,Bc}.
Dies ist ein Widerspruch zur Messbarkeit von u.

Nach Definition gilt

Lp(Ω, σ(B), µ) = {u ∶ (Ω, σ(B)) → (R,B(R))messbar ∶ ∫ ∣u∣p dµ < ∞} .

Wir haben bereits gezeigt, dass die σ(B)-messbaren Funktionen von der Form (⋆)
sind. Aus der Linearität des Integrals folgt

∫ ∣u∣p dµ = ∣c1∣pµ(B) + ∣c2∣pµ(Bc).

Folglich ist u ∈ Lp(Ω, σ(B), µ) genau dann wenn

• c1 = 0 oder µ(B) < ∞

• c2 = 0 oder µ(Bc) < ∞.

Insbesondere: Ist µ ein endliches Maß, so ist jede Abbildung der Form (⋆) in

Lp(Ω, σ(B), µ).

∎∎
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Aufgabe 14.7. Lösung: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei α ⩽ β. Wir betrachten die

Fälle x ∈ (0,1) und x ∈ [1,∞) getrennt. Ist x ⩽ 1, dann

1

xα
⩾ 1

xα + xβ ⩾
1

xα + xα =
1

2

1

xα
∀x ⩽ 1.

Das zeigt, dass x↦ (xα + xβ)−1 ∈ Lp((0,1), dx) genau dann, wenn αp < 1.

Ist dagegen x ⩾ 1, dann

1

xβ
⩾ 1

xα + xβ ⩾
1

xβ + xβ =
1

2

1

xβ
∀x ⩾ 1.

Folglich ist x ↦ (xα + xβ)−1 ∈ Lp((1,∞), dx) genau dann, wenn pβ > 1. Kombinieren wir

beide Überlegungen, so erhalten wir, dass x ↦ (xα + xβ)−1 ∈ Lp((0,∞), dx) genau dann,

wenn αp < 1 und βp > 1.

∎∎

Aufgabe 14.8. Lösung: Wir erinnern uns zunächst an die folgende einfache Identität:

∥un − um∥22 = ∫ (un − um)2 dµ (14.1)

= ∫ u2n dµ − 2∫ unum dµ + ∫ u2m dµ

= ∥un∥22 + ∥um∥22 − 2∫ unum dµ. (⋆)

"⇒": Angenommen, un konvergiert in L2(µ) gegen eine Funktion u ∈ L2(µ). Dann ist

(un)n∈N insbesondere eine L2-Cauchy-Folge, d.h. limm,n→∞ ∥un − um∥2 = 0. Außerdem

folgt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung (vgl. Aufgabe 14.5(c)), dass

∣∥un∥2 − ∥u∥2∣ ⩽ ∥un − u∥2
n→∞ÐÐÐ→ 0,

also limn→∞ ∥un∥2 = ∥u∥2. Folglich ist

2∫ unum dµ
(⋆)= ∥un∥22 + ∥um∥22 − ∥un − um∥22

m,n→∞ÐÐÐÐ→ 2∥u∥22.

"⇐": Angenommen, der Grenzwert

c ∶= lim
m,n→∞

∫ unum dµ

existiert. Aus der Definition des Grenzwertes erhalten wir: Für alle ϵ > 0 existiert N =
N(ϵ) ∈ N, so dass

∣∫ unum dµ − c∣ ⩽ ϵ für alle m,n ⩾ N .

Daraus folgt insbesondere

lim
n→∞
∫ u2n dµ = c = lim

m→∞
∫ u2m dµ.

Aus (⋆) sehen wir nun

lim
m,n→∞

∥un − um∥22 = lim
m,n→∞

(∥un∥22 + ∥um∥22 − 2∫ unum dµ) = c2 + c2 − 2c2 = 0.

∎∎
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Aufgabe 14.9. Lösung: Wir betrachten zunächst den Fall ∥u∥L∞ < ∞. Setzen wir Aδ ∶= {u ⩾
∥u∥∞ − δ}, δ > 0, so gilt µ(Aδ) > 0 und

∥u∥p ⩾ (∫
Aδ

(∥u∥∞ − δ)p dµ)
1
p

= (∥u∥∞ − δ)µ(Aδ)
1
p .

Folglich

lim inf
p→∞

∥u∥p ⩾ lim inf
n→∞

((∥u∥∞ − δ)µ(Aδ)
1
p ) = ∥u∥∞ − δ.

Da δ > 0 beliebig ist, zeigt das lim infp→∞ ∥u∥p ⩾ ∥u∥∞. Andererseits: Für p > q gilt

∫ ∣u(x)∣p dµ = ∫ ∣u(x)∣p−q ∣u(x)∣q dµ ⩽ ∥u∥p−q∞ ∥u∥qq.

Ziehen wir auf beiden Seiten die p-te Wurzel, so erhalten wir

lim sup
p→∞

∥u∥p ⩽ lim sup
p→∞

(∥u∥
p−q
p
∞ ∥u∥

q
p
q ) = ∥u∥∞.

Das beendet den Beweis für den Fall ∥u∥L∞ < ∞.

Fall ∥u∥L∞ = ∞: Die Ungleichung

lim sup
p→∞

∥u∥p ⩽ ∥u∥∞

gilt trivialerweise. Die andere Ungleichung sieht man so: Wir definieren AR ∶= {u ⩾ R},
R > 0. Dann gilt µ(Ar) > 0 (sonst wäre ∥u∥L∞ < ∞!) und wie im ersten Teil des Beweises

gilt

∥u∥p ⩾ (∫
AR

Rp dµ)
1
p

= Rµ(AR)
1
p .

Damit folgt lim infp→∞ ∥u∥p ⩾ R und da R > 0 beliebig ist, zeigt dies bereits die Behaup-

tung:

lim inf
p→∞

∥u∥p ⩾ ∞ = ∥u∥∞.

∎∎

Aufgabe 14.10. Lösung: Wir machen zunächst zwei Beobachtungen:

• Für r ⩽ s ⩽ q gilt ∥u∥r ⩽ ∥u∥s. Das folgt sofort aus der Jensen-Ungleichung, Satz 14.15,

und der Tatsache, dass V (x) ∶= xs/r, x ∈ R, eine konvexe Funktion ist (siehe auch

Aufgabe 14.1). Insbesondere ist ∥u∥r < ∞ für alle r ∈ (0, q).

• Es gilt

∫ log ∣u∣dµ ⩽ log ∥u∥p für alle p ∈ (0, q). (⋆)

Auch dies folgt aus der Jensen-Ungleichung angewendet auf die konvexe Funktion

V (x) ∶= − logx:

− log (∫ ∣u∣p dµ) ⩽ ∫ − log(∣u∣p)dµ − p∫ log ∣u∣dµ;

folglich,

log ∥u∥p =
1

p
log (∫ ∣u∣p dµ) ⩾ ∫ log ∣u∣dµ.
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Wegen (⋆) genügt es zu zeigen, dass limp→0 ∥u∥Lp ⩽ exp(∫ ln ∣u∣dµ). (Beachte: Auf Grund

der Monotonie von ∥u∥p für p ↓ 0 wissen wir, dass der Limes limp→0 ∥u∥p existiert.) Dazu

bemerken wir, dass

log a = inf
p>0

ap − 1
p

, a > 0. (⋆⋆)

(Hinweis: Zeige durch Differentiation, dass p ↦ ap−1
p monoton wachsend ist. Benutze den

Satz von Bernoulli–Hôpital, um zu zeigen, dass limp→0
ap−1
p = log a.) Damit erhalten wir

aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (mK)

∫ log ∣u∣dµ mK= inf
p>0
∫
∣u∣p − 1
p

dµ

⩾ ∫ ∣u∣
p dµ − 1
p

= ∥u∥
p
p − 1
p

(⋆⋆)
⩾ log ∥u∥p

für alle p > 0. Für p→ 0 erhalten wir die Behauptung.

∎∎

Aufgabe 14.11. Lösung: Es sei p ∈ (0,1) und q ∶= p
p−1 < 0 der konjugierte Index. Für s ∶= 1

p ∈
(1,∞) ist der konjugierte Index t gegeben durch

t = s

s − 1 =
1
p

1
p − 1

= 1

1 − p ∈ (1,∞).

Aus der »gewöhnliche« Hölder-Ungleichung folgt

∫ ∣u∣p dµ = ∫ (∣u∣∣w∣)p
1

∣w∣p dµ

⩽ (∫ ∣u∣ps∣w∣ps dµ)
1
s

(∫ ∣w∣−pt dµ)

= (∫ ∣u∣∣w∣dµ)
p

(∫ ∣w∣p/(p−1) dµ)
1−p

.

Ziehen wir auf beiden Seite die p-te Wurzel, so erhalten wir

(∫ ∣u∣p dµ)
1
p

⩽ (∫ ∣u∣∣w∣dµ)(∫ ∣w∣p/(p−1) dµ)
(1−p)/p

= (∫ ∣uw∣dµ)(∫ ∣w∣q dµ)
− 1

q

.

Folglich,

∥uv∥L1 ⩾ ∥u∥Lp∥v∥Lq . (⋆)

Die »inverse« Minkowski-Ungleichung ergibt sich aus der »inversen« Hölder-Ungleichung

genau wie die Minkowski-Ungleichung aus der Hölder-Ungleichung:

∫ (u + v)p dµ = ∫ (u + v)(u + v)p−1 dµ

= ∫ u(u + v)p−1 dµ + ∫ v(u + v)p−1 dµ
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(⋆)
⩾ ∥u∥Lp∥(u + v)p−1∥Lq + ∥v∥Lp∥(u + v)p−1∥Lq .

Wegen q = p
p−1 und (p − 1)q = p zeigt das

∫ (u + v)p dµ ⩾ ∥u∥Lp∥u + v∥p−1Lp + ∥v∥Lp∥u + v∥p−1Lp .

Indem wir beide Seiten durch ∥u + v∥p−1Lp dividieren, folgt die Behauptung.

∎∎

Aufgabe 14.12. Lösung: Es sei f ∈ Lp(µ) und g ∈ Lq(µ) mit ∥g∥Lq ⩽ 1. Aus der Dreiecks-

Ungleichung und Hölder-Ungleichung folgt

∣∫ f ⋅ g dµ∣ ⩽ ∫ ∣f ⋅ g∣dµ ⩽ ∥f∥Lp∥g∥Lq ⩽ ∥f∥Lp .

Folglich gilt

∥f∥Lp ⩾ sup{∣∫ fg dµ∣ ∶ g ∈ Lq(µ), ∥g∥Lq ⩽ 1} .

Um »⩽« zu sehen, genügt es eine Funktion g ∈ Lq(µ) mit ∥g∥q ⩽ 1 und ∫ fg dµ = ∥f∥Lp

zu finden. Ist ∥f∥Lp = 0, dann erfüllt g ∶= 0 offenbar diesen Zweck. Wir nehmen daher

im Folgenden an, dass ∥f∥Lp > 0. Definiere zunächst h ∶= sgn(f) ⋅ ∣f ∣p−1. Dann ist wegen

q = p
p−1

∣h∣q = ∣f ∣(p−1)q = ∣f ∣p ∈ L1(µ),

d.h. h ∈ Lq(µ) und

∥h∥q = (∫ ∣h∣q dµ)
1/q

= (∫ ∣f ∣p)
1/p⋅p/q

= ∥f∥p/qLp > 0.

Für g ∶= h/∥h∥Lq ∈ Lq(µ) gilt daher ∥g∥Lq ⩽ 1 und

∫ fg dµ = 1

∥h∥Lq
∫ ∣f ∣p dµ =

1

∥f∥p/qLp

∥f∥pLp = ∥f∥p(1−1/q)Lp = ∥f∥Lp

wobei wir im letzten Schritt wieder benutzt haben, dass 1
p +

1
q = 1. Das zeigt »⩽«.

∎∎

Aufgabe 14.13. Lösung:

(a) Zu zeigen ist

∥u∥L∞ ∶= inf
∶=A

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
{c ∶ µ({∣u∣ ⩾ c}) = 0} != sup

∶=B
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
{c ∶ µ({∣u∣ ⩾ c}) > 0}

d.h. wir müssen zwei Aussagen beweisen:

a) ∥u∥L∞ ist eine obere Schranke für B und

b) diese Schranke ist die kleinste obere Schranke
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a): Angenommen, ∃c ∈ B ∶ c > ∥u∥L∞ . Weil wir das Infimum als Folgengrenzwert einer

Folge aus der Menge A realisieren können folgt: ∃x ∶ x ∈ (∥u∥L∞ , c] ∩ A, d.h. x ⩽ c,
und daher {∣u∣ ⩾ x} ⊃ {∣u∣ ⩾ c}. Weil aber x ∈ A und c ∈ B, folgt

0 = µ({∣u∣ ⩾ x}) ⩾ µ({∣u∣ ⩾ c}) > 0 Widerspruch!

b): Wiederum ein indirekter Beweis. Angenommen, ∥u∥L∞ ist nicht die kleinste obere

Schranke. Dann ∃c < ∥u∥L∞ mit einer oberen Schranke c für die Menge B. Somit

∃x ∶ c < x < ∥u∥L∞ , und entweder x ∈ A, was ∥u∥L∞ als unterer Schranke für A

widerspricht, oder x ∈ B, was der Tatsache widerspricht, dass c eine obere Schranke

für B ist. Somit muss ∥u∥L∞ die kleinste obere Schranke sein.

(b) Definiere S = ∥u∥L∞ und beachte, dass {u > S} = u−1((S,∞]) = ⋃∞k=1 u−1((S + 1
k ,∞])

gilt. Wegen Teilaufgabe (a) wissen wir, dass für jedes k ⩾ 1, µ (u−1((S + 1
k ,∞])) = 0.

Mithin gilt µ(u > ∥u∥∞) = 0. Indem wir statt u die Funktion −u betrachten, erhalten

wir µ(u < −∥u∥∞) = 0. Folglich gilt, µ(∣u∣ > ∥u∥∞) = 0.

(c) Mit Hilfe von Teil (b) können wir eine Menge A konstruieren, so dass µ(A) = 0 und

∣u(x)∣ ⩽ ∥u∥L∞ , für alle x ∈ E ∖A. Nun definieren wir v = u ⋅ 1Ac .

(d) Norm: Wir zeigen zunächst ∥αu∥L∞ = ∣α∣∥u∥L∞ , α ∈ R. In der Tat gilt

∥αu∥L∞ = sup{c ∶ µ ({∣αu∣ ⩾ c}) > 0} = sup{∣α∣c ∶ µ ({∣α∣∣u∣ ⩾ ∣α∣c}) > 0}

= ∣α∣ sup{c ∶ µ ({∣u∣ ⩾ c}) > 0}.

Nun zeigen wir ∥u+v∥L∞ ⩽ ∥u∥L∞ +∥v∥L∞ . Dazu seien [u], [v] ∈ L∞(µ). Insbesondere

gibt es Mengen A,B ⊂ E, so dass µ(A) = µ(B) = 0 und ∣u(x)∣ ⩽ ∥u∥L∞ , x ∈ E ∖A und

∣v(x)∣ ⩽ ∥v∥L∞ , x ∈ E ∖B. Folglich gilt ∣u(x) + v(x)∣ ⩽ ∣u(x)∣ + ∣v(x)∣ ⩽ ∥u∥L∞ + ∥v∥L∞
für alle x ∈ E ∖ (A ∪B). Wegen µ(A ∪B) = 0 folgt die Behauptung.

Schließlich zeigen wir ∥u∥L∞ = 0 ⇐⇒ u = 0 f.ü. Wir nehmen ∥u∥L∞ = 0 an. Wegen

(b) hat die Menge {∣u∣ > 0} = {∣u∣ ≠ 0} Maß 0. Daher gilt [u] = [0]. Die Umkehrung

ist offensichtlich.

Vollständigkeit: Wir müssen zeigen, dass jede L∞(µ)-Cauchy-Folge konvergiert.

Dazu sei (fn)n∈N ⊂ L∞(µ) eine Cauchy-Folge. Nach Definition gibt es zu beliebigem

ϵ > 0 ein N , so dass für alle m,n > N gilt: ∥fm − fn∥L∞ ⩽ ϵ. Wegen b) gibt es Mengen

Am,n mit µ(Am,n) = 0 und ∣fm(x) − fn(x)∣ ⩽ ∥fm − fn∥L∞ , ∀x ∈ E ∖Am,n. Wir setzen

A = ⋃m,nAm,n und beachten

∣fm(x) − fn(x)∣ ⩽ ϵ, m,n > N, x ∈ E ∖A. (14.2)

Mit anderen Worten: Für alle x ∈ Ac ist (fn(x))n∈N eine Cauchy-Folge in R, die

wegen der Vollständigkeit von R konvergiert. Wir schreiben f(x) = limn→∞ fn(x) für

den Limes, der für x ∈ Ac existiert. Daher existiert die Funktion f = limn→∞ 1Acfn,

die offensichtlich messbar ist.

121



R.L. Schilling: Maß & Integral (2. Auflage)

Wenn wir n → ∞ in der Beziehung (14.2) bilden, folgt ∣fm(x) − f(x)∣ ⩽ ϵ für alle

m > N , x ∈ Ac. Damit ist ∥fn − f∥L∞ ⩽ ϵ für m > N , also fm → f in L∞(µ). Mit Hilfe

der Dreiecksungleichung folgt dann auch f ∈ L∞(µ):

∥f∥L∞ ⩽ ∥fn∥L∞ + ∥fn − f∥L∞ ⩽ ∥fn∥L∞ + ϵ < ∞.

∎∎
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15 Produktmaße

Aufgabe 15.1. Lösung: Offenbar ist A×N ∈ A⊗B ⊂ A⊗B in der Produkt-σ-Algebra enthalten.

Damit folgt direkt aus der Definition des Produktmaßes auf A ×B, dass

(µ⊗ ν)(A ×N) = µ(A)ν(N) = 0.

∎∎

Aufgabe 15.2. Lösung: Nach Voraussetzung existiert eine Menge A ∈ P(E)∖A und eine nicht-

leere Nullmenge N ∈ B. Aus Aufgabe 15.1 folgt µ⊗ ν(E ×N) = 0. Wegen A ×N ⊂ E ×N
ist A × N also Teilmenge einer µ ⊗ ν-Nullmenge. Andererseits ist nach Theorem 15.5

A ×N ∉ A⊗B: Wäre A ×N ∈ A ×B, dann wäre auch die Abbildung

(E,A) ∋ x↦ 1A×N(x, y)
y∈N= 1A(x) ∈ (R,B(R))

messbar. Dies ist aber nur möglich falls A ∈ A.

∎∎

Aufgabe 15.3. Lösung: Offensichtlich reicht der Nachweis von Aµ ×Bν ⊂ (A ⊗B)µ⊗ν . Es sei

A′ ∈ Aµ und B′ ∈ Bν . Dann ist A′ = A ∪M , B′ = B ∪N mit Nullmengen M ∈ Aµ und

N ∈ Bν und A ∈ A und B ∈ B. Somit

A′ ×B′ = (A ∪M) × (B ∪N) = (A ×B) ∪ (A ×N) ∪ (M ×B) ∪ (M ×N).

Nun ist A×B ∈ A⊗B und (A×N)∪(M ×B)∪(M ×N) eine Nullmenge für µ⊗ν. Mithin

ist A′ ×B′ ∈ (A⊗B)µ⊗ν .

∎∎

Aufgabe 15.4. Lösung:

(a) »⇐«: Da Bn × {n} ∈ B[0,∞)⊗P(N) ist dies offensichtlich.

"⇒": Für n ∈ N definiere

Bn ∶= {x ∈ [0,∞); (x,n) ∈ B}.

Wegen

(x,n) ∈ B⇔ x ∈ Bn

folgt bereits die Behauptung.
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(b) Aus Lemma 15.3 wissen wir, dass Mengen der Form B×N , B ∈ B[0,∞),N ∈ P(N), ein

Erzeuger der Produkt-σ-Algebra sind. Da aber für jedes Maß π auf B[0,∞)⊗P(N)

π(B ×N) = ∑
n∈N

π(B × {n})

gilt, erhalten wir aus dem Eindeutigkeitssatz für Maße deshalb sofort, dass jedes Maß

auf B[0,∞)⊗P(N) eindeutig durch die Werte π(B × {n}) bestimmt wird.

Zur Existenz: Definiere

ν(N) ∶= ∑
n∈N

δn(M), N ∈ P(N).

Wir wissen bereits, dass ν ein σ-endliches Maß auf (N,P(N)) definiert. Weiterhin

π(B ×N) ∶= ∑
n∈N

π(B × {n})

∶= ∑
n∈N
∫
B
e−t

tn

n!
µ(dt)

= ∫
N
(∫

B
e−t

tn

n!
µ(dt)) dν(n)

= ∬
B×N

e−t
tn

n!
(µ⊗ ν)(dt, dn),

d.h. das definierte π hat die gewünschten Eigenschaften. (Hier haben wir im letzten

Schritt den Satz von Tonelli, Satz 16.1, verwendet; alternativ kann man sich auch

elementar überlegen, dass es sich hierbei um ein Maß handelt.)

∎∎

Aufgabe 15.5. Lösung:

(a) Da µ ein σ-endliches Maß ist, existiert eine Folge (Gn)n∈N ⊂ B(R) mit µ(Gn) < ∞
und Gn ↑ R. Für jedes n ∈ N ist die Menge

Bn
k ∶= {x ∈ Gn;µ({x}) >

1

k
}

endlich. Das sehen wir so: Angenommen, es gäbe (mindestens) abzählbar viele

(xj)j∈N ⊂ Bn
k , xj ≠ xi für i ≠ j. Aus der Disjunktheit der Mengen würde dann

folgen, dass

µ(Gn) ⩾ µ
⎛
⎝∑j∈N
{xj}
⎞
⎠
= ∑

j∈N
µ({xj}) = ∞.

Offenbar ist dies ein Widerspruch zu µ(Gn) < ∞.

Folglich ist die Menge

Bn ∶= {x ∈ Gn;µ({x}) > 0} = ⋃
k∈N
{x ∈ Gn;µ({x}) >

1

k
}

abzählbar. Somit ist

D = ⋃
n∈N

Bn

als abzählbare Vereinigung von abzählbaren Mengen ebenfalls abzählbar.
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(b) Für die Diagonale 1∆(x, y) = 1{y}(x)1R(y) erhalten wir aus der Identität in Satz 15.5:

µ⊗ ν(∆) = ∫
R
(∫ 1{y}(x)µ(dx))ν(dy)

= ∫
R
µ({y})1D(y)ν(dy)

= ∑
y∈D

µ({y})ν({y}).

(Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass D abzählbar ist.)

∎∎
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16 Der Satz von Fubini–Tonelli

Aufgabe 16.1. Lösung: Nach dem Satz von Fubini, Satz 16.2, genügt zu zeigen, dass

∫
(0,∞)

∫
(0,∞)

∣e−xy sinx sin y∣ λ(dx)λ(dy) < ∞.

Offenbar gilt

∫
(0,∞)

e−xy ∣ sin(x)∣ λ(dx) ⩽ ∫
(0,∞)

e−xy λ(dx) = e
−xy

−y ∣
∞

0
= 1

y

und siny
y ∈ L1((0,1]), d.h. wir haben eine integrierbare Majorante für y ⩽ 1 gefunden.

Wir brauchen noch eine entsprechende Majorante für y > 1. Wenden wir zweimal partielle

Integration an, so erhalten wir

∫
(k+1)π

kπ
e−xy sinx dx = e

−xy

−y sinx∣(k+1)π
kπ

− ∫
(k+1)π

kπ

e−xy

−y cosx dx

= e
−xy

−y2 cosx∣(k+1)π
kπ

− ∫
(k+1)π

kπ

e−xy

−y2 (−1) sinx dx.

Das ist äquivalent zu

y2 + 1
y2
∫
(k+1)π

kπ
e−xy sinx dx = e

−(k+1)πy

−y2 (−1)k+1 − e
−kπy

−y2 (−1)
k = (−1)

k

y2
(e−(k+1)πy + e−kπy).

Folglich

∫
(k+1)π

kπ
e−xy sinx dx = (−1)k 1

y2 + 1(e
−(k+1)πy + e−kπy).

Daraus erhalten wir nun die gewünschte integrierbare Majorante für y ⩾ 1:

∫
(0,∞)

e−xy ∣ sin(x)∣dx =
∞

∑
k=0
∫
(k+1)π

kπ
e−xy(sinx)(−1)k dx

=
∞

∑
k=0

(−1)k(−1)k 1

y2 + 1 (e
−(k+1)πy + e−kπy)

⩽ 2

y2 + 1
∞

∑
k=0

(e−πy)k

y>1
⩽ 2

y2 + 1
∞

∑
k=0

(e−π)k ∈ L1((1,∞))

Wir haben damit gezeigt, dass

∫
(0,∞)

∫
(0,∞)

∣e−xy sinx sin y∣ λ(dx)λ(dy) ⩽ ∫
(0,1]

sin y

y
λ(dy) + ∫

(1,∞)

2

y2 + 1 λ(dy)
∞

∑
k=0

(e−π)k < ∞.

∎∎
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Aufgabe 16.2. Lösung: Aus
d

dy

y

x2 + y2 =
x2 − y2
(x2 + y2)2 (⋆)

folgt

∫
(0,1)
∫
(0,1)

x2 − y2
(x2 + y2)2 dy dx = ∫(0,1)

1

x2 + 1 dx = arctanx
∣1
0
= π
4
.

Entsprechend erhalten wir (entweder mit einer analogen Rechnung oder durch die Sym-

metrie des Integrals)

∫
(0,1)
∫
(0,1)

x2 − y2
(x2 + y2)2 dy dx = −

π

4
.

Somit kann das Doppelintegral nicht existieren, denn dann müssten die beiden berechneten

Integrale den gleichen Wert haben (Satz von Fubini, Satz 16.2). Dass das Doppelintegral

nicht existiert, kann man auch direkt zeigen:

∫
(0,1)
∫
(0,1)
∣ x2 − y2
(x2 + y2)2 ∣ dy dx ⩾ ∫

1

0
∫

x

0

x2 − y2
(x2 + y2)2 dy dx

(⋆)= ∫
1

0

x

x2 + x2 dx

= 1

2
∫

1

0

1

x
dx = ∞.

∎∎

Aufgabe 16.3. Lösung: Da der Integrand eine ungerade Funktion ist, gilt für alle y ≠ 0:

∫
(−1,1)

xy

(x2 + y2)2 dx = 0.

Die Menge {0} ist eine Lebesgue-Nullmenge und daher erhalten wir

∫
(−1,1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∫

(−1,1)

xy

(x2 + y2)2 λ(dy)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
λ(dx) = 0 = ∫

(−1,1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∫

(−1,1)

xy

(x2 + y2)2 λ(dx)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
λ(dy).

Wir müssen noch zeigen, dass das Doppelintegral nicht existiert. Dazu führen wir die

Substitution x = ξ∣y∣ durch:

∫
(−1,1)

∣ xy

(x2 + y2)2 ∣ dx =
2

∣y∣ ∫
1/∣y∣

0

ξ

(ξ2 + 1)2 dξ ⩾
2

∣y∣ ∫
1

0

ξ

(ξ2 + 1)2 dξ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=∶C

.

Beachte, dass C ∈ (0,∞). Folglich,

∫
(−1,1)

∫
(−1,1)

∣ xy

(x2 + y2)2 ∣ dxdy ⩾ C ∫(−1,1)
2

∣y∣ dy = ∞.

Gemäß dem Satz von Tonelli existiert daher das Doppelintegral nicht.

∎∎

Aufgabe 16.4. Lösung: Wir schreiben generisch f(x, y) für die Integranden.
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(a) Wir haben

∫
1

0
f(x, y)dy =

∣x − 1
2 ∣

(x − 1
2)3

und diese Funktion ist in x nicht über (0,1) integrierbar. Für 0 < y ⩽ 1
2 gilt

∫
1

0
f(x, y)dx = ∫

1
2
−y

0
(x − 1

2
)−3 dx + ∫

1

1
2
+y
(x − 1

2
)−3 dx = 0.

Für das Intervall 1
2 ⩽ y ⩽ 1 hat dieses Integrall ebenfalls den Wert Null. Mithin

∫
1

0
(∫

1

0
f(x, y)dx)dy = 0.

Schließlich gilt

∫
1

0
∣f(x, y)∣dy = ∣x − 1

2 ∣
−2 Ô⇒ ∫

1

0
∫

1

0
∣f(x, y)∣dxdy = ∞.

(b) Es gilt

∫
1

0
∫

1

0

x − y
(x2 + y2)3/2

dy dx = ∫
1

0
[1
x

x + y
(x2 + y2)1/2

]
y=1

y=0

dx

= ∫
1

0
[ x + 1√

x2 + 1 − 1
]dx

= [ln x +
√
x2 + 1

1 +
√
x2 + 1 − 1

]
x=1

x=0

= ln 2.

Aus (Anti-)Symmetriegründen gilt aber

∫
1

0
∫

1

0

x − y
(x2 + y2)3/2

dxdy = − ln 2.

Weiterhin:

1

2
∫

1

0
∫

1

0
∣ x − y
(x2 + y2)3/2

∣ dy dx = ∫
1

0
∫

x

0

x − y
(x2 + y2)3/2

dy dx

= ∫
1

0
[1
x

x − y
(x2 + y2)1/2

]
y=x

y=0

dx

= (
√
2 − 1)∫

1

0

dx

x

= ∞.

(c) Da es sich um eine positive Funktion handelt, sind nach dem Satz von Tonelli alle

drei Integrale gleich. Zunächst sei p ≠ 1. Dann

∫
1

0
∫

1

0
(1 − xy)−p dy dy = 1

p − 1 ∫
1

0
((1 − x)1−p − 1) dx

x
.

Dieses Integral ist genau dann endlich, wenn p < 2. Für p = 1 ergibt sich

∫
1

0
∫

1

0
(1 − xy)−p dy dy = −∫

1

0
ln(1 − x) dx

x
< ∞.
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∎∎

Aufgabe 16.5. Lösung:

(a) Es gilt [−n,n] ↑ R für n→∞ und λ([−n,n]) = 2n < ∞. Also ist λ ein σ-endliches Maß.

Wählen wir eine Abzählung (qj)j∈N von Q, so gilt für An ∶= {q1, . . . , qn} ∪ (R ∖Q),
dass An ↑ R und ζQ(An) = n < ∞. Das zeigt, dass ζQ σ-endlich ist.

Wir wollen nun zeigen, dass ζR nicht σ-endlich ist: Angenommen ζR wäre σ-endlich.

Dann würde es eine Mengenfolge An ↑ R, n ∈ N, geben, mit ζR(An) < ∞. Da ζR

per Definition das Zählmaß ist, ist An für jedes n ∈ N abzählbar. Also wäre R
die abzählbare Vereinigung von endlichen Mengen und somit abzählbar. Dies ist

offensichtlich ein Widerspruch.

(b) Die rationalen Zahlen Q sind eine λ-Nullmenge, also ist für festes y auch 1
yQ eine

λ-Nullmenge und somit gilt:

∫
(0,1)

1Q(x ⋅ y) λ(dx) = 0 für alle y ∈ R.

Daraus folgt offensichtlich

∫
(0,1)
∫
(0,1)

1Q(x ⋅ y)λ(dx)dζR(y) = 0.

(c) Sei x ∈ (0,1). Die Menge ( 1xQ) ∩ (0,1) enthält unendlich viele Werte, also gilt

∫
(0,1)

1Q(x ⋅ y) ζR(dy) = ∞ für alle x.

Folglich hat auch das Doppelintegral den Wert ∞.

(d) Sei x ∈ (0,1)/Q. Dann ist y ⋅ x ∉ Q für alle y ∈ Q, also

∫
(0,1)

1Q(x ⋅ y) ζQ(dy) = 0 für alle x ∈ (0,1)/Q.

Andererseits: Ist x ∈ Q ∩ (0,1), so ist y ⋅ x ∈ Q für alle y ∈ Q und somit

∫
(0,1)

1Q(x ⋅ y) ζQ(dy) = ∞ für alle x ∈ (0,1) ∩Q.

Da Q eine λ-Nullmenge ist, erhalten wir daraus

∫
(0,1)
∫
(0,1)

1Q(x ⋅ y) ζQ(dy)λ(dx) = ∫
(0,1)

1Q(x) ⋅ ∞ λ(dx) = 0.

(e) Die Ergebnisse in (c),(d) widersprichen nicht dem Satz von Fubini und Tonelli, da

diese die σ-Endlichkeit der Maße voraussetzen (vgl. Teilaufgabe (a)).

∎∎

Aufgabe 16.6. Lösung:

130



Lösungen. Version vom May 3, 2025

(a) Da der Integrand nicht-negativ ist, können wir den Satz von Tonelli anwenden und

dürfen daher das Integral als iteriertes Integral ausrechnen:

I ∶= ∫
[0,∞)2

dxdy

(1 + y)(1 + x2y)

= ∫
[0,∞)

1

1 + y (∫[0,∞)
1

1 + x2y dx) dy

= ∫
[0,∞)

1

1 + y
arctan(x√y)

√
y

∣
∞

x=0

dy

= π
2
∫ [0,∞)

1

1 + y
1
√
y
dy.

(Hier haben wir verwendet, dass der Integrand stetig ist und wird deshalb auf kompak-

ten Intervallen mit Riemann-Integralen rechnen dürfen. Beachte dazu, dass ∫[0,∞) ⋅ ⋅ ⋅ =
supn∈N ∫[0,n) . . . gemäß dem Satz von der monotonen Konvergenz.) Substituieren wir

nun u = √y, so erhalten wir

I = π
2
∫
[0,∞)

1

1 + u2 du = π arctan(u)∣
∞

u=0

= π
2

2
.

(b) Wir führen in (a) eine Partialbruchzerlegung durch:

1

1 + y
1

1 + x2y =
1

1 − x2
1

1 + y −
x2

1 − x2
1

1 + x2y .

Damit

I = ∫
[0,∞)

(∫
[0,∞)

1

1 − x2
1

1 + y −
x2

1 − x2
1

1 + x2y dy) dx

= ∫
[0,∞)

( lim
R→∞

[ 1

1 − x2 ln(1 +R) −
x2

1 − x2
ln(1 + x2R)

x2
]) dx

= ∫
(0,∞)

1

1 − x2 ( limR→∞
ln( 1 +R

1 + x2R)) dx

= ∫
[0,∞)

1

1 − x2 ln(x
−2)dx

= 2∫
[0,∞)

ln(x)
x2 − 1 dx.

Aus (a) folgt also ∫[0,∞) lnx
x2−1

dx = I
2 =

π2

4 .

(c) Mit Hilfe der geometrischen Reihe sehen wir, dass

1

x2 − 1 = − ∑n⩾0
(x2)n = − ∑

n⩾0

x2n, ∣x∣ < 1,

und
1

x2 − 1 =
1

x2
1

1 − x−2 =
1

x2
∑
n⩾0

(x−2)n = ∑
n⩾0

x−2(n+1), ∣x∣ > 1.

Folglich ist

∫
(0,∞)

lnx

x2 − 1 dx = − ∑n⩾0
∫
(0,1)

x2n lnxdx + ∑
n⩾0
∫
(1,∞)

x−2(n+1) lnxdx. (⋆)
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(Dass wir Summation und Integration vertauschen dürfen folgt direkt aus dem Satz

von der dominierten Konvergenz.) Mittels partieller Integration ergibt sich

∫
(0,1)

x2n lnxdx = x
2n+1

2n + 1 lnx∣
1

x=0

− 1

2n + 1 ∫(0,1) x
2n dx

= − 1

(2n + 1)2

und, auf analoge Weise,

∫
(1,∞)

x−2(n+1) lnxdx = x−2(n+1)+1

−2(n + 1) + 1 lnx∣
∞

x=1

− 1

−2(n + 1) + 1 ∫(1,∞) x
−2(n+1) dx

= 1

(−2(n + 1) + 1)2 =
1

(2n + 1)2 .

Setzen wir diese Ergebnisse in (⋆) ein, so erhalten wir aus (b) die Behauptung.

∎∎

Aufgabe 16.7. Lösung:

• (a)⇒ (b): Ist f µ1⊗µ2-vernachlässigbar, so folgt aus dem Satz von Tonelli, Satz 16.1,

dass

0 = ∫
E1

(∫
E2

∣f(x1, x2)∣dµ2(x2)) dµ1(x1).

Aus Satz 10.2 erhalten wir nun

µ1 (∫
E2

∣f(⋅, x2)∣dµ2(x2) ≠ 0)0.

Das bedeutet gerade, dass f(x1, ⋅) für µ1-fast alle x1 µ2-vernachlässigbar ist.

• (b) ⇒ (a): Es sei

N ∶= {x1 ∈ E1;∫
E2

∣f(x1, x2)∣dµ2(x2) ≠ 0} .

Nach Voraussetzung gilt µ1(N) = 0. Folglich,

∫
E1

(∫
E2

∣f(x1, x2)∣dµ2(x2)) dµ1(x1) = ∫
N
(∫

E2

∣f(x1, x2)∣dµ2(x2)) dµ1(x1)

+ ∫
E1∖N

(∫
E2

∣f(x1, x2)∣dµ2(x2)) dµ1(x1).

Das erste Integral auf der rechten Seite hat gemäß Satz 10.2 den Wert 0. Das zweite

Integral ist ebenfalls 0, das folgt sofort aus der Definition von N . Aus dem Satz von

Tonelli erhalten wir daher

∫
E1×E2

∣f(x1, x2)∣dµ1 ⊗ µ2(x1, x2) = 0.

• (a) ⇔ (c): Nutze entweder Symmetrie oder eine analoge Argumentation wie in »(a)

⇔ (b)«.

∎∎
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Aufgabe 16.8. Lösung: Wir verwenden den Variablenwechsel yi = (xi/ai)pi . Damit ergibt sich

folgender Integralausdruck

aα1
1 ⋯aαn

n

p1⋯pn ∫…∫∑
n
i=1 yi⩽1, yi⩾0

y
α1/p1−1
1 ⋯yαn/pn−1

n dy1 . . . dyn.

Um den Integralausdruck zu berechnen, können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit

pi = 1 annehmen. Wir gehen rekursiv vor und setzen für 1 ⩽m ⩽ n und λ ⩾ 0

Im(λ) ∶=∫…∫
∑

m
i=1 yi⩽λ, yi⩾0

yα1−1
1 ⋯yαm−1

m dy1 . . . dym.

Offensichtlich gilt Im(λ) = λα1+⋅⋅⋅+αmIm(1). Mithin (hier geht die Formel für die Eulersche

Beta-Funktion ein)

In(1) = ∫
1

yn=0
∫
∑

n−1
i=1 yi⩽1−yn, yi⩾0

yα1−1
1 ⋯yαn−1

n dy1 . . . dyn

= ∫
1

yn=0
In−1(1 − yn)yαn−1

n dyn

= In−1(1)∫
1

0
yαn−1
n (1 − yn)α1+⋅⋅⋅+αn−1 dxn

= In−1
Γ(αn)Γ(α1 +⋯ + αn−1 + 1)

Γ(α1 + ⋅ ⋅ ⋅ + αn + 1)
.

Aus

I1(1) = ∫
1

0
yα1−1
1 dy1 =

1

α1

folgt somit

In(1) =
1

α1
⋅ Γ(αn)⋯Γ(α2)Γ(α1 + 1)

Γ(α1 + ⋅ ⋅ ⋅ + αn + 1)
= Γ(αn)⋯Γ(α2)Γ(α1)

Γ(α1 + ⋅ ⋅ ⋅ + αn + 1)
.

∎∎

Aufgabe 16.9. Lösung:

(a) Die Richtung »f messbar Ô⇒ Γf messbar« hatten wir bereits im Beweis von Satz

16.7.

Alternative: Definiere F ∶ E × [0,∞) → R durch F (x, t) ∶= f(x) − t. Da die Abbil-

dungen (t, x) ↦ f(x) und (t, x) ↦ −t messbar sind, ist F als Differenz von messbaren

Funktionen messbar (bzgl. A ⊗ B(R)). Aus der Definition von F sieht man sofort,

dass Γf = F−1([0,∞)). Aus der Messbarkeit von F folgt somit Γf = F−1([0,∞)) ∈
A⊗B(R).

Umgekehrt sei nun Γf messbar. Der »x-Schnitt« bzw. »t-Schnitt« einer Menge ist

(Γf)x = {t ∶ (x, t) ∈ Γf} bzw. (Γf)t = {x ∶ (x, t) ∈ Γf}
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und nach dem Satz von Fubini sind die Schnitte in B[0,∞) bzw. A enthalten. Somit

folgt mit dem Hinweis, dass

{f > λ} × {t > 0} = ⋃
n
{(x,λ + t/n) ∈ Γf} Ô⇒ {f > λ} = ⋃

n
(Γf)λ+t/n ∈ A.

Alternative: Es sei λ ⩾ 0. Es gilt

{f ⩾ λ} = {x ∈ E ∶ f(x) ⩾ λ} = {x ∈ E ∶ (f(x), λ) ∈ Γf} = (Γf)λ,

mit der oben eingeführten Notation für den t-Schnitt. Wie bereits im ersten Lö-

sungsweg bemerkt wurde, folgt aus dem Satz von Tonelli, dass (Γf)λ ∈ A. Also ist

{f ⩾ λ} ∈ A für alle λ ⩾ 0. Wegen f ⩾ 0 zeigt das bereits die Messbarkeit von f .

Bemerkung: Wenn µ das eindimensionale Lebesgue-Maß ist, dann könnten wir auch

so argumentieren: Mit Fubini sehen wir, dass x ↦ (Γf)x messbar ist. Andererseits

ist

µ((Γf)x) = f(x).

(b) Setze Γ′f ∶= {(x, t) ∶ 0 ⩽ t < f(x)}. Dann gilt Gf = Γf ∖ Γ′f . Nun gilt aber (vgl. den

Beweis von Satz 16.7:

∫ f dµ = µ⊗ λ1(Γf)

und da λ1{t} = 0 für jedes t > 0 gilt auch

∫ f dµ = µ⊗ λ1(Γ′f).

Mithin ist dann für integrierbare Funktionen f µ⊗λ1(Gf) = µ⊗λ1(Γf)−µ⊗λ1(Γ′f) = 0.
Wenn f nicht integrierbar ist, betrachte man fk ∶= (f ∧ k)1Ak

wo Ak ↑ E, µ(Ak) < ∞
und man mache sich klar, dass ⋃kGfk = Gf .

Alternative (mit Satz von Tonelli): Mit einer analogen Argumentation wie in Teil

(a) sieht man, dass Γ′f ∶= {(x, t) ∶ 0 ⩽ t < f(x)} messbar ist und damit ist Gf = Γf ∖Γ′f
messbar. Wegen (x, t) ∈ Gf ⇐⇒ t = f(x) und λ1({f(x)}) = 0 gilt

∫
[0,∞)

1Gf
(x, t)λ1(dt) = ∫

[0,∞)
1{f(x)}(t)λ1(dt) = λ1({f(x)}) = 0

für alle x ∈ E. Mit dem Satz von Tonelli folgt nun

(µ⊗ λ1)(Gf) = ∫
E
∫
[0,∞)

1Gf
(x, t)λ1(dt)µ(dx) = 0.

∎∎
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Aufgabe 16.10. Lösung: Ist p = 1, so ergibt sich die Behauptung sofort aus dem Satz von

Tonelli, also genügt es p > 1 zu betrachten. Wir folgen dem Hinweis und setzen

Uk(x) ∶= (∫
F
∣u(x, y)∣ν(dy) ∧ k)1Ak

(x), x ∈ E,k ∈ N,

für eine Folge (Ak)k∈N ⊂ A mit Ak ↑ E und µ(Ak) < ∞. Ohne Beschränkung der All-

gemeinheit gelte Uk(x) > 0 auf einer Menge mit positiven (µ-)Maß (anderenfalls ist der

Ausdruck auf der linken Seite der Ungleichung gleich 0 und die Behauptung ist trivialer-

weise erfüllt). Für den konjugierten Index q = p
p−1 erhalten wir aus dem Satz von Tonelli

und der Hölder-Ungleichung (Satz 14.3):

∫
E
Up
k (x)µ(dx) ⩽ ∫

E
Up−1
k (x) (∫

F
∣u(x, y)∣ν(dy)) µ(dx)

= ∫
F
∫
E
Up−1
k (x)∣u(x, y)∣µ(dx)ν(dy)

⩽ ∫
F
[(∫

E
Up
k (x)µ(dx))

1−1/p

(∫
E
∣u(x, y)∣p µ(dx))

1/p

] ν(dy).

Teilen wir beide Seiten durch (∫E U
p
k (x)µ(dx))

1−1/p, ergibt sich

(∫
E
Up
k (x)µ(dx))

1/p

⩽ ∫
F
(∫

E
∣u(x, y)∣p µ(dx))

1/p

ν(dy).

Für k →∞ folgt mit dem Satz von Beppo Levi die Behauptung.

∎∎

Aufgabe 16.11. Lösung: Weil ϕ monoton ist, sind alle Unstetigkeitsstellen Sprungstellen. O.E.

sei ϕ rechtsstetig und wachsend. Zeichnen Sie den Graphen und stellen Sie sich eine

Lichtquelle rechts des Graphen vor, die den Schatten des Graphen auf die y-Achse wirft.

Dort, wo Sprünge sind, sehen wir ein beleuchtetes Intervall auf der y-Achse. Dieses Intervall

hat die Gestalt [f(t−), f(t)) ≠ ∅. Diese Intervalle sind disjunkt und enthalten mindestens

eine rationale Zahl, d.h. es kann höchstens abzählbar viele solcher Intervalle geben.

∎∎

Aufgabe 16.12. Lösung:

(a) Wir haben Fn ∈ A, weil f messbar ist. Ebenso ist klar, dass Fn ↑ F , wobei F = {f > 0}.
Wegen der Markov-Ungleichung gilt µ(Fn) = µ{f > 1/n} ⩽ n∥f∥L1 < ∞. Die Folge

Gn ∶= Fn ∪ {f = 0} steigt gegen F ∪ {f = 0} = E auf und es gilt

(1{f>0} ⋅ µ)(Gn) = µ(Fn) < ∞.

(b) Wende Satz 16.7 für das σ-endliche Maß ν an. Beachte noch µ{u > t} = ν{u > t} und

∫ udν = inf udµ.

(c) Das geht nun mit Teil (b) genauso wie im bisherigen Beweis.

∎∎
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17 Unendliche Produkte

Aufgabe 17.1. Lösung: Für k,n ∈ N0 sei dnk ∶= k2−n. Behauptung:

B([0,1]) = σ( {[dnk , dnk+1] ∶ k,n ∈ N0} ∪ {{dnk};k,n ∈ N0}) = B. (⋆)

Tatsächlich: Die Borel-σ-Algebra B([0,1]) wird von den abgeschlossenen Mengen erzeugt

(vgl. Satz 2.7) und da sowohl [dnk , dnk+1] als auch {dnk}, k,n ∈ N0, abgeschlossen sind,

gilt »⊃«. Andererseits: Es sei U ⊂ [0,1] offene Menge. Für jedes x ∈ U existiert dann

ϵ > 0, so dass Bϵ(x) ∩ [0,1] ⊂ U . Da die dyadischen Zahlen dicht sind, können wir dann n

hinreichend groß und k geeignet wählen, so dass x ∈ [dnk , dnk+1] ⊂ U . Somit ist

U = ⋃
k,n∈N0

[dnk ,d
n
k+1]⊂U

[dnk , dnk+1] ∈ B

Da es sich bei der Menge auf der rechten Seite in (⋆) um einen schnittstabilen Erzeuger

handelt, genügt es gemäß dem Maß-Eindeutigkeitssatz, Satz 4.5, zu zeigen, dass die beiden

Maße auf diesem übereinstimmen. Wir bemerken, dass wir für jedes feste k,n ∈ N0 eine

Darstellung der Form

dnk =
n

∑
j=0

yj2
−j

finden können wobei yj ∈ {0,1} von k,n abhängen.

• A = {dkn}: Nach Definition gilt

f−1(A) = {y1} × ⋅ ⋅ ⋅ × {yn} × {0} × {0} × ⋅ ⋅ ⋅ = ⋂
j∈N

Aj

für

Aj = {y1} × ⋅ ⋅ ⋅ × {yn}×{0} × ⋅ ⋅ ⋅ × {0}
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

j mal

×{0,1} × . . . .

Aus der Stetigkeit des Maßes folgt somit

P ○ f−1(A) = lim
j→∞

P ○ f−1(Aj) = lim
j→∞

1

2
⋯1

2
²
n + j mal

1⋯ = 0.

Das zeigt λ1(A) = 0 = P ○ f−1(A).

• A = [dnk , dnk+1]: Es ist

f−1(A) = {y1} × ⋅ ⋅ ⋅ × {yn} × {0,1} × {0,1} × . . . ,
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also

P ○ f−1(A) = 1

2
⋯1

2
²
n mal

1⋯ = 1

2n
= λ([dnk , dnk+1]).

∎∎

Aufgabe 17.2. Lösung: Wir wissen bereits, dass ∅,ΩI ∈ Z◻∪. Weiter haben wir im Beweis des

Lemmas gezeigt, dass U ∈ Z◻∪ Ô⇒ U c ∈ Z◻∪. Die Stabilität von Z◻∪ unter endlichen

Vereinigungen ist, nach Definition, trivial. Schließlich gilt für U,V ∈ Z◻∪ mit U = ⋃n<∞Xn,

V = ⋃m<∞ Ym (endliche Vereinigungen von Z◻-Mengen) dass

U ∩ V = ⋃
n<∞

⋃
m<∞

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
endlich

∈Z◻

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
Xn ∩ Ym ∈ Z◻∪.

Weil U ∖ V = U ∩ V c haben wir gezeigt, dass Z◻∪ unter allen endlichen Mengenoperationen

stabil ist, d.h. eine Algebra ist.

∎∎

Aufgabe 17.3. Lösung: Wir schreiben Σ für die Vereinigung auf der r.S. Weil AI ⊃ ZK gilt, ist

»⊃« klar.

Umgekehrt: Zi = π−1i (Ai) ⊂ Σ für alle i ∈ I. Wenn wir zeigen, dass Σ eine σ-Algebra ist,

dann folgt AI ⊂ Σ, da AI = σ(πi, i ∈ I).

Nun ist jedes ZK eine σ-Algebra. Die Eigenschaften »∅ ∈ Σ« und »S ∈ Σ Ô⇒ Sc ∈ Σ«

sind daher klar. Sei (Sn)n∈N ⊂ Σ. Für jedes n ∈ N gibt es eine abzählbare Menge Kn ⊂ I
mit Sn ∈ ZKn . Weil K = ⋃n∈NKn immer noch abzählbar ist, folgt (Sn)n∈N ⊂ ZK , also

⋃n∈N Sn ∈ ZK ⊂ Σ.

∎∎
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18 Der Kolmogorovsche Erweiterungssatz

Aufgabe 18.1. Lösung:

(a) Folgt direkt aus Bemerkung 2.2.a)–d), wobei wir 2.2.c) nur für endliche Schnitte

haben.

(b) Nach Def. eines Halbrings gilt S ∖ R ∈ S∪ für R,S ∈ S. Wenn E ∈ S gilt also Sc =
E ∖ S ∈ S∪ für alle S ∈ S. Wenn S′ = S1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ Sn ∈ S∪ und R ∈ S ist offensichtlich

S′ ∖R = ⋃
i<∞

(Si ∖R)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

endl. ∪ von S-Mengen

∈ S∪.

Mithin,

(S′)c = E ∖ (S1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ Sn) = E ∩ (Sc
1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩ Sc

n) = E ∖ S1 ∖ S2 ⋅ ⋅ ⋅ ∖ Sn

und wir können durch Iteration (S′)c ∈ S∪ sehen. Die Vereinigungsstabilität von S∪

ist trivial. Damit greift Teil (a) und wir sehen, dass S∪ eine Algebra ist. Weil die von

S erzeugte Algebra A Vereinigungen von S-Mengen enthält, gilt trivialerweise S∪ ⊂ A
während A ⊂ S∪ wegen der Minimalität von A gilt.

(c) Es ist µ(∅) = µ(∅∪⋅ ∅) = µ(∅)+µ(∅) und wegen 0 ⩽ µ(∅) < ∞ folgt µ(∅) = 0. Daher

folgt die Subadditivität fast wörtlich aus Satz 3.3.

∎∎

Aufgabe 18.2. Lösung: Es gilt

⋂
i∈N
Xi/ ⋂

k∈N
Yk = ⋂

i∈N
Xi ∩ ⋃

k∈N
Y c
k = ⋃

k∈N
⋂
i∈N
Xi ∩ Y c

k ⊂ ⋃
k∈N

Xk ∩ Y c
k = ⋃

k∈N
Xk ∖ Yk.

∎∎

Aufgabe 18.3. Lösung:

(a) Wir müssen (OM1)–(OM3) nachweisen.

(OM1) P∗(∅) = 0 ist trivial.

(OM2) Es seien C ⊂ C ′ beliebig und A′ ∈ A. Dann ist

A′ ⊃ C ′ Ô⇒ A′ ⊃ C Ô⇒ P∗(C) ⩽ P(A′)

Nun bilden wir das Infimum über alle A′ ⊃ C ′, A′ ∈ A und erhalten P∗(C) ⩽
P∗(C ′).
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(OM3) Es seien Cn, n ∈ N, beliebige Mengen und C = ⋃n∈NCn. Nach Definition von

P∗ gilt

∀ϵ > 0, n ∈ N ∃An ∈ A, An ⊃ Cn ∶ P(An) ⩽ P∗(Cn) + ϵ2−n.

Wir summieren nun diese Ungleichungen und verwenden die σ-Subadditivität

von P:

P(⋃
n∈N

An) − ∑
n∈N

P∗(Cn) ⩽ ∑
n∈N

P (An) − ∑
n∈N

P∗(Cn) ⩽ ϵ∑
n∈N

1

2n
= ϵ.

Weil A ∋ ⋃n∈NAn ⊃ C, folgt

P∗ (⋃
n∈N

Cn) − ∑
n∈N

P∗(Cn) ⩽ P(⋃
n∈N

An) − ∑
n∈N

P∗(Cn) ⩽ ϵ

und weil ϵ > 0 beliebig ist, folgt P∗ (⋃n∈NCn) ⩽ ∑n∈N P∗(Cn).

(b) Da Ω′ ∩A die Spur-σ-Algebra ist, ist nichts zu zeigen. Wir müssen eigentlich nur die

Wohldefiniertheit des Maßes P′ zeigen. Sei also A′ ∈ A′ und A,B ∈ A mit Ω′ ∩ A =
Ω′ ∩B ≠ ∅. Wir müssen P(A) = P(B) zeigen.

Wegen Ω′ ∩A = Ω′ ∩B folgt A ∖B ⊂ (Ω′)c und B ∖A ⊂ (Ω′)c. Mithin

P(A ∖B) + P(B ∖A) ⩽ 2P∗(Ω ∖Ω′) = 0

und wir schließen daraus, dass P(A) ⩽ P(B ∪⋅ (A ∖ B)) = P(B) bzw. P(B) ⩽ P(A),
also P(A) = P(B) gilt.

(c) Nach Def. gilt ϕn ∶ Ωn → Ω1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Ωn, ω → (ω, . . . , ω). Es seien Ai ∈ Ωi ∩ A, also

Ai = Ωi ∩A′i mit A′i ∈ A. Offenbar gilt, da die Mengen Ωn absteigend sind,

Pn+1 ○ ϕ−1n+1(A1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×An ×Ωn+1) = P(1,2,...,n,n+1)(A1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×An ×Ωn+1)

= Pn+1(A1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩An ∩Ωn+1)

= Pn+1(A1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩An)

= P(A′1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩A′n).

Mit derselben Rechnung sehen wir aber auch

Pn ○ ϕ−1n (A1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×An) = Pn(A1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩An)

= P(A′1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩A′n),

und daraus folgt die Projektivität.

(d) Es gilt ∆n = {(ωi)i∈N ∈ ⨉i∈NΩi ∣ ω1 = ⋅ ⋅ ⋅ = ωn}, d.h.

∆n = {{ω} × ⋅ ⋅ ⋅ × {ω} ×Ωn+1 ×Ωn+2 × . . . ∣ ω ∈ Ωn} .

Damit ist ∆n ⊂ Ωn
n ×Ωn+1 × ⋅ ⋅ ⋅ ⊂ Ωn ×⨉i⩾2Ωi ÐÐÐ→

n→∞
∅, weil Ωn ↓ ∅.
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Die Messbarkeit von ∆n folgt aus ∆n ∈ ⊗n
i=1Ai × ⊗k⩾n+1Ak, wobei wir hier die

Messbarkeit der Diagonalen verwenden:

{(ω1, . . . , ωn) ∈ Ωn ∣ ω1 = ⋅ ⋅ ⋅ = ωn} ∈ A⊗n

und

{(ω1, . . . , ωn) ∈ Ω1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Ωn ∣ ω1 = ⋅ ⋅ ⋅ = ωn}

= {(ω1, . . . , ωn) ∈ Ωn ∣ ω1 = ⋅ ⋅ ⋅ = ωn} ∩ (Ω1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Ωn)

∈ (Ω1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Ωn) ∩A⊗n =
n

⊗
i=1

Ai.

Bemerkung: Der letzte Schritt in der gerade angestellten Rechnung ist intuitiv klar,

aber Messbarkeit ist immer lästig. Daher sollte man sich zur Sicherheit schon noch

formal überlegen, dass (X ∩A) ⊗ (Y ∩ B) = (X × Y ) ∩ (A ⊗ B). Das geht so: Wenn

(X ∩A) × (Y ∩B) ∈ (X ∩A) × (Y ∩B) dann gilt auch

(X ∩A) × (Y ∩B) = (X × Y ) ∩ (A ×B) ∈ (X × Y ) ∩ (A⊗B)

Ô⇒ (X ∩A) ⊗ (Y ∩B) ⊂ (X × Y ) ∩ (A⊗B).

Umgekehrt können wir σ(X ∩G) =X ∩σ(G) verwenden (vgl. Aufgabe 2.5), um zu sehen,

dass (X × Y ) ∩ (A ×B) ein Erzeuger von (X × Y ) ∩ (A⊗B) ist. Nun ist

(X × Y ) ∩ (A ×B) = (X ∩A) × (Y ∩B) ∈ (X ∩A) ⊗ (Y ∩B)

und die andere Inklusion folgt.

(e) Sei nun µ ein W-maß auf dem unendlichen Produktraum mit π(1,...,n)(µ) = P(1,...,n).
Dann ist µ(∆n) = P(1,...,n)(En) mit En = {(ω1, . . . , ωn) ω1 = ⋅ ⋅ ⋅ = ωn ∈ Ωn}. Aber nun

gilt

P(1,...,n)(En) = Pn(ϕ−1n (En)) = Pn(Ωn) = 1.

∎∎
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19 Bildintegrale und Faltung

Aufgabe 19.1. Lösung:

(a) Nach dem Satz von Weierstraß sind stetige Funktionen über kompakten Mengen

beschränkt. Da u einen kompakten Träger K ∶= suppu besitzt, ist daher ∥u∥∞ ∶=
supx∈Rd ∣u(x)∣ < ∞. (Beachte, dass u(x) = 0 für alle x ∉ suppu.) Aus der Kompaktheit

von K folgt, dass ein R > 0 existiert mit K ⊂ BR(0). Damit

∫ ∣u(x)∣dx = ∫
K
∣u(x)∣
²
⩽∥u∥∞

dx ⩽ ∥u∥∞ λd(K) ⩽ ∥u∥∞ λd(BR(0)) = ∥u∥∞Rd < ∞.

(b) Um ∫ u(Ax)dx zu berechnen, wenden wir zunächst den Transformationssatz, Korol-

lar 19.2, mit T (x) ∶= Ax an:

∫ u(Ax)λ(dx) = ∫ u(y)A(λ)(dy).

Aus Satz 3.7c) folgt nun

∫ u(Ax)λ(dx) = ∫ u(y)A(λ)(dy) 3.7= ∣detA∣−1∫ u(y)λ(dy).

Diese Identität können wir benutzen, um ∫ u(nx)dx zu bestimmen. Dazu beobachte

man, dass u(nx) = u(Ax) für A ∶= nEd wobei Ed die Einheitsmatrix im Rd bezeichne.

Wegen detA = nd folgt damit sofort

∫ u(nx)λ(dx) = 1

nd
∫ u(y)dλ(y).

∎∎

Aufgabe 19.2. Lösung: Aus der Definition der Faltung (Definition 19.5) und dem Satz von

Tonelli folgt

δx ∗ δy(B) = ∬ 1B(u + v) δx(du) δy(dv)

= ∫ (∫ 1B(u + v) δx(du)) δy(dv)

= ∫ 1B(x + v) δy(dv)

= 1B(x + y) = δx+y(B)

für alle B ∈ B(Rn). Das zeigt δx ∗ δy = δx+y. Analog erhält man

δx ∗ µ(B) = ∬ 1B(u + v) δx(du)µ(dv)
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= ∫ (∫ 1B(u + v) δx(du)) µ(dv)

= ∫ 1B(x + v)µ(dv)

= ∫ 1B(τ−x(v))µ(dv)

wobei τ−x ∶ Rn → Rn, v ↦ v +x die Translation um x bezeichnet. Der Transformationssatz,

Korollar 19.2, zeigt

δx ∗ µ(B) = ∫ 1B(v)τ−x(µ)(dv) = τ−x(µ)(B).

∎∎

Aufgabe 19.3. Lösung: Es seien x, y ∈ R. Dann

1[0,1](x − y)1[0,1](y) = 1[−x,−x+1](−y)1[0,1](y)

= 1[x−1,x](y)1[0,1](y)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 0oderx > 2,

1[0,x](y), x ∈ [0,1],

1[x−1,1], x ∈ [1,2].

(∗)

Folglich

(1[0,1] ∗ 1[0,1])(x) = ∫
R
1[0,1](x − y)1[0,1](y)dy

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 0oderx > 2,

∫ x
0 dy = x, x ∈ [0,1],

∫ 1
x−1 dy = 2 − x, x ∈ [1,2],

= x1[0,1](x) + (2 − x)1[1,2](x).

Die Linearität und Kommutativität der Faltung impliziert nun

(1[0,1] ∗ 1[0,1] ∗ 1[0,1])(x) = (1[0,1] ∗ (1[0,1] ∗ 1[0,1]))(x)

= ∫ 1[0,1](x − y)(y1[0,1](y) + (2 − y)1[1,2](y))dy

= ∫ y1[0,1](x − y)1[0,1](y)dy + ∫ (2 − y)1[0,1](x − y)1[1,2](y)dy

=∶ I1(x) + I2(x).

Wir berechnen die beiden Integralausdrücke getrennt. Für das erste Integral folgt aus (∗):

I1(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x > 0oderx > 2,

∫ x
0 y = x2

2 , x ∈ [0,1],

∫ 1
1−x y dy = 1

2(1 − (1 − x)
2), x ∈ [1,2].

= x
2

2
1[0,1](x) +

1

2
(1 − (1 − x)2)1[1,2](x).
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Für den zweiten Integralausdruck führen wir eine ähnliche Rechnung wie in (∗) durch:

1[0,1](x − y)1[1,2](y) = 1[x−1,x](y)1[1,2](y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 1oderx > 3,

1[1,x](y), x ∈ [1,2],

1[x−1,2](y), x ∈ [2,3].

Damit erhalten wir

I2(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 1oderx > 3,

∫ x
1 (2 − y)dy = 2(x − 1) − 1

2(x
2 − 1), x ∈ [1,2],

∫ 2
x−1(2 − y)dy = 2(3 − x) − 1

2(4 − (1 − x)
2), x ∈ [2,3]

= (2(x − 1) − 1

2
(x2 − 1))1[1,2](x) + (2(1 + x) −

1

2
(4 − (1 − x)2))1[2,3](x).

Schließlich

(1[0,1] ∗ 1[0,1] ∗ 1[0,1])(x) =
x2

2
1[0,1](x) + (−x2 + 3x −

3

2
)1[1,2](x)+

(2(3 − x) − 1

2
(4 − (1 − x)2))1[2,3](x).

∎∎

Aufgabe 19.4. Lösung: Man beachte, dass diese Aussage äquivalent zu

(suppu + suppw)c ⊂ (supp(u ∗w))c

ist. Sei also x0 ∈ (suppu + suppw)c. Da die Menge offen ist, existiert ein r > 0 mit

Br(x0) ⊂ (suppu + suppw)c. Wähle x ∈ Br(x0) beliebig. Für alle y ∈ suppw gilt dann

x − y ∉ suppu. Insbesondere ist

u(x − y) ⋅w(y) = 0 für alle y ∈ suppw.

Andererseits gilt (nach Definition des Trägers)

u(x − y) ⋅w(y) = 0 für alle y ∉ suppw.

Damit folgt, dass u(x − y)w(y) = 0 für alle y ∈ Rn. Aus der Definition der Faltung ist

nun sofort ersichtlich, dass (u ∗ w)(x) = 0. Da dies für beliebige x ∈ Br(x0) gilt, folgt

x0 ∉ supp(u ∗w).

∎∎

Aufgabe 19.5. Lösung:

(a) Da u,w messbar sind, ist auch (x, y) ↦ u(xy−1)w(y) messbar. Aus dem Satz von

Tonelli, Satz 16.1, folgt daher die Messbarkeit von x↦ u⊛w(x). Um die Kommutativ-

ität zu zeigen, wenden wir den Transformationssatz, Satz 21.4, mit z ∶= Φ(y) ∶= xy−1

an:

u⊛w(x) = ∫
(0,∞)

u(xy−1)w(y)dy
y
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= ∫
(0,∞)

u(z)w(xz−1)dz
z

= w ⊛ u(x).

Um die verbleibende Aussage zu beweisen, wenden wir zunächst den Satz von Tonelli,

Satz 16.1, an:

∫
(0,∞)

u⊛w(x)µ(dx) = ∫
(0,∞)

(∫
(0,∞)

u(xy−1)w(y)dy
y
) dx
x

= ∫
(0,∞)

(∫
(0,∞)

u(xy−1) dx
x
)w(y) dy

y
. (⋆)

Für festes y ∈ (0,∞) definieren wir θy ∶= y−1x. Aus Satz 3.7 wissen wir, dass das

Bildmaß θy(λ)(dz) des Lebesgue-Maßes λ unter θy durch yλ(dz) gegeben ist (vgl.

auch Aufgabe 4.9). Aus Korollar 19.2 erhalten wir

∫
(0,∞)

u(xy−1) dx
x
= y−1∫

(0,∞)
u(xy−1) dx

xy−1

= y−1∫
(0,∞)

u(z)θy(λ)(dz)
z

= ∫
(0,∞)

u(z)dz
z
. (⋆⋆)

(Alternativ kann man wieder mit dem Transformationssatz, Satz 21.4, argumen-

tieren.) Setzen wir dieses Ergebnis in (⋆) ein, so folgt

∫
(0,∞)

u⊛w(x)µ(dx) = ∫
(0,∞)

(∫
(0,∞)

u(z)dz
z
)w(y)dy

y

= ∫
(0,∞)

udµ∫
(0,∞)

wdµ.

(b) Wir betrachten zunächst den Fall p = ∞: Aus ∣u(xy−1)∣ ⩽ ∥u∥L∞(µ) für µ-fast alle

y ∈ (0,∞) folgt

∣u⊛w(x)∣ ⩽ ∫ ∣u(xy−1)w(y)∣µ(dy) ⩽ ∥u∥L∞ ∫ ∣w(y)∣µ(dy) = ∥u∥L∞∥w∥L1 .

Das zeigt ∥u⊛w∥L∞ ⩽ ∥u∥L∞∥w∥L1 . Es sei nun p ∈ [1,∞). Wir bemerken, dass

ν(dy) ∶= 1

∥w∥L1

∣w(y)∣µ(dy)

ein Wahrscheinlichkeitsmaß definiert. Aus der Jensenschen Ungleichung (angewendet

mit V (x) = xp) erhalten wir daher

∣u⊛w(x)∣p ⩽ (∫
(0,∞)

∣u(xy−1)∣∣w(y)∣µ(dy))
p

= ∥w∥p
L1 (∫

(0,∞)
∣u(xy−1)∣ν(dy))

p

⩽ ∥w∥p
L1 ∫

(0,∞)
∣u(xy−1)∣p ν(dy)

= ∥w∥p−1
L1 ∫

(0,∞)
∣u(xy−1)∣p∣w(y)∣µ(dy).
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Aus dem Satz von Tonelli, Satz 16.1, folgt somit

∫ ∣u⊛w(x)∣p dµ(x) ⩽ ∥w∥p−1L1 ∫
(0,∞)

(∫
(0,∞)

∣u(xy−1)∣p∣w(y)∣µ(dy)) µ(dx)

= ∥w∥p−1
L1 ∫

(0,∞)
(∫
(0,∞)

∣u(xy−1)∣p µ(dx)) ∣w(y)∣µ(dy).

Genau wie in (⋆⋆) ergibt sich

∫
(0,∞)

∣u(xy−1)∣p µ(dx) def= ∫
(0,∞)

∣u(xy−1)∣p dx
x
= ∫
(0,∞)

∣u(z)∣p dz
z

def= ∫
(0,∞)

∣u(z)∣p µ(dz).

Setzen wir dieses Ergebnis in die vorherige Ungleichungskette ein, dann erhalten wir

∫ ∣u⊛w(x)∣p dµ(x) ⩽ ∥w∥p−1L1 ∫
(0,∞)

(∫
(0,∞)

∣u(z)∣p µ(dz)) ∣w(y)∣µ(dy)

= ∥w∥p−1
L1 ∫ ∣u∣p dµ∫ ∣w∣dµ

= ∥w∥L1∥u∥pLp .

Ziehen der p-ten Wurzel auf beiden Seiten gibt

∥u⊛w∥Lp ⩽ ∥w∥L1∥u∥Lp .

∎∎

Aufgabe 19.6. Lösung: Die Messbarkeit von u ∗ w folgt wie im Beweis von Satz 19.7. Nach

Voraussetzung gilt
1

p
+ 1

q
= 1 + 1

r
,

also
1

r
+ (1

p
− 1

r
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=1−q−1∈[0,1)

+ (1
q
− 1

r
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=1−p−1∈[0,1)

= 1. (⋆)

Wir schreiben

∣u(x − y)w(y)∣ = (∣u(x − y)∣p/r ∣w(y)∣q/r)(∣u(x − y)∣1−p/r)(∣w(y)∣1−q/r)

und wenden die verallgemeinerte Hölder-Ungleichung (siehe Problem 14.3) mit den Expo-

nenten aus (⋆) an:

∣u ∗w(x)∣ ⩽ ∫ ∣u(x − y)w(y)∣dy

⩽ (∫ ∣u(x − y)∣p∣w(y)∣q dy)
1
r

(∫ ∣u(x − y)∣p dy)
1
p
− 1

r

(∫ ∣w(y)∣q dy)
1
q
− 1

r

.

Bilden wir auf beiden Seiten die r-te Potenz, so folgt auf Grund der Translationsinvarianz

des Lebesgue-Maßes

∣u ∗w(x)∣r ⩽ (∫ ∣u(x − y)∣p∣w(y)∣q dy) ∥u∥r−pp ∥w∥r−qq
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= ∣u∣p ∗ ∣w∣q(x)∥u∥r−pp ∥w∥r−qq . (⋆⋆)

Nun können wir beide Seiten (über x) integrieren und Satz 19.7 anwenden:

∥u ∗w∥rr
def= ∫ ∣u ∗w(x)∣r dx
(⋆⋆)
⩽ ∥u∥r−pp ∥w∥r−qq ∫ ∣u∣p ∗ ∣w∣q(x)dx

= ∥u∥r−pp ∥w∥r−qq ∥∣u∣p ∗ ∣w∣q∥1
19.7
⩽ ∥u∥r−pp ∥w∥r−qq ∥u∥pp∥w∥qq

= ∥u∥rp∥w∥rq.

∎∎

Aufgabe 19.7. Lösung:

(a) ϕ ∈ C∞: Da ϕ rotationsinvariant ist, genügt es zu zeigen, dass

ψ(r) ∶= exp( 1

r2 − 1)1(−1,1)(r)

beliebig oft differenzierbar ist. Der Beweis ist Standard und daher geben wir nur eine

Beweisskizze.

Für r ≠ 1 ist dies Differenzierbarkeit von ψ offensichtlich, wir beschränken uns daher

auf die Diskussion für r = ±1. Nach Definition ist ψ(±1) = 0 = e−1/0 = e−∞ und somit

ist ψ stetig in r = ±1. Die Differenzierbarkeit zeigt man per Indukion: Es gilt

ψ′(r) = 2r

1 − r2 exp(
1

r2 − 1)1(−1,1)(r).

Ist ψ(k) von der Form ψ(k)(r) = fk(r)e
1

r2−11(−1,1)(r), so gilt

ψ(k+1)(r) = f ′k(r) exp(
1

r2 − 1)1(−1,1)(r) + fk(r)
2r

1 − r2 exp(
1

r2 − 1)1(−1,1)(r).

Ist also fk eine gebrochen rationale Funktion deren Wachstum für t → ±1 nicht so

stark ist wie der Abfall von e
1

r2−1 für t→ ±1, so gilt dies auch für fk+1. Per Induktion

erhalten wir somit, dass ψ beliebig oft differenzierbar in r±1 ist und ψ(k)(±1) = 0 für

alle k ∈ N.

Die Eigenschaften suppϕ = B1(0) und ϕ ⩾ 0 sind klar aus der Definition. Damit

∫ ϕdλn = 1 gilt, müssen wir

κ−1 = ∫
B1(0)

exp( 1

∣x∣2 − 1) dx

wählen.

(b) ϕϵ ∈ C∞ folgt sofort aus der Kettenregel. Aus

ϕϵ(x) = 0⇔ ϕ(x
ϵ
) = 0⇔ ∣x

ϵ
∣ ⩾ 1⇔ ∣x∣ ⩾ ϵ
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sehen wir suppϕϵ = Bϵ(0). Wir müssen noch zeigen, dass ∥ϕϵ∥1 = 1. Dazu bemerken

wir zunächst, dass

x

ϵ
=Mx für M ∶=

⎛
⎜⎜⎜
⎝

ϵ−1 0

⋱
0 ϵ−1

⎞
⎟⎟⎟
⎠

Offenbar gilt detM = ϵ−n. Aus Satz 3.7 erhalten wir daher

1

ϵn
∫ ϕ(x

ϵ
) dx = 1

ϵn
∫ ϕ(Mx)dx

19.2= 1

ϵn
∫ ϕ(y) (Mλn)(dy)

3.7= 1

ϵn
∫ ϕ(y)(ϵn)dy

= ∫ ϕ(y)dy = 1.

(c) Wir zeigen allgemeiner, dass

suppu ∗w ⊂ suppu + suppw (⋆)

sofern die Faltung u ∗w Sinn ergibt und entweder suppu oder suppw kompakt ist.

Es sei x0 ∉ suppu + suppw. Da suppu + suppw abgeschlossen ist, existiert ϵ > 0 mit

Bϵ(x0) ⊂ suppu+ suppw. Dann gilt x− y ∉ suppu für alle y ∈ suppw, x ∈ Bϵ(x0) und

daher

u(x − y)w(y) = 0 für alle y ∈ suppw.

Da w(y) = 0 für alle y ∉ suppw, gilt die letzte Gleichheit trivialerweise auch für

y ∉ suppw. Folglich ist

∫ u(x − y)w(y)dy = 0 für alle x ∈ Bϵ(x0).

Wir haben damit gezeigt, dass x0 ∉ suppu ∗w; also

(suppu + suppw)c ⊂ (suppu ∗w)c.

Bemerkung: Beachte, dass die Summe A +B zweier abgeschlossener Mengen A und

B im Allgemeinen nicht abgeschlossen ist. Ist A jedoch zusätzlich kompakt, so ist

A +B abgeschlossen. Daher nehmen wir hier an, dass entweder suppu oder suppw

kompakt ist; vgl. auch Aufgabe 19.4.

(d) Es folgt direkt aus Satz 19.7, dass

∥ϕϵ ∗ u∥p ⩽ ∥ϕϵ∥1 ⋅ ∥u∥p = ∥u∥p. (⋆⋆)

Weiterhin impliziert ϕϵ ∈ C∞c (Rn) offensichtlich ∂αϕϵ ∈ C∞c für alle α ∈ Nn
0 . Insbeson-

dere ist u ∗ (∂αϕϵ) wohldefiniert. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit betrachten

wir im Folgenden den Fall ϵ = 1.
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Es sei x ∈ Rn mit ∣x∣ ⩽ R für R > 0. Wegen

y ∉ BR(0) Ô⇒ y ∉ B1(x) Ô⇒ ϕ(x − y) = 0

gilt

ϕ ∗ u(x) = ∫
BR+1(0)

ϕ(x − y)u(y)dy.

Weiterhin ist

∣∂αx (ϕ(x − y)u(y)∣ = ∣∂αxϕ(x − y)∣∣u(y)∣ ⩽ ∥∂αxϕ∥∞∣u(y)∣ ∈ L1(BR+1(0)).

(Beachte: L1(BR+1(0)) ist ein endlicher Maßraum. Aus u ∈ Lp(BR+1(0)) ⊂ Lp(Rn)
folgt daher u ∈ L1(BR+1(0)), vgl. Aufgabe 14.1.) Folglich dürfen wir das Differen-

zierbarkeitslemma, Satz 12.2, anwenden und erhalten

∂αx (ϕ ∗ u)(x) = ∂αx ∫ ϕ(x − y)u(y)dy

= ∫ ∂αxϕ(x − y)u(y)dy

= (∂αxϕ) ∗ u(x).

Das zeigt, dass ϕ ∗ u beliebig oft in x differenzierbar ist. Da R > 0 beliebig ist, folgt

die Behauptung.

(e) Da ∫ ϕϵ(y)dy = 1 folgt aus der Minkowski-Ungleichung für Integrale, Aufgabe 16.10,

∥u − u ∗ ϕϵ∥p = (∫ ∣∫ (u(x) − u(x − y))ϕϵ(y)dy∣
p

dx)
1/p

⩽ ∫ ∥u(⋅) − u(⋅ − y)∥p ϕϵ(y)dy

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∫
∣y∣⩽h

+ ∫
∣y∣>h

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
∥u(⋅) − u(⋅ − y)∥p ϕϵ(y)dy.

Aus der Stetigkeit der Abbildung y ↦ ∥u(⋅) − u(⋅ − y)∥p, vgl. Satz ??, dass für jedes

δ > 0 ein h = h(δ) > 0 existiert, so dass

∥u(⋅) − u(⋅ − y)∥p ⩽ δ für alle ∣y∣ ⩽ h.

Benutzen wir diese Abschätzung im ersten Term und die Dreiecksungleichung (in Lp)

und die Translationsinvarianz für den zweiten Term, dann ergibt sich

∥u − u ⋆ ϕϵ∥p ⩽ ∫
∣y∣⩽h

δ ϕϵ(y)dy + ∫
∣y∣>h

2∥u∥p ϕϵ(y)dy

⩽ δ∫ ϕϵ(y)dy + 2∥u∥p ∫
∣y∣>h

ϕϵ(y)dy

⩽ δ + 2∥u∥p ∫
∣y∣>h

ϕϵ(y)dy.

Lassen wir nun erst ϵ → 0 (beachte, dass suppϕϵ = Bϵ(0)!) und dann δ → 0, so

erhalten wir

lim sup
ϵ→0

∥u − u ⋆ ϕϵ∥p ⩽ δ
δ→0ÐÐ→ 0.

150



Lösungen. Version vom May 3, 2025

∎∎

Aufgabe 19.8. Lösung:

(a) Für n ∈ N setzen wir un ∶= (u ∧ n)1Bn(0) und wn ∶= (w ∧ n)1Bn(0). Die Funktionen

un,wn sind messbar und steigen gegen u,w auf. Daher folgt mit Beppo Levi

∀x ∈ Rd ∶ un ∗wn(x) = ∫
Rd
un(x − y)wn(y)dy ↑ ∫

Rd
u(x − y)w(y)dy = u ∗w(x).

Mit Hilfe von Satz 19.9 sehen wir, dass un ∗wn ∈ Cb(Rd,R). Daher ist für beliebiges

a ∈ R die Menge {un ∗wn > a} offen und ebenso {u ∗w > a} = ⋃n{un ∗wn > a}.

(b) Achtung Druckfehler: Es muß {u ≠ 0} + {w ≠ 0} ∶= {x + y ∣ x ∈ {u ≠ 0}, y ∈ {w ≠
0}} = {x + y ∣ u(x) ≠ 0,w(y) ≠ 0} heißen, nicht »∪«.

Offensichtlich gilt

∣u ∗w∣(x) ⩽ ∣u∣ ∗ ∣w∣(x) = ∫ ∣u(x − y)∣∣w(y)∣dy.

Folglich: Wenn x ∈ {u ∗ w ≠ 0} = {∣u ∗ w∣ > 0} ist, also wenn u ∗ w(x) ≠ 0 gilt,

dann muss es ein y geben, so dass w(y) ≠ 0 (also ∣w(y)∣ > 0) und u(x − y) ≠ 0 (also

∣u(x − y)∣ > 0) gilt. Das heißt aber, dass x ∈ {w ≠ 0} + {u ≠ 0} gilt, und es folgt

{u ∗w ≠ 0} = {∣u ∗w∣ ≠ 0} = {∣u ∗w∣ > 0} ⊂ {∣u∣ ∗ ∣w∣ > 0}

⊂ {∣u∣ > 0} + {∣w∣ > 0} = {u ≠ 0} + {w ≠ 0}.

(c) Bus Teil (a) wissen wir, dass die Funktion fB ∶= 1−B ∗ 1B unterhalbstetig ist. Weil

fB ⩾ 0 ist, ist die Menge {fB > 0} = {fB ≠ 0} offen. Wir behaupten, dass 0 ∈ {fB ≠ 0}.
Das folgt so:

fB(0) = ∫
Rd
1−B(0 − y)1B(y)dy = λd(B) > 0.

Nach Teil (b) gilt aber auch

{fB ≠ 0} ⊂ {1B ≠ 0} + {1−B ≠ 0} = B + (−B) = B −B

und daraus folgt die Behauptung.

∎∎
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20 Der Satz von Radon–Nikodým

Aufgabe 20.1. Lösung:

(a) ⇒: Ist ν ein endliches Maß, so gilt per Definition

ν(E) = ∫
E
f dµ < ∞.

Da f ⩾ 0 zeigt dies f ∈ L1(µ).

⇐: Wiederum folgt wegen f ⩾ 0, dass

ν(E) = ∫
E
f dµ = ∥f∥L1(µ) < ∞.

(b) ⇒: Da µ und ν σ-endliche Maße sind, existieren Folgen (Ak)k∈N ⊂ A, (Bk)k∈N ⊂ A
mit Ak ↑ E und µ(Ak) < ∞ sowie Bk ↑ E und ν(Bk) < ∞. Setzen wir Ck ∶= Ak ∩Bk,

so gilt immernoch Ck ↑ ∞ und µ(Ck) < ∞, ν(Ck) < ∞. Wegen

µ({f = ∞}) = lim
k→∞

µ({f = ∞} ∩Ck)

genügt es zu zeigen, dass µ({f = ∞} ∩ Ck) = 0. Dazu bemerken wir, dass aus der

Markov-Ungleichung folgt, dass

µ({f ⩾ R} ∩Ck) ⩽
1

R
∫
Ck

f dµ = 1

R
ν(Ck).

Aus ν(Ck) < ∞ folgt daher

0 ⩽ µ({f = ∞} ∩Ck) = lim
R→∞

µ({f ⩾ R} ∩Ck) ⩽ lim
R→∞

( 1
R
ν(Ck)) = 0.

Alternativlösung: Wir wählen (Ck)k∈N ⊂ A wie oben und k0 hinreichend groß, so dass

µ(Ck0) > 0. Angenommen, µ({f = ∞}) > 0. Aus

{f = ∞} = ⋃
k∈N
{f = ∞} ∩Ck ⊃ {f = ∞} ∩Ck0

folgt dann

ν(Ck0) ⩾ ∫
Ck0
∩{f=∞}

f dµ = ∞.

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch zur Annahme, dass ν(Ck) < ∞ für alle k ∈ N.

⇐: Da µ ein σ-endliches Maß ist, existiert (Ak)k∈NA mit Ak ↑ E und µ(Ak) < ∞.

Setze Ck ∶= Ak ∩ {0 ⩽ f ⩽ k}. Dann gilt Ak ↑ E wegen f ⩾ 0 und

ν(Ck) = ∫
Ak∩{0⩽f⩽k}

f dµ ⩽ k∫
Ak

dµ = kµ(Ak) < ∞.
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∎∎

Aufgabe 20.2. Lösung: »⇐«: Angenommen, µ und ν erfüllen das »ϵ-δ-Kriterium«. Sei ϵ > 0
und δ > 0 sei entsprechend obiger Bedingung gewählt. Ist A ∈ A mit µ(A) = 0, dann gilt

µ(A) = 0 < δ und folglich ν(A) < ϵ. Da ϵ > 0 beliebig ist, folgt ν(A) = 0. Also gilt ν ≪ µ.

»⇒«: Wir zeigen diese Richtung durch einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, das ϵ-

δ-Kriterium gilt nicht. Dann gibt es ein ϵ > 0 und eine Folge von Mengen (Ak)k∈N ⊂ A mit

µ(Ak) < 2−k und ν(Ak) ⩾ ϵ. Definiere Fn ∶= ⋃k⩾nAk und F ∶= ⋂n∈N Fn. Wegen

µ(Fn) ⩽
∞

∑
k=n

2−k = 2 ⋅ 2−n

folgt, dass

µ(F ) ⩽ µ(Fn) ⩽ 2 ⋅ 2−n

für alle n ∈ N, und somit µ(F ) = 0. Andererseits folgt wegen Fn ↓ F und der Stetigkeit des

Maßes ν, dass

ν(F ) = lim
n→∞

ν(Fn) ⩾ ϵ.

Folglich haben wir gezeigt, dass ν(F ) ⩾ ϵ > 0 und µ(F ) = 0, d.h. ν ist nicht absolutstetig

bzgl. µ.

∎∎

Aufgabe 20.2. Lösung: Da nach Voraussetzung νi ≪ µi für i = 1,2 existiert gemäß dem Satz

von Radon–Nikodým die Radon–Nikodým Dichte fi ∶= dνi
dµi

, d.h.

νi(A) = ∫
A
fi dµi, A ∈ Ai, i = 1,2.

Setze f(x, y) ∶= f1(x)f2(y). Sind A1 ∈ A1 und A2 ∈ A2, so gilt nach dem Satz von Tonelli,

dass

(ν1 ⊗ ν2)(A1 ×A2) = ν1(A1)ν2(A2) = (∫
A1

f1 dµ1)(∫
A2

f2 dµ2)

= ∫ ∫ 1A1(x)1A2(y)f1(x)f2(y)dµ1(x)dµ2(y)

= ∫ 1A1×A2(x, y)f(x, y)d(µ1 ⊗ µ2)(x, y).

Wir wollen nun daraus folgern, dass die Gleichheit

(ν1 ⊗ ν2)(A) = ∫
E1×E2

1A(x, y)f(x, y)d(µ1 ⊗ µ2)(x, y) (20.1)

für alle A ∈ A1 ⊗A2 gilt. Dazu wenden wir den Maßeindeutigkeitssatz an. Sei

ϱ(A) ∶= ∫
E1×E2

1A(x, y)f(x, y)d(µ1 ⊗ µ2)(x, y), A ∈ A1 ⊗A2.

Wir wissen: G ∶= A1 ×A2 ist ein schnittstabiler Erzeuger von A1⊗A2 und die Maße ϱ und

ν1 ⊗ ν2 stimmen auf diesem Erzeuger überein.
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Da ν1, ν2 nach Voraussetzung σ-endlich sind, existieren Folgen (Ak)k∈N ⊂ A1 und (Bk)k∈N ⊂
A2 mit Ak ↑ E1, Bk ↑ E2, sowie µ1(Ak) < ∞ und ν2(Bk) < ∞. Folglich erfüllt Gk ∶=
Ak ×Bk ∈ G die Eigenschaften Gk ↑ E1 ×E2, sowie

ϱ(Gk) = (ν1 × ν2)(Gk) = ν1(Ak)ν2(Bk) < ∞.

Damit sind alle Voraussetzungen aus dem Maßeindeutigkeitssatz erfüllt und es folgt, dass

ϱ(A) = (ν1⊗ν2)(A) für alle A ∈ A1⊗A2, d.h. es gilt (20.1). Aus (20.1) ist ersichtlich, dass

ν1 ⊗ ν2 die Dichte f bzgl. µ1 ⊗µ2 besitzt. Aus dem Satz von Radon–Nikodým folgt damit

auch, dass ν1 ⊗ ν2 ≪ µ1 ⊗ µ2.

∎∎

Aufgabe 20.4. Lösung:

(a) Es sei A ∈ A eine (µ + ν)-Nullmenge, d.h. (µ + ν)(A) = 0. Dann folgt wegen

0 = (ν + µ)(A) = ν(A) + µ(A) ⩾ ν(A),

dass A auch eine ν-Nullmenge ist. Folglich gilt ν ≪ ν + µ. Können wir zeigen,

dass (µ + ν) ein σ-endliches Maß ist, so folgt aus dem Satz von Radon-Nikodým,

Korollar20.4, dass f = dν/d(ν + µ) existiert:

ν = f (µ + ν) = fµ + fν. (⋆)

Dass (µ + ν) σ-endlich ist, sieht man so: Nach Voraussetzung existieren Folgen

(An)n∈N, (Bn)n∈N ⊂ A mit An ↑ E, Bn ↑ E und µ(An) < ∞, ν(Bn) < ∞. Setzen

wir nun Cn ∶= An ∩Bn ∈ A, dann gilt Cn ↑ E und

(µ + ν)(Cn) = µ(Cn) + ν(Cn) ⩽ µ(An) + ν(Bn) < ∞.

Somit ist (µ + ν) ein σ-endliches Maß auf (E,A).

(b) Aus Korollar 20.4 wissen wir, dass f ⩾ 0. Um zu zeigen, dass f ⩽ 1 gilt, bemerken

wir, dass

ν({f ⩾ 1 + ϵ}) = ∫
{f⩾1+ϵ}

f d(ν + µ)

⩾ (1 + ϵ)ν({f ⩾ 1 + ϵ}) + (1 + ϵ)µ({f ⩾ 1 + ϵ})

⩾ ν({f ⩾ 1 + ϵ})

für alle ϵ > 0. Folglich muss überall »=« gelten und damit folgt insbesondere

µ({f ⩾ 1 + ϵ}) = 0 = ν({f ⩾ 1 + ϵ}).

Das impliziert

µ({f > 1}) = µ(⋃
n∈N
{f ⩾ 1 + 1/n}) ⩽ ∑

n∈N
µ({f ⩾ 1 + 1/n}) = 0
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und (analog) ν({f > 1}) = 0. Das bedeutet, dass {f > 1} eine (µ + ν)-Nullmenge ist,

und daher können wir annehmen, dass 0 ⩽ f ⩽ 1. Aus (⋆) erhalten wir dann

(1 − f)ν = f µ. (⋆⋆)

(c) Für N ∶= {f = 1} ∈ A gilt

µ(N) = ∫
{f=1}

dµ = ∫
{f=1}

f dµ
(⋆⋆)= ∫

{f=1}
(1 − f)dν = 0.

Andererseits ist

ν�(N c) = ν�({0 ⩽ f < 1}) def= ν({0 ⩽ f < 1} ∩ {f = 1}) = 0.

Das zeigt ν��µ. Weiterhin folgt aus (⋆⋆)

ν○(A) = ν(A ∩ {f < 1}) = ∫
A∩{f<1}

dν
(⋆⋆)= ∫

A∩{f<1}

f

1 − f dµ

für alle A ∈ A, d.h. ν○ ≪ µ und dν○/dµ = f/(1 − f)1{f<1}.

(d) Es sei ν = ν̃○ + ν̃� eine weitere Zerlegung. Es seien Ñ ,N ∈ A mit ν̃�(Ñ c) = ν(N c) = 0
und µ(Ñ) = µ(N) = 0. Für M ∶= N ∪ Ñ ∈ A gilt dann µ(M) = 0 und ν̃�(M c) =
ν�(M c) = 0 wegen (M c ⊃ N c und M c ⊃ Ñ c). Somit ist

ν�(A) = ν�(A ∩M) + ν�(A ∩M c)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

0

= ν(A ∩M) − ν○(A ∩M)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

0

= ν(A ∩M) − ν̃○(A ∩M)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

0

= ν̃�(A ∩M) + ν̃�(A ∩M c)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

0

= ν̃�(A)

für alle A ∈ A. Analog folgt ν○(A) = ν(A ∩M c) = ν̃○(A) für A ∈ A.

∎∎

Aufgabe 20.5. Lösung:

(a) Offensichtlich, da sich die σ-Additivität durch Linearität von µ und ν auf ρ vererbt.

(b) Verwende dominierte Konvergenz, um die σ-Additivität zu zeigen.

(c) ∣ρ∣(∅) = 0 ist offensichtlich. Es sei (An)n ⊂ A eine Folge disjunkter Mengen und ϵ > 0.
Dann gilt auf Grund der Definition von ∣ρ∣ (o. E. können wir ∣ρ∣(An) < ∞ annehmen,

da sonst alles klar ist)

∀n ∃(Ai
n)i ⊂ A, ⋃⋅

i

Ai
n = An, ∑

i

∣ρ(Ai
n)∣ ⩾ ∣ρ∣(An) − ϵ2−n

und da ⋃⋅ i,nAi
n = A gilt auch

∣ρ∣(A) ⩾ ∑
n
∑
i

∣ρ(Ai
n)∣ ⩾ ∑

n

(∣ρ∣(An) − ϵ2−n) ⩾ ∑
n

∣ρ∣(An) − ϵ.

Mit ϵ→ 0 ergibt sich dann

∣ρ∣(A) ⩾ ∑
n

∣ρ∣(An).

156



Lösungen. Version vom May 3, 2025

Nun sei (Bk)k ⊂ A eine weitere Zerlegung ⋃⋅ kBk = A. Dann gilt

∀k ⋃⋅
n
(An ∩Bk) = An

und somit

∑
k

∣ρ(Bk)∣ = ∑
k

∣∑
n

ρ(An ∩Bk)∣ ⩽ ∑
k

∑
n

∣ρ(An ∩Bk)∣ = ∑
n
∑
k

∣ρ(An ∩Bk)∣ ⩽ ∑
n

∣ρ∣(An).

Wir gehen nun zum Infimum über die Zerlegungen (Bk)k über und finden daher

∣ρ∣(A) ⩽ ∑
n

∣ρ∣(An);

damit ist die σ-Additivität gezeigt.

(d) Wir nehmen nun ∣ρ∣(A) = ∞ an und zeigen

∃C ⊂ A, C ∈ A ∶ ∣ρ(C)∣ ⩾ 1 und ∣ρ∣(A ∖C) = ∞.

Nun ist ∣ρ(A)∣ < ∞ und auf Grund der Definition von ∣ρ∣ gibt es eine Folge (Ai)i ⊂ A
disjunkter Teilmengen von A mit

n

∑
i=1

∣ρ(Ai)∣ > 2(1 + ∣ρ(A)∣).

O.B.d.A. sei ∑n
i=1 ρ(Ai) ⩾ 0 (der andere Fall geht analog) und wir setzen B = ⋃{Ai ∶

1 ⩽ i ⩽ n, ρ(Ai) ⩾ 0}. Damit gilt dann

∣ρ(B)∣ ⩾
n

∑
i=1

1

2
∣ρ(Ai)∣ ⩾ 1 + ∣ρ(A)∣ ⩾ 1;

∣ρ(A ∖B)∣ ⩾ ∣ρ(B)∣ − ∣ρ(A)∣ ⩾ 1 + ∣ρ(A)∣ − ∣ρ(A)∣ = 1.

Andererseits gilt ja ∣ρ∣(A) = ∣ρ∣(B) + ∣ρ∣(A ∖ B), d.h. mindestens einer der beiden

Ausdrücke auf der r. S. ist unendlich. Damit können wir C entweder als B oder als

A ∖B wählen.

(e) Wir wählen in der vorangehenden Teilaufgabe A = E und finden C1 mit ∣ρ(C1)∣ ⩾
1 und ∣ρ∣(E ∖ C1) = ∞. Erneute Anwendung mit A = E ∖ C1 liefert ein C2 mit

∣ρ(C2)∣ ⩾ 1 usw. Nach Konstruktion sind die (Cn)n disjunkt. Nun ist aber, wegen

der σ-Additivität

R ∋ ρ(⋃
n
Cn) = ∑

n

ρn(An)

d.h. die Reihe auf der r. S. muss konvergieren — das kann sie aber nicht, da die

Reihenglieder nicht nach Null konvergieren. Somit muss ∣ρ∣(E) < ∞ sein.

(f) Die Mengenfunktionen ρ± sind wegen ∣ρ(A)∣ ⩽ ∣ρ∣(A) (betrachte die triviale Überdeck-

ung (A,∅, . . .) von A!) offensichtlich positiv und σ-additiv. Ausserdem gilt ∣ρ∣(∅) =
ρ(∅) = 0.
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(g) Wegen ∣ρ(A)∣ ⩽ ∣ρ∣(A) gilt ρ ≪ ∣ρ∣ und ebenso ρ± ≪ ρ. Nach dem Satz von Radon-

Nikodým gibt es also Dichten h± so dass ρ± = h±∣ρ∣. Weiter ist

ρ±{h± > 1} = ∫
{h±>1}

h± d∣ρ∣ > ∣ρ∣{h± > 1}

was nur möglich ist, wenn {h± > 1} eine Nullmenge ist. Damit ist h± ⩽ 1 fast sicher.

Nun sei Er± = {h± ⩽ r} mit r < 1. Dann

ρ±(Er±) = ∫
Er±

h± d∣ρ∣ ⩽ r∣ρ∣(Er±)

was nicht möglich ist, es sei denn Er± ist eine Nullmenge.

Somit gibt es Mengen E± = {h± = 1} die, nach Abänderung auf einer Nullmenge,

disjunkt sind und E = E+ ∪⋅ E−. Insbesondere haben wir

ρ±(A) = ∣ρ(E± ∩A)∣ = ∣ρ∣(E± ∩A).

Daraus folgt sogleich ρ+�ρ−.

(h) Es sei ρ = ρ1 − ρ2 = ρ+ − ρ− eine weitere Zerlegung in positive Maße. Dann gilt, da

ρ ⩽ ρ1

ρ+(A) = ρ(A ∩E+) ⩽ ρ1(A ∩E+) ⩽ ρ1(A)

und ρ− geht analog.

(i) Wir zeigen hier nur, dass ρ ∧ σ das größte Maß ist, das kleiner als ρ und σ ist; die

anderen Behauptung beweist man analog. Wählen wir B = A bzw. B = ∅, so folgt

ρ ∧ σ(A) ⩽ min{ρ(A), σ(A)}, d.h. es gilt ρ ∧ σ ⩽ ρ und ρ ∧ σ ⩽ σ. Wir zeigen als

nächstes, dass ρ ∧ σ ein Maß definiert.

(M1) Offensichtlich gilt ρ ∧A(∅) = 0.

(M2) Es sei (Aj)j∈N ⊂ A eine Folge paarweise disjunkter Mengen. Weiterhin seien

Bj ∈ A, Bj ⊂ Aj beliebig. Dann gilt B ∶= ⋃⋅ j∈NBj ⊂ ⋃⋅ j∈NAj =∶ A und aus der

Definition von ρ ∧ σ sowie der σ-Additivität von ρ und σ erhalten wir daher

ρ ∧ σ
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
⩽ ρ
⎛
⎝⋃⋅j∈NBj

⎞
⎠
+ σ
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj ∖ ⋃⋅

j∈N
Bj
⎞
⎠

= ρ
⎛
⎝⋃⋅j∈NBj

⎞
⎠
+ σ
⎛
⎝⋃⋅j∈N(Aj ∖Bj)

⎞
⎠

= ∑
j∈N

ρ(Bj) + ∑
j∈N

σ(Aj ∖Bj)

= ∑
j∈N
(ρ(Bj) + σ(Aj ∖Bj)).

Für jedes ϵ > 0 können wir Bj = Bϵ
j so wählen, dass

⩽ ∑
j∈N
(ρ ∧ σ(Aj) + ϵ2−j)

158



Lösungen. Version vom May 3, 2025

= ∑
j∈N

ρ ∧ σ(Aj) + ϵ

Es folgt mit ϵ→ 0

ρ ∧ σ
⎛
⎝⋃⋅j∈NAj

⎞
⎠
⩽ ∑

j∈N
ρ ∧ σ(Aj).

Die andere Ungleichung zeigt man analog: Ist B ⊂ A, dann ist Bj ∶= A ∩Aj ∈ A,

Bj ⊂ Aj . Folglich,

ρ ∧ σ(Aj) ⩽ ρ(Bj) + σ(Aj ∖Bj)

und indem wir über alle j ∈ N summieren, zeigt eine ähnliche Rechnung wie eben,

dass

∑
j∈N

ρ ∧ σ(Aj) ⩽ ρ(B) + σ(A ∖B).

Nehmen wir nun wieder das Infimum über alle zulässigen Mengen B ∈ A, so folgt

ρ ∧ σ (⋃⋅ j∈NAj) ⩾ ∑j∈N ρ ∧ σ(Aj).

Ist ν ein weiteres Maß, das von ρ und σ dominiert wird, so ist

ν(A) = ν(B) + ν(A ∖B) ⩽ ρ(B) + σ(A ∖B)

für alle B ⊂ A, B ∈ A. Bilden wir auf der rechten Seite das Infimum über B, dann

ergibt sich ν ⩽ ρ ∧ σ.

(j) Es sei A ∈ A. Wählen wir in der Definition von ∣ρ∣ die Überdeckung A1 = A, A2 = Ac,

A3 = ⋅ ⋅ ⋅ = ∅, dann

∣µ − ν∣(E) ⩾ ∣µ(A) − ν(A)∣ + ∣µ(Ac) − ν(Ac)∣

= ∣µ(A) − ν(A)∣ + ∣(1 − µ(A)) − (1 − ν(A))∣

= 2∣µ(A) − ν(A)∣.

Damit gilt 2 sup{µ(A)−ν(A);A ∈ A} ⩽ ∣µ−ν∣(E). Um »⩾« zu zeigen, sei (An)n∈N ⊂ A
eine beliebige paarweise disjunkte Überdeckung von E. Wir setzen

I ∶= {n ∈ N;µ(An) ⩾ ν(An)} J =∶ N ∖ I

sowie A ∶= ⋃n∈I An ∈ A und B ∶= ⋃n∈J A
c
n ∈ A. Dann

∑
n∈N
∣µ(An) − ν(An)∣ = ∑

n∈I

(µ(An) − ν(An)) + ∑
n∈J

(ν(Ac
n) − µ(Ac

n))

= (µ(A) − ν(A)) + (ν(B) − µ(B))

⩽ 2 sup{µ(C) − ν(C);C ∈ A}.

Das beweist die erste Identität. Um die zweite Gleichheit zu zeigen, rufen wir uns

zunächst die Lebesgue-Zerlegung von ν in Erinnerung (vgl. Aufgabe 20.4):

ν = ν○ + ν�, ν○ ≪ µ,
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und es existiert N ∈ A mit ν�(N) = 1, µ(N) = 0. Wir bezeichnen mit f ∶= dν○

dµ die

Radon–Nikdodým-Dichte. Es gilt dann

∫ (1 − f)+ dµ = ∫
Nc
(1 − f)+ dµ = ∫

Nc∩{f<1}
(1 − f)dµ = µ(A) − ν(A)

für A ∶= {f < 1} ∩N c ∈ A. Folglich ist

sup{µ(A) − ν(A);A ∈ A} ⩾ ∫ (1 − f)+ dµ.

Andererseits: Wegen ν�(A) ⩾ 0 folgt sofort

µ(A) − ν(A) = µ(A) − ν○(A) − ν�(A) ⩽ µ(A) − ν○(A) = ∫
A
(1 − f)dµ

⩽ ∫
A
(1 − f)+ dµ ⩽ ∫ (1 − f)+ dµ.

(k) Es sei f ∈ Cc(Rd) mit ∥f∥∞ ⩽ 1. Dann ist f gleichmäßig stetig, d.h. für ϵ > 0 existiert

δ > 0, so dass

∣f(x) − f(y)∣ ⩽ ϵ für alle ∣x − y∣ ⩽ δ.

Wir überdecken Rd mit disjunkten Würfeln (Qj)j∈N mit Diagonalen der Länge δ und

setzen

g(x) ∶= ∑
j∈N

f(xj)1Qj(x), x ∈ Rd,

wobei xj ∈ Qj beliebig ist. Wegen ∣∫ (f − g)dρ∣ ⩽ ∫ ∣f −g∣d∣ρ∣ (das folgt sofort aus (f))

und ∥f∥∞ ⩽ 1 erhalten wir

∣∫ f dρ∣ ⩽ ∣∫ (f − g)dρ∣ + ∣∫ g dρ∣

⩽ ∑
j∈N
∫
Qj

∣f − g∣
´¹¹¹¸¹¹¹¹¶
⩽ϵ

d∣ρ∣ +
RRRRRRRRRRR
∑
j∈N

f(xj)ρ(Qj)
RRRRRRRRRRR

⩽ ϵ∣ρ∣(E) + ∑
j∈N
∣ρ(Qj)∣

⩽ ϵ∣ρ∣(E) + ∣ρ(E)∣.

Beachte, dass ∣ρ∣(E) < ∞ (siehe Teil (e)); da ϵ > 0 beliebig ist, zeigt das also

sup{∫ f dρ; f ∈ Cc(Rd), ∥f∥∞ ⩽ 1} ⩽ ∣ρ∣(E).

Nun sei (An)n∈N ⊂ A eine beliebige paarweise disjunkte Überdeckung von E. Für

g ∶= ∑n∈N sgn(ρ(An))1An gilt dann

∫ ∣g∣d∣ρ∣ = ∑
n∈N
∣ρ∣(An) = ∣ρ∣(E) < ∞,

d.h. g ∈ L1(∣ρ∣). Gemäß Satz 24.8 existiert daher f ∈ Cc(Rd) mit ∥f − g∥L1(∣ρ∣) < ϵ.
Damit ist

∣∫ (g − f)dρ∣ ⩽ ∫ ∣g − f ∣d∣ρ∣ ⩽ ϵ
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und somit

∑
n∈N
∣ρ(An)∣ = ∫ g dρ = ∫ (g − f)dρ + ∫ f dρ ⩽ ϵ + ∫ f dρ.

Da ϵ > 0 ist, folgt die Behauptung.

∎∎
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21 Der allgemeine Transformationssatz

Aufgabe 21.1. Lösung:

(a) Für x, y ∈ (0,1) gilt
1

1 − xy = ∑n⩾0
(xy)n,

(geometrische Reihe). Aus dem Satz von Beppo Levi folgt daher

∫
[0,1]

1

1 − xy dx = ∑n⩾0
∫
(0,1)
(xy)n dx = ∑

n⩾0

1

n + 1y
n.

Unter Anwendung des Satzes von Tonelli und Beppo Levi erhalten wir

∫
[0,1]2

(1 − xy)−1 d(x, y) = ∫
[0,1]
∫
[0,1]

1

1 − xy dxdy

= ∫
(0,1)
(∑
n⩾0

1

n + 1y
n) dy

= ∑
n⩾0

1

n + 1 ∫(0,1) y
n dy

= ∑
n⩾1

1

n2
.

(b) Wir führen zunächst die Transformation

x = u − v√
2

y = u + v√
2

durch; das entspricht gerade der Drehung des Integrationsgebietes um 45 Grad. Das

neue Integrationsgebiet ist somit ein Quadrat Q mit Eckpunkten

(0,0), ( 1√
2
,
1√
2
) , (

√
2,0), ( 1√

2
,− 1√

2
) .

Gemäß dem Transformationssatz, Satz 21.4, ist also

∫
[0,1]2

1

1 − xy d(x, y) = ∫Q
2

2 − u2 + v2 d(u, v).

Auf Grund der Symmetrie des Integranden gilt

I ∶= ∫
Q

2

2 − u2 + v2 d(u, v)

= 2∫
Q∩{v⩾0}

2

2 − u2 + v2 d(u, v).
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Wir splitten das Integral nun auf (Bild malen!)

I = 4∫
1/
√
2

0
∫

u

0

dv

2 − u2 + v2 du + 4∫
√
2

1/
√
2
∫
√
2−u

0

dv

2 − u2 + v2 du

= I1 + I2.

Wir berechnen die Integrale I1 und I2 getrennt. Aus

∫
x

0

1

a2 + t2 dt =
1

a
arctan

x

a
(⋆)

folgt zunächst

I1 = ∫
1/
√
2

0

1√
2 − u2

arctan
u√

2 − u2
. (⋆⋆)

Setzen wir u =
√
2 sin θ, dann ist du =

√
2 cos θ =

√
2 − u2 dθ und

u√
2 − u2

= u√
2(1 − sin θ2)

=
√
2 sin θ√
2 cos θ

= tan θ

wegen cos2 θ = 1 − sin2 θ. Führen wir in (⋆⋆) die Transformation durch, so erhalten

wir

I1 = 4∫
π
6

0
θ dθ = 2(π

6
)
2

.

In analoger Weise berechnen wir I2: Aus (⋆) und der Definition von I2 folgt

I2 = 4∫
√
2

1/
√
2
arctan(

√
2 − u√
2 − u2

) du√
2 − u2

.

Für u ∶=
√
2 cos(2θ) gilt

du = −2
√
2 sin(2θ)dθ = −2

√
2
√
1 − cos2(2θ)dθ = −2

√
1
√
1 − u2/2dθ = −2

√
2 − u2

und
√
2 − u√
2 − u2

=
√
2(1 − cos(2θ))√
2 − 2 cos2(2θ)

=
¿
ÁÁÀ1 − cos(2θ)

1 + cos(2θ)

=
√

2 sin2 θ

2 cos2 θ

= tan θ.

Aus dem Transformationssatz ergibt sich nun

I2 = 8∫
π
6

0
θ dθ = 4(π

6
)
2

.

Schließlich,

I = I1 + I2 = 6(
π

6
)
2

= π
2

6
.
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∎∎

Aufgabe 21.2. Lösung:

(a) Führen wir in

Γ(x) = ∫
∞

0
e−ttx−1 dt

die Substitution u2 = t durch, so erhalten wir

Γ(x) = 2∫
∞

0
e−u

2

u2x−1 du.

Aus dem Satz von Tonelli, Satz 16.1, ergibt sich somit

Γ(x)Γ(y) = 4(∫
∞

0
e−u

2

u2x−1 du)(∫
∞

0
e−v

2

v2y−1 dv)

= 4∫
(0,∞)2

e−u
2−v2u2x−1v2y−1 d(u, v).

(b) Offensichtlich ist die Behauptung äquivalent zu B(x, y)Γ(x + y) = Γ(x)Γ(y). Wir

führen in (a) Polarkoordinaten ein:

Γ(x)Γ(y) = 4∫
∞

r=0
∫

2π

ϕ=0
e−r

2

r2x+2y−1(cosϕ)2x−1(sinϕ)2y−1 dϕdr

= 4(∫
∞

r=0
e−r

2

r2x+2y−1 dr)(∫
π/2

ϕ=0
(cosϕ)2x−1(sinϕ)2y−1 dϕ) . (⋆)

Mit s ∶= r2 folgt leicht, dass

∫
∞

r=0
e−r

2

r2x+2y−1 dr = 1

2
∫
∞

s=0
e−ss(x+y)−1 ds = 1

2
Γ(x + y).

Im zweiten Integral in (⋆) substituieren wir t = cos2 ϕ und benutzen sin2 ϕ+cos2 ϕ = 1:

∫
π/2

ϕ=0
(cosϕ)2x−1(sinϕ)2y−1 dϕ = 1

2
∫

1

0
t2x−1(1 − t)2y−1 dt = 1

2
B(x, y).

∎∎

Aufgabe 21.3. Lösung: Wir führen Polarkoordinaten ein,

⎛
⎝
x

y

⎞
⎠
=
⎛
⎝
r cosϕ

r sinϕ

⎞
⎠
,

und wenden den Transformationssatz an:

∫
x2+y2⩽1

xnym d(x, y) = ∫
1

r=0
∫

2π

ϕ=0
rn+m+1(cosϕ)n(sinϕ)m dϕdr

= 1

n +m + 1 ∫
2π

ϕ=0
(cosϕ)n(sinϕ)m dϕ.

Um das verbleibende Integral zu berechnen, splitten wir das Integral auf . . .

∫
2π

ϕ=0
(cosϕ)n(sinϕ)m dϕ = ∫

π

ϕ=0
(cosϕ)n(sinϕ)m dϕ + ∫

2π

ϕ=π
(cosϕ)n(sinϕ)m dϕ

=∶ I1 + I2
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und berechnen zunächst I1. Dazu substituieren wir u = cosϕ und erhalten unter Verwen-

dung der Identität sin2 ϕ + cos2 ϕ = 1

I1 = ∫
1

−1
un
√
1 − u2

m−1
du

= ∫
0

−1
un
√
1 − u2

m−1
du + ∫

1

0
un
√
1 − u2

m−1
du

v∶=−u= (−1)n∫
1

0
vn
√
1 − v2 dv + ∫

1

0
un
√
1 − u2

m−1
du

= (1 + (−1)n)∫
1

0
∫

1

0
un
√
1 − u2

m−1
du.

Substituieren wir nun r ∶= u2, sehen wir, dass

I1 =
(1 + (−1)n)

2
∫

1

0
r(n−1)/2(1 − r)(m−1)/2 dr

= (1 + (−1)
n)

2

Γ(n+12 )Γ(
m+1
2 )

Γ(n+m+22 )
.

Im letzten Schritt haben wir die Eulersche Formel verwendet, vgl. Aufgabe 21.2. In

analoger Weise lässt sich I2 berechnen:

I2 = (−1)m∫
1

−1
un
√
1 − u2

m−1
du

= ((−1)m + (−1)m+n)∫
1

0
un
√
1 − u2

m−1
du

= ((−1)
m + (−1)m+n)

2
∫

1

0
r(n−1)/2(1 − r)(m−1)/2 dr

= ((−1)
m + (−1)m+n)

2

Γ(n+12 )Γ(
m+1
2 )

Γ(n+m+22 )
.

Folglich,

∫
x2+y2⩽1

xnym d(x, y) = 1

n +m + 1
1 + (−1)n + (−1)m + (−1)m+n

2

Γ(n+12 )Γ(
m+1
2 )

Γ(n+m+22 )

∎∎

Aufgabe 21.4. Lösung: Da x↦ f(∣x∣) sin(x) eine ungerade Funktion ist, gilt

∫
R
f(∣x∣) eixξ dx = ∫

R
f(∣x∣) cos(xξ)dx + i∫

R
f(∣x∣) sin(xξ)dx

= ∫
R
f(∣x∣) cos(xξ)dx.

Aus cos(x) = cos(−x) folgt somit

∫
R
f(∣x∣) eixξ dx = ∫

(−∞,0)
f(∣x∣) cos(xξ)dx + ∫

(0,∞)
f(∣x∣) cos(xξ)dx

= ∫
(0,∞)

f(∣ − x∣) cos(−xξ)dx + ∫
(0,∞)

f(∣x∣) cos(xξ)dx

= 2∫
(0,∞)

f(x) cos(x∣ξ∣)dx.

∎∎
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Aufgabe 21.5. Lösung:

(a) Die Abbildung Φ ∶ R ∋ x ↦ (x, f(x)) ist bijektiv; die Umkehrabbildung ist durch

Φ−1 ∶ R2 ∋ (x, f(x)) ↦ x gegeben. Offensichtlich ist Φ differenzierbar und Dϕ(x) =
(1, f ′(x)). Folglich, ∣DΦ(x)∣2 = 1 + f ′(x)2.

(b) Da ∣DΦ(x)∣ =
√
1 + f ′(x)2 gemäß (a) nicht-negativ und messbar ist, definiert µ(dx) ∶=

∣DΦ(x)∣dx ein Maß. Nach Satz 6.6 ist σ = Φ(µ) als Bildmaß von µ unter Φ ein Maß

auf Gf .

(c) Das ist gerade die Aussage von Korollar 19.2.

(d) Die Einheitsnormale n(x) ist per Definition orthogonal zum Gradienten Dϕ(x) und

∣n(x)∣ = 1. Die Orthogonalität folgt aus

n(x) ⋅DΦ(x) = 1√
1 + f ′(x)2

⎛
⎝
−f ′(x)

1

⎞
⎠
⋅
⎛
⎝

1

f ′(x)
⎞
⎠
= 0.

Aus

Φ̃(x, r) =
⎛
⎜
⎝

x − rf ′(x)
√
1+f ′(x)2

f(x) + r√
1+f ′(x)2

⎞
⎟
⎠

erhalten wir

DΦ̃(x, r) =
⎛
⎜
⎝

1 − r ∂
∂x

f ′(x)
√
1+f ′(x)2

f ′(x) + r ∂
∂x

1√
1+f ′(x)2

− f ′(x)
√
1+f ′(x)2

1√
1+f ′(x)2

⎞
⎟
⎠

Wir benutzen nun die Kurzschreibweise f, f ′, f ′′ für f(x), f ′(x), f ′′(x). Dann

∂

∂x

f ′(x)√
1 + f ′(x)2

=
f ′′
√
1 + f ′2 − f ′ f ′f ′′

√
1+f ′2

1 + f ′2

∂

∂x

1√
1 + f ′(x)2

= − 1

1 + f ′2
f ′f ′′√
1 + f ′2

.

Folglich ergibt sich die Determinante det Φ̃(x, r) als

1√
1 + [f ′]2

(1 −
r f ′′
√
1 + [f ′]2 − r [f ′]2f ′′

√
1+[f ′]2

1 + [f ′]2 )

+ f ′√
1 + [f ′]2

(f ′ −
r f ′f ′′
√
1+[f ′]2

1 + [f ′]2)

= 1√
1 + [f ′]2

−
r f ′′ − r [f ′]2f ′′

1+[f ′]2

1 + [f ′]2 + [f ′]2√
1 + [f ′]2

−
r [f ′]2f ′′

1+[f ′]2

1 + [f ′]2

= 1 + [f ′]2√
1 + [f ′]2

− r f ′′

1 + [f ′]2

=
√
1 + [f ′]2 − r f ′′

1 + [f ′]2
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Ist x ∈ [c, d], so kann auf Grund der Stetigkeit von f, f ′, f ′′ ein ϵ > 0 gewählt werden,

so dass

det Φ̃(x, r) > 0 für alle ∣r∣ < ϵ, x ∈ [c, d].

Das zeigt, dass Φ̃ ein lokaler C1-Diffeomorphismus ist (vgl. Satz 21.3).

(e) Offenbar gilt Φ−1(C)×(−r, r) ∈ B(R)⊗B(R). Da Φ̃ ein lokaler C1-Diffeomorphismus

ist, also insbesondere Φ̃−1 messbar, folgt daraus die Behauptung.

(f) Es sei x ∈ (c, d) und ϵ > 0 wie in (d). Aus der konkreten Darstellung in (d) ist

ersichtlich, dass die Abbildung [−ϵ, ϵ] ∋ r ↦ detDΦ̃(x, r) stetig ist. Da [−ϵ, ϵ] eine

kompakte Menge ist, ist sie sogar gleichmäßig stetig. Damit folgt

∣ 1
2r
∫
(−r,r)

detDΦ̃(x, s)λ1(ds) − detDΦ̃(x,0)∣

= ∣ 1
2r
∫
(−r,r)

(detDΦ̃(x, s) − detDΦ̃(x,0))λ1(ds)∣

⩽ 1

2r
∫
(−r,r)

∣detDΦ̃(x, s) − detDΦ̃(x,0)∣λ1(ds)

⩽ sup
s∈(−r,r)

∣detDΦ̃(x, s) − detDΦ̃(x,0)∣ 1
2r
(2r) r→0ÐÐ→ 0.

(g) Aus der Definition von C(r) und dem Transformationssatz, Satz 21.4, folgt

1

2r
∫
R2
1C(r)(x, y)λ2(dx, dy) =

1

2r
∫
R2
1Φ̃(Φ−1(C)×(−r,r))(x, y)λ

2(dx, dy)

= 1

2r
∫
R2
1Φ−1(C)×(−r,r)(u, v)∣detDΦ̃(u, v)∣λ2(du, dv).

Wenden wir den Satz von Tonelli, Satz 16.1, an, so erhalten wir

1

2r
∫
R2
1C(r)(x, y)λ2(dx, dy) = ∫

R
1Φ−1(C)(u) (

1

2r
∫
(−r,r)

∣detDΦ̃(u, v)∣λ(dv))
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

r→0ÐÐ→∣detDΦ̃(u,0)∣

λ(du).

Da Φ−1(C) eine beschränkte Menge ist, können wir den Satz von der dominierten

Konvergenz anwenden und es folgt die Behauptung.

(h) Die Menge C(r) ist ein »Schlauch« um den Graphen Gf ; der Radius des »Schlauches«

ist r. In (g) haben wir gesehen, dass die gewichtete Fläche 1
2rλ

2(C(r)) gegen

∫
Φ−1
∣detDΦ̃(u,0)∣λ(du) = ∫

Φ−1(C)

√
1 + f ′(u)2 λ(du)

konvergiert.

∎∎

Aufgabe 21.6. Lösung:

(a) ∣detDϕ(x)∣ ist nicht-negativ und messbar und daher definiert ∣detDΦ∣λd gemäß

Lemma 9.8 ein Maß. µ = Φ(∣detDΦ∣λd) ist somit das Bildmaß von ∣detDΦ∣λd unter

Φ, vgl. Definition 6.7. Aus Korollar 19.2 folgt nun

∫
M
udµ = ∫ 1M(x)Φ(∣detDΦ∣λd)(dx) = ∫ 1Φ−1(M)(x)(u ○Φ)(x) ∣detDΦ(x)∣dλd(x).
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(b) Die Formel folgt sofort aus (a) mit Φ ∶= θr.

(c) Die Identität

∫ udλn = ∫
(0,∞)

∫
∥x∥=1

u(rx)rn−1 σ(dx)λ(dr)

folgt aus Korollar 21.13. Wegen (b) gilt zudem

∫
(0,∞)

∫
∥x∥=r

u(x)σ(dx)λ(dr) = ∫
(0,∞)

∫
∥x∥=1

u(rx)rn−1 σ(dx)λ(dr).

∎∎
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22 Maßbestimmende Familien

Aufgabe 22.1. Lösung: Per Definition gilt

ϕn(x) = 0 ⇐⇒ ϕ(nx) = 0 ⇐⇒ ∣nx∣ ⩾ 1 ⇐⇒ ∣x∣ ⩾ 1

n
,

also suppϕn = B1/n(0). Weiterhin folgt aus dem Transformationssatz (oder, alternativ,

aus Satz 3.7):

∫ ϕn(x)dx =
1

nd
∫ ϕ(nx)dx y∶=nx= nd

nd
∫ ϕ(y)dy = 1.

∎∎

Aufgabe 22.2. Lösung:

(a) Zunächst bemerken wir, dass es genügt zu zeigen, dass die Polynome dicht in C[−1,1]
sind. (Tatsächlich: Funktionen aus C[0,1] können mittels der affinen Transformation

a+t(b−a), t ∈ [0,1], für beliebige a < b nach C[a, b] abgebildet werden und vica versa.)

Es sei u ∈ C[−1,1] fest gewählt. Wir definieren eine Folge (pn)n∈N von Polynomen

durch

pn(x) ∶=
1

cn
(x

2

16
− 1)

n

, x ∈ R,

mit cn ∶= ∫ 4
−4(x2/16 − 1)n dx. Da u ∈ C[−1,1] können wir ũ ∈ C(R) finden, so dass

ũ(x) = 0 für ∣x∣ > 2 und ũ(x) = u(x) für x ∈ [−1,1]. Weiterhin setzen wir p̃n(x) ∶=
pn(x)1[−4,4](x). Für

un(x) ∶= ũ ∗ p̃n(x) = ∫ ũ(x − y)p̃n(y)dy, x ∈ R,

gilt dann

un(x) = ∫ ũ(x − y)pn(y)dy für alle x ∈ [−2,2],

denn

∣x∣ ⩽ 2 Ô⇒ ũ(x − y) = 0 für alle ∣y∣ > 2.

Wegen

un(x) = ∫ ũ(y)pn(x − y)dy, x ∈ [−2,2]

ist un∣[−2,2] offensichtlich ein Polynom. Wir wollen nun zeigen, dass un → ũ gleich-

mäßig (wegen ũ∣[−1,1] = u folgt dann die Behauptung). Aus p̃n ⩾ 0 und ∫ p̃n dx = 1

folgt

∣un(x) − ũ(x)∣ = ∣∫ (ũ(x − y) − ũ(x))p̃n(y)dy∣
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⩽ ∫
[− 1

R
, 1
R
]
∣ũ(x − y) − ũ(x)∣p̃n(y)dy

+ ∫
R∖[− 1

R
, 1
R
]
∣ũ(x − y) − ũ(x)∣p̃n(y)dy

=∶ I1(x) + I2(x)

für alle R > 0. Wir schätzen I1 und I2 einzeln ab. Da ũ(x) = 0 für ∣x∣ > 2 ist ũ

gleichmäßig stetig ist und somit gilt

I1(x) ⩽ sup
y∈[− 1

R
, 1
R
]

∣ũ(x − y) − ũ(x)∣ ∫
[− 1

R
, 1
R
]
p̃n(y)dy

⩽ sup
y∈[− 1

R
, 1
R
]

∣ũ(x − y) − ũ(x)∣

R→∞ÐÐÐ→ 0

gleichmäßig in x. Weiterhin ergibt sich aus der Beschränktheit von ũ, dass

I2(x) ⩽ 2∥ũ∥∞∫
R∖[− 1

R
, 1
R
]
p̃n(y)dy.

Wegen p̃n(y) ↓ 0 für alle y ≠ 0 erhalten wir aus dem Satz von der monotonen Konver-

genz, dass I2
n→∞ÐÐÐ→ 0 gleichmäßig in x. Damit folgt die Behauptung.

(b) Es sei u ∈ Cc[0,∞). Da u einen kompakten Träger hat, gilt u(x) = 0 für x hinreichend

groß. Insbesondere ist damit u○(− log)(x) = 0 für x hinreichend klein. Damit definiert

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

u ○ (− log)(x), x ∈ (0,1]

0, x = 0,

eine stetige Funktion auf [0,1]. Nach Teil (a) existiert daher eine Folge (pn)n∈N von

Polynomen, so dass pn → u ○ (− log) gleichmäßig.

(c) Für p(x) ∶= xn gilt offensichtlich p(e−t) = e−nt = ϵn(t) und somit nach Voraussetzung

∫ p(e−t)µ(dt) = ∫ ϵn(t)µ(dt) = ∫ ϵn(t)ν(dt) = ∫ p(e−t)ν(dt). (⋆)

Aus der Linearität des Integrals folgt sofort, dass die Gleichheit für beliebige Poly-

nome p gilt. Es sei nun u ∈ Cc[0,∞) und (pn)n∈N wie in (b). Da pn gleichmäßig gegen

u ○ (− log) konvergiert, dürfen wir Integration & Grenzwert vertauschen und erhalten

∫ udµ = ∫ (u ○ (− log))(e−t)dµ(t)

= lim
n→∞
∫ pn(e−t)dµ(t)

(⋆)= lim
n→∞
∫ pn(e−t)dν(t)

= ∫ (u ○ (− log))(e−t)dν(t)

= ∫ udν.
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∎∎

Aufgabe 22.3. Lösung: Lösung 1 (mit dem Hinweis): Aus der Annahme folgt, dass

∫ b
a p(x)f(x)dx = 0 für alle Polynome p. Es sei nun g ∈ C[a, b] eine stetige Funktion

und ϵ > 0. Gemäß dem Satz von Weierstraß existiert dann ein Polynom p mit ∥g−p∥∞ ⩽ ϵ.
Damit

∣∫
b

a
g(x)f(x)dx∣ = ∣∫

b

a
(g(x) − p(x))f(x)dx + ∫

b

a
p(x)f(x)dx

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
0

∣

⩽ ∫
b

a
∣p(x) − g(x)∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⩽ϵ

∣f(x)∣dx

⩽ ϵ∫
b

a
∣f(x)∣dx.

Folglich gilt

∫
b

a
g(x)f(x)dx = 0 für alle g ∈ C[a, b].

Definiert man ein Maß µ durch µ(dx) ∶= 1[a,b](x)f(x)dx, dann gilt also ∫ g dµ = 0 für

alle g ∈ C[a, b]. Nach Satz 24.3 ist C[a, b] dicht in L1(µ) und deshalb folgt ∫ g dµ für alle

g ∈ L1(µ). Daraus folgt offenbar µ = 0 und somit f = 0 (Lebesgue-)fast überall.

Lösung 2 (mit Eindeutigkeit der Fouriertransformation): Wir wollen zeigen, dass

∫ b
a e
−i xξf(x)dx = 0 für alle ξ ∈ R. Dazu wählen wir ein festes ξ ∈ R und definieren

un(x) ∶= f(x)
n

∑
k=0

(−i xξ)k
k!

.

Offenbar gilt dann un(x) → f(x)e−i xξ und

∣un(x)∣ ⩽ ∣f(x)∣
n

∑
k=0

∣xξ∣k
k!

⩽ ∣f(x)∣
∞

∑
k=0

∣xξ∣k
k!

= ∣f(x)∣e∣xξ∣ ⩽ eb∣ξ∣ ∈ L1([a, b]).

Somit erhalten wir aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

∫
b

a
e−i xξf(x)dx = lim

n→∞
∫

b

a
un(x)dx = lim

n→∞

n

∑
k=0

ξn

k!
∫

b

a
xnf(x)dx = 0.

Aus der Eindeutigkeit der Fouriertransformation (Korollar 23.8), dass f = 0 fast überall.

∎∎

Aufgabe 22.4. Lösung: Es sei ⟨u,w⟩L2 ∶= ∫ 1
0 u(s)w(s)ds. Wir zeigen, dass jedes f ∈ L2([0,1], ds)

mit ⟨f,Hn⟩L2 = ∫ 1
0 f(s)Hn(s)ds = 0 (∀n ⩾ 0) Lebesgue f. ü. null ist, d.h. f = 0 in

L2([0,1], ds).
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Wenn ⟨f,Hn⟩L2 = 0 für alle n ⩾ 0 gilt, dann sieht man mit Induktion, dass

∫
(k+1)/2i

k/2i
f(s)ds = 0, ∀k = 0,1, . . . ,2i − 1, i ⩾ 0. (*)

Wir überprüfen den Induktionsschritt. Es gelte (*) für ein i; wähle k ∈ {0,1, . . .2i − 1}.
Der Abschluss des Intervalls I = [ k

2i
, k+1

2i
) ist der Träger von H2i+k. Auf der halboffenen

linken Hälfte, I1 = [ k2i ,
2k+1
2i+1
) hat die Funktion den Wert 2i/2, auf der halboffenen rechten

Hälfte I2 = [2k+12i+1
, k+1

2i
) hat die Funktion den Wert −2i/2. Nach Voraussetzung gilt

⟨f,H2i+k⟩L2 = 0 Ô⇒ ∫
I1
f(s)ds = ∫

I2
f(s)ds.

Die Induktionsannahme (*) besagt, dass

∫
I1∪I2

f(s)ds = 0 Ô⇒ ∫
I1
f(s)ds = −∫

I2
f(s)ds.

Beide Aussagen sind nur dann möglich, wenn ∫I1 f(s)ds = ∫I2 f(s)ds = 0. Weil I1, I2
generische Intervalle der nächsten Verfeinerungsstufe i ↝ i + 1 sind, ist damit der Induk-

tionsschritt beendet.

Wenn wir (*) geeignet aufsummieren, sehen wir, dass die Stammfunktion F (t) ∶= ∫ t
0 f(s)ds

an allen dyadischen Punkten t = k2−i, i ⩾ 0, k = 0,1, . . . ,2i verschwindet; weil die dyadis-

chen Zahlen in [0,1] dicht sind und weil F (t) stetig ist, folgt F (t) ≡ 0, also f = 0 fast

überall.

∎∎
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23 Die Fouriertransformation

Aufgabe 23.1. Lösung:

(a) Nach Definition gilt

1̂[−1,1](ξ) =
1

2π
∫ 1[−1,1](x)e−i xξ dx

= 1

2π
[−e

−i xξ

i ξ
]
1

x=−1

= 1

2π

1

i ξ
(ei ξ − e−i ξ)

= 1

π

sin ξ

ξ

für ξ ≠ 0. Hier haben wir verwendet, dass sin ξ = Im eiξ = 1
2i(e

iξ − e−i ξ). Für ξ = 0 hat

man

1̂[−1,1](0) =
1

2π
∫ 1[−1,1](x)dx =

1

π
.

(Beachte, dass sin ξ
ξ → 1 für ξ → 0, d.h. - wie erwartet - ist die Fouriertransformation

stetig in ξ = 0.)

(b) Im Faltungssatz 23.11 wurde gezeigt, dass f̂ ∗ g = (2π)f̂ ⋅ ĝ. Aus Teil (a) folgt deshalb

F(1[−1,1] ∗ 1[−1,1])(ξ) = (2π) (
1

π

sin ξ

ξ
)
2

= 2

π

sin2 ξ

ξ2
.

(c) Direkt aus der Definition erhält man

F(e−⋅1[0,∞)(⋅))(ξ) =
1

2π
∫
∞

0
e−xe−i xξ dx

= 1

2π
∫
∞

0
e−x(1+i ξ) dx

= − 1

2π

1

1 + i ξ
[e−x(1+i ξ)]∞

x=0

= 1

2π

1

1 + i ξ .

(d) Offenbar gilt

∫ e−i xξe−∣x∣ = ∫
(−∞,0)

e−i xξex dx + ∫
(0,∞)

e−i xξe−x dx

= ∫
(0,∞)

ei yξe−y dy + ∫
(0,∞)

e−i xξe−x dx.

Folglich

F(e−∣⋅∣)(ξ) = F(e−⋅1[0,∞))(−ξ) + F(e−⋅1[0,∞))(ξ)
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(c)= 1

2π
( 1

1 − i ξ +
1

1 + i ξ)

= 1

π

1

1 + ξ2 .

(e) Aus Teilaufgabe (d) und der Tatsache, dass F ○ Fu(x) = (2π)−1u(−x) (vgl. Korol-

lar 23.25b) für alle u wo die entsprechenden Ausdrücke definiert sind, folgt

F ( 1

1 + x2) (ξ)
(d)= π ⋅ F ○ F(e−∣⋅∣)(ξ) = 1

2
e−∣−ξ∣ = 1

2
e−∣ξ∣.

(f) Wir splitten das Integral geschickt auf:

∫
[−1,1]

(1 − ∣x∣)e−i xξ dx = ∫
[−1,1]

e−i xξ dx + ∫
[−1,0]

xe−i xξ dx − ∫
[0,1]

xe−i xξ dx

= ∫
[−1,1]

e−i xξ dx + ∫
[0,1]
(−y)ei yξ dy − ∫

[0,1]
xe−i xξ

= ∫
[−1,1]

e−i xξ dx − ∫
[0,1]

x (ei xξ + e−i xξ)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

2 cos(xξ)

dx.

Das erste Integral haben wir bereits in Teilaufgabe (a) berechnet. Für das zweite

Integral verwenden wir partielle Integation:

∫
1

0
x cos(xξ)dx = [xsin(xξ)

ξ
]
1

x=0

− 1

ξ
∫

1

0
sin(xξ)dx

= sin(ξ)
ξ
− 1

ξ
[cos(xξ)

ξ
]
1

x=0

= sin(ξ)
ξ
− cos(ξ)

ξ2
+ 1

ξ2
.

Setzen wir alles zusammen, bekommen wir

F(1[−1,1](1 − ∣ ⋅ ∣))(ξ) =
1

π

sin ξ

ξ
− 1

π
(sin ξ

ξ
− cos ξ

ξ2
+ 1

ξ2
) = 1

π

1 − cos ξ
ξ2

.

(g) Nach Definition gilt

F (
∞

∑
k=0

tk

k!
e−tδk)(ξ) =

1

2π
∫ e−i xξ

∞

∑
k=0

tk

k!
e−tδk(dx) =

1

2π

∞

∑
k=0

tk

k!
e−te−i kξ.

(vgl. Beispiel 9.6 b)). Da e−i kξ = (e−i ξ)k folgt

F (
∞

∑
k=0

tk

k!
e−tδk)(ξ) =

1

2π

∞

∑
k=0

(te−i ξ)k
k!

e−t = 1

2π
e−tete

−i ξ = 1

2π
et(e

−i ξ−1).

(h) Die Rechnung funktioniert analog zu (g):

F (
k

∑
n=0

(n
k
)pkqn−kδk)(ξ) =

1

2π
∫ e−i xξ

n

∑
k=0

(n
k
)pkqn−kδk(dx)

= 1

2π

n

∑
k=0

(n
k
)pkqn−ke−i ξk
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= 1

2π

n

∑
k=0

(n
k
)(pe−i ξ)kqn−k

= 1

2π
(pe−iξ + q)n .

Im letzten Schritt haben wir den Binomialsatz angewendet.

∎∎

Aufgabe 23.2. Lösung: Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine symmetrische positiv

definite Matrix eine Wurzel besitzt, d.h. es existiert B ∈ Rn×n symmetrisch und positiv

definit mit B ⋅B = A. Wegen det(B ⋅B) = (detB)2 gilt dann insbesondere detB =
√
detA >

0. Mit Hilfe der Transformation y ∶= Bx ergibt sich daher

∫ e−i⟨x,ξ⟩e−⟨x,Ax⟩ dx = ∫ e−i⟨x,ξ⟩e−⟨Bx,Bx⟩ dx

= 1

detB
∫ e−i⟨B

−1y,ξ⟩e−∣y∣
2

dy

= 1√
detA

∫ e−i⟨y,B
−1ξ⟩e−∣y∣

2

dy.

Setzt man

g1/2(x) ∶=
1

πn/2
exp (−∣x∣2) ,

vgl. Beispiel 23.2c), dann zeigt die obige Rechnung

F(e−⟨⋅,A⋅⟩)(ξ) = πn/2√
detA

F(g1/2) (B−1ξ) .

Aus Beispiel 23.2c) folgt nun

F(e−⟨⋅,A⋅⟩)(ξ) = πn/2√
detA

1

(2π)n exp(−∣B
−1ξ∣2
4
) .

Schließlich gilt wegen B−1 = (B−1)T

∣B−1ξ∣2 = ⟨B−1ξ,B−1ξ⟩ = ⟨ξ, (B−1B−1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

A−1

)ξ⟩,

dass

F(e−⟨⋅,A⋅⟩)(ξ) = 1√
detA

1

2n/2
1

(2π)n/2
exp(−⟨ξ,A

−1ξ⟩
4

) .

∎∎

Aufgabe 23.3. Lösung: Wir folgen dem Hinweis und finden mit Fubini

2(R
2
)
d

∫
1/R

−1/R
⋯∫

1/R

−1/R
∫
Rd
(1 − ei⟨x,ξ⟩)µ(dx)dξ1 . . . dξd

= 2∫
Rd
(R
2
)
d

∫
1/R

−1/R
⋯∫

1/R

−1/R
(1 − ei⟨x,ξ⟩)dξ1 . . . dξd µ(dx)

= 2∫
Rd

R

2
∫

1/R

−1/R
. . .

R

2
∫

1/R

−1/R
(1 − ei⟨x,ξ⟩)dξ1 . . . dξd µ(dx)
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= 2∫
Rd
(1 − R

2
∫

1/R

−1/R
. . .

R

2
∫

1/R

−1/R
ei⟨x,ξ⟩ dξ1 . . . dξd) µ(dx)

= 2∫
Rd
(1 −

d

∏
n=1

R

2
∫

1/R

−1/R
eixnξn dξn) µ(dx)

= 2∫
Rd

⎛
⎝
1 −

d

∏
n=1

R

2
[e

ixnξn

ixn
]
ξn=1/R

ξn=−1/R

⎞
⎠
µ(dx)

= 2∫
Rd
(1 −

d

∏
n=1

eixn/R − e−ixn/R

2ixn/R
) µ(dx)

= 2∫
Rd
(1 −

d

∏
n=1

sin(xn/R)
xn/R

) µ(dx)

⩾ 2∫
Rd∖[−2R,2R]d

(1 −
d

∏
n=1

sin(xn/R)
xn/R

) µ(dx).

Im letzten Schritt beachte man, dass der Integrand wegen ∣ sin y/y∣ ⩽ 1 positiv ist. Nun ist

aber

x ∈ Rd ∖ [−2R,2R]d ⇐⇒ ∃n = 1, . . . , n ∶ ∣xn∣ > 2R

und somit ist

d

∏
n=1

sin(xn/R)
xn/R

⩽ 1

2

also

2(R
2
)
d

∫
1/R

−1/R
⋯∫

1/R

−1/R
∫
Rd
(1 − ei⟨x,ξ⟩)µ(dx)dξ1 . . . dξd

⩾ 2∫
Rd∖[−2R,2R]d

(1 −
d

∏
n=1

sin(xn/R)
xn/R

) µ(dx)

⩾ 2∫
Rd∖[−2R,2R]d

(1 − 1

2
) µ(dx)

⩾ ∫
Rd∖[−2R,2R]d

µ(dx).

Bemerkung. Wir können die Ungleichung auch mit Hilfe der FT (an Stelle der inversen

FT) formulieren. Dann ist

µ (Rd ∖ [−2R,2R]d) ⩽ 2(πR)d∫
[−1/R,1/R]d

(µ̂(0) −Re µ̂(ξ)) dξ.

∎∎

Aufgabe 23.4. Lösung:

(a) Es seien ξ1, . . . , ξn ∈ Rd und λ1, . . . , λn ∈ C. Aus der Definition der Fourier-Transformation

folgt

n

∑
i,k=1

ϕ(ξi − ξk)λiλk =
1

(2π)d
n

∑
i,k=1

λiλk ∫ e−i x(ξi−ξk) dµ(x)
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= 1

(2π)d
n

∑
i,k=1

λiλk ∫ e−i xξie−i xξk dµ(x)

= 1

(2π)d ∫ (
n

∑
i=1

λie
−i xξi)(

n

∑
k=1

λke−i xξk)dµ(x)

= 1

(2π)d ∫ ∣
n

∑
i=1

λie
−i xξi∣

2

dµ(x) ⩾ 0.

(b) Wir möchten das Differenzierbarkeitslemma für parametrisierte Integral anwenden.

Dazu definieren wir

u(ξ, x) ∶= 1

(2π)d e
−i xξ.

Da µ ein endliches Maß ist und ∣u(x, ξ)∣ ⩽ (2π)−d gilt offenbar u(ξ, ⋅) ∈ L1(µ). Weit-

erhin ist

∣∂ξju(ξ, x)∣ = (2π)−d∣xj ∣ ⩽ (2π)−d∣x∣

⩽ (2π)−d (1[−1,1](x) + ∣x∣m1R∖[−1,1](x)) =∶ w(x) ∈ L1(µ)

eine integrierbare Majorante. Aus Satz 12.2 folgt somit

∂ξjϕ(ξ) = ∂ξj ∫ u(ξ, x)µ(dx) = 1

(2π)d ∫ (−ixj)e
−i xξµ(dx).

Durch Iteration erhalten wir schließlich, dass ∂αϕ für beliebige Multiindices α ∈ Nd
0

mit ∣α∣ ⩽m existiert.

(c) Wir folgen dem Hinweis und betrachten zunächst den Fall d = 1 und n = 1. Schreiben

wir den Ausdruck ϕ(2h) − 2ϕ(0) + ϕ(−2h) mit Hilfe der Fourier-Transformation um,

so erhalten wir

ϕ(2h) − 2ϕ(0) + ϕ(−2h) = 1

2π
∫ (e−i2hx − 2 + ei2hx)µ(dx)

= 1

π
∫ (cos(2hx) − 1)µ(dx).

Der Satz von Hôpital zeigt zudem

1 − cos(2y)
4y2

y→0ÐÐ→ 1

2
.

Somit folgt aus Fatous Lemma

∫ x2
1

2
µ(dx) = ∫ x2 lim

h→0

1 − cos(2hx)
4(hx)2 µ(dx)

⩽ lim inf
h→0

1

4h2
∫ (1 − cos(2hx))µ(dx)

= −π lim inf
h→0

1

4h2
(ϕ(2h) − 2ϕ(0) + ϕ(−2h))

= −πϕ′′(0) < ∞.

Fall n ⩾ 1: Man zeigt die Aussage per Induktion. Angenommen, ϕ ∈ C2n(R) und die

Aussage sei bereits für n−1 bewiesen. Wegen ϕ ∈ C2n(R) ⇒ ϕ ∈ C2(n−1) gilt dann nach

179



R.L. Schilling: Maß & Integral (2. Auflage)

Induktionsvoraussetzung ∫ ∣x∣2(n−1) dµ(x) < ∞. Somit definiert ν(dx) ∶= x2(n−1)µ(dx)
ein Maß und

ν̂(ξ) = 1

2π
∫ x2(n−1)e−i xξ dµ(x)

= 1

2π

1

(−i)2(n−1)
d2(n−1)

dξ2(n−1)
∫ e−i xξ dµ(x).

Folglich ist ν̂ ∈ C2(R). Aus dem ersten Teil des Beweises (n = 1) sehen wir

∫ ∣x∣2n dµ(x) = ∫ ∣x∣2 dν(x) < ∞.

Fall d ⩾ 1: Sei πj(x) ∶= xj , x ∈ Rd, j ∈ {1, . . . , d}. Wende den Fall d = 1 auf die Maße

πj(µ) an.

(d) Sei z ∈ Cd. Ist K ∶= suppµ kompakt, dann gilt gemäß dem Satz vom Maximum

M ∶= supx∈K ∣e−i zx∣ < ∞. Aus

∫ udµ = ∫
suppµ

udµ für beliebige u ⩾ 0

folgt deshalb

∫ ∣e−i zx∣dµ(x) ⩽Mµ(Rd) < ∞,

d.h.

ϕ(z) = 1

(2π)d ∫ e−i zx dµ(x)

ist wohldefiniert. Setzen wir

un(x) ∶=
1

(2π)d
n

∑
k=0

(−i zx)k
k!

, x ∈ Rd,

dann

∣un(x)∣ ⩽
1

(2π)d
n

∑
k=0

∣zx∣k
k!
⩽ 1

(2π)d e
∣zx∣ ⩽ 1

(2π)d supx∈K
e∣zx∣ < ∞.

Da µ ein endliches Maß ist erhalten wir somit aus dem Satz von der dominierten

Konvergenz

ϕ(z) = ∫ lim
n→∞

un(x)µ(dx)

= lim
n→∞
∫ un(x)dµ(x)

= 1

(2π)d
∞

∑
k=0

1

k!
∫ (zx)k dµ(x).

Dies zeigt, dass ϕ holomorph ist.

∎∎

Aufgabe 23.5. Lösung: Offenbar gilt ei x/n n→∞ÐÐÐ→ 1 für alle x ∈ R. Andererseits folgt aus

∫B eix/n dx = 0 insbesondere, dass 1Be
i⋅/n ∈ L1(dx). Wegen ∣ei x/n∣ = 1 erhalten wir somit

λ1(B) < ∞. Der Satz von der dominierten Konvergenz zeigt nun

0 = lim
n→∞
∫
B
ei x/n dx = ∫

B
lim
n→∞

ei x/n

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
1

dx = λ1(B).
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Alternativlösung: Für f(x) ∶= 1B(x) folgt aus der Annahme, dass f̂(1/n) = 0. Da die

Fourier-Transformation stetig ist, vgl. Korollar 23.4, gilt

f̂(0) = lim
n→∞

f̂ ( 1
n
) = 0.

Andererseits ist aber f̂(0) = (2π)−1λ1(B).

∎∎

Aufgabe 23.6. Lösung:

(a) ⇐: Da µ(R ∖ 2π
ξ Z) = 0 gilt

µ = ∑
j∈Z

pjδ 2π
ξ
Z

für pj ∶= µ(2πξ j). Aus der Definition der Fourier-Transformation erhalten wir deshalb

µ̂(η) = 1

2π
∫ e−i xηµ(dx)

= 1

2π
∑
j∈Z

pj exp [−i (
2π

ξ
j)η]

für alle η ∈ R. Speziell für η = ξ gilt

µ̂(ξ) = 1

2π
∑
j∈Z

pj exp(−i2πj)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1

= 1

2π
∑
j∈Z

pj exp(−i0) = µ̂(0).

⇒: Aus µ̂(ξ) = µ̂(0) folgt

2π(µ̂(0) − µ̂(ξ)) = ∫ (1 − e−i xξ)µ(dx) = 0.

Insbesondere ∫ (1 − e−i xξ)µ(dx) ∈ R, d.h.

∫ (1 − e−i xξ)µ(dx) = Re∫ (1 − e−i xξ)µ(dx) = ∫ (1 − cos(xξ))µ(dx) = 0.

Wegen 1 − cos(xξ) ⩾ 0 impliziert dies

µ{x ∈ R; 1 − cos(xξ) > 0} = 0.

Folglich,

0 = µ{x ∈ R; cos(xξ) ≠ 1} = µ(R ∖ 2π

ξ
Z) .

(b) Wegen ∣µ̂(ξ1)∣ = µ̂(0) existiert ein z1 ∈ R mit

µ̂(ξ1) = µ̂(0)ei z1ξ1 .

Somit
1

2π
∫ e−i ξ1(x+z1) µ(dx) = µ̂(0).
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Beachte, dass die linke Seite gerade die Fourier-Transformation des Maßes ν(B) ∶=
µ(B − z1), B ∈ B(R), ist, d.h.

ν̂(ξ1) = µ̂(0) = ν̂(0).

Aus Teilaufgabe (a) folgt deshalb, dass ν(R ∖ 2π
ξ1
Z) = 0. Dies ist äquivalent zu

µ{R ∖ (z1 +
2π

ξ1
Z)} = 0.

Mit der gleichen Argumentation finden wir z2 ∈ R, so dass

µ{R ∖ (z2 +
2π

ξ2
Z)} = 0.

Setzen wir

A ∶= (z1 +
2π

ξ1
Z) ∩ (z2 +

2π

ξ2
Z)

gilt also gerade µ(R∖A) = 0. Wir zeigen nun, dass A höchstens ein Element enthält.

Tatsächlich: Angenommen, es existieren zwei Punkte in A, dann existieren n,n′ ∈ Z
und m,m′ ∈ Z mit

z1 +
2π

ξ1
n = z2 +

2π

ξ2
n′,

z1 +
2π

ξ1
m = z2 +

2π

ξ2
m′.

Subtrahieren der beiden Gleichungen gibt

2π

ξ1
(n −m) = 2π

ξ2
(n′ −m′)

⇒ ξ2
ξ1
= n

′ −m′
n −m ∈ Q.

Offenbar ist dies ein Widerspruch zu der Annahme, dass ξ1
ξ2
∉ Q.

∎∎
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24 Dichte Teilmengen in Lp (1 ⩽ p < ∞)

Aufgabe 24.1. Lösung: Sei f ∈ Lp(µ) und ϵ > 0. Es genügt zu zeigen, dass h ∈ C existiert mit

∥f − h∥p ⩽ ϵ. Da nach Voraussetzung D dicht in Lp(µ) ist, gibt es g ∈ D mit ∥f − g∥p ⩽
ϵ/2. Andererseits ist C dicht in D, d.h. es existiert h ∈ D mit ∥g − h∥p ⩽ ϵ/2. Aus der

Dreiecksungleichung folgt

∥f − h∥p ⩽ ∥f − g∥p + ∥g − h∥p ⩽
ϵ

2
+ ϵ
2
.

∎∎

Aufgabe 24.2. Lösung:

(a) Es ist zu zeigen, dass ∥τh(f)∥pp = ∥f∥p für alle p ∈ Lp(dx). Dies folgt direkt aus der

Translationsinvarianz des Lebesgue-Maßes:

∥τh(f)∥pp = ∫R ∣f(x − h)∣
p dx = ∫

R
∣f(y)∣p dy = ∥f∥pp.

(b) Wir zeigen die Behauptung zunächst für f ∈ Cc(R). Für f ∈ Cc(R) ist K ∶= supp f
kompakt. Wähle R > 0, so dass K +B0(1) ⊂ BR(0). Aus ∣f(x − h) − f(x)∣ → 0 für

h→ 0 und

∣f(x − h) − f(x)∣ ⩽ 2∥f∥∞1BR(0)
(x) ∈ Lp(dx)

für alle h < 1 folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

∥τh(f) − f∥pp = ∫ ∣f(x − h) − f(x)∣p dx
h→0ÐÐ→ 0.

Nun sei f ∈ Lp(dx). Da Cc(R) dicht in Lp(dx) ist, vgl. Satz 24.8, existiert eine

Teilfolge (fn)n∈N ⊂ Cc(R) mit ∥fn − f∥p → 0. Mit Teilaufgabe (a) folgt nun

∥τh(f) − f∥p ⩽ ∥τh(f − fn)∥p
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
⩽∥fn−f∥p

+∥τh(fn) − fn∥p + ∥fn − f∥p

h→0ÐÐ→ 2∥fn − f∥p
n→∞ÐÐÐ→ 0.

Das beweist die erste Aussage. Für die zweite Aussage gehen wir analog vor: Es sei

zunächst wieder f ∈ Cc(R) und K ∶= supp f . Da K kompakt ist, können wir R > 0
wählen, so dass (h +K) ∩K = ∅ für alle h > R (h +K ∶= {h + x;x ∈ K}). Für h > R
gilt dann

∣f(x − h) − f(x)∣p = ∣f(x − h)∣p1K(x + h) + ∣f(x)∣p1K(x)
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und somit

∥τh(f) − f∥pp = ∫
K+h
∣f(x − h)∣p dx + ∫

K
∣f(x)∣p dx

= ∫
K
∣f(y)∣p dy + ∫

K
∣f(x)∣p dx

= 2∥f∥pp,

d.h. die behauptete Gleichheit gilt für alle f ∈ Cc(R). Wie im ersten Teil dieser

Teilaufgabe folgt nun die Behauptung für alle f ∈ Lp(dx).

∎∎

Aufgabe 24.3. Lösung:

(a) Die Stetigkeit folgt direkt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz: Es sei

(xn)n∈N eine Folge mit xn → x ∈ R. Aus 1[xn−h,xn+h] → 1[x−h,x+h] fast überall ergibt

sich wegen f ∈ L1(dx), dass Mhf(xn) →Mhf(x) für n→∞.

Die Kontraktivität von Mh sieht man so:

∫ ∣Mhf(x)∣dx =
1

2h
∫ ∣∫

x+h

x−h
f(t)dt∣ dx

⩽ 1

2h
∫

h

−h
∫ ∣f(x + t)∣dx
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∫ ∣f(y)∣dy=∥f∥1

dt ⩽ ∥f∥1.

(Die Vertauschung der Integrale kann mit dem Satz von Tonelli gerechtfertigt werden.)

(b) Es sei zunächst f ∈ Cc(R). Aus der Stetigkeit von f folgt

∣Mhf(x) − f(x)∣ ⩽
1

2h
∫

h

−h
∣f(x + t) − f(x)∣dx ⩽ sup

t∈[−h,h]
∣f(x + t) − f(x)∣ h→0ÐÐ→ 0

für alle x ∈ R. Da der Träger K ∶= supp f kompakt ist, können wir R > 0 wählen mit

K +B0(1) ⊂ B0(R). Für h < 1 ist dann Mhf(x) = 0 = f(x) für x ∉ B0(R). Wegen

∣Mhf(x)∣ ⩽ ∣f(x)∣ für x ∈ R folgt

∣Mhf(x) − f(x)∣ = ∣Mhf(x) − f(x)∣1B0(R)
(x) ⩽ 2∥f∥∞1B0(R)

(x) ∈ L1(dx).

Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir somit

∥Mhf − f∥1 = ∫ ∣Mhf(x) − f(x)∣dx
h→0ÐÐ→ 0,

d.h. die Behauptung gilt für alle f ∈ Cc(R). Nun sei f ∈ L1(dx). Nach Satz 24.9

existiert eine Folge (fn)n∈N ⊂ Cc(R) mit ∥fn − f∥1 → 0. Folglich

∥Mhf − f∥ ⩽ ∥Mh(f − fn)∥1
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

∥fn−f∥1

+∥Mhfn − fn∥1 + ∥fn − f∥1

h→0ÐÐ→ 2∥fn − f∥1
n→∞ÐÐÐ→ 0.

∎∎
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Aufgabe 24.4. Lösung:

(a) Es sei A ∈ A mit f ∶= 1A ∈ Lp(µ). Dann gilt µ(A) < ∞ und da µ von außen regulär

ist, existiert U ⊂ E offen mit A ⊂ U und µ(U) < ∞. Wie im Beweis von Lemma 24.2

folgt deshalb, dass ϕϵ ∈ CLip(E)∩Lp(µ) existiert mit ∥f −ϕϵ∥p ⩽ ϵ (ersetze im Beweis

Cb(E) durch CLip(E)).

(b) Ist f ∈ Lp(µ), dann existiert nach dem Sombrero-Lemma (Satz 7.11) eine Folge von

einfachen Funktionen (fn)n∈N mit 0 ⩽ fn ⩽ f , fn ↑ f . Nach dem Satz von der

monotonen Konvergenz gilt ∫ (f − fn)p dµ ↓ 0. Insbesondere können wir also n ∈ N
wählen mit ∥fn − f∥p ⩽ ϵ. Aus Teil (a) folgt (wegen Linearität), dass ϕϵ ∈ CLip(E)
existiert mit ∥fn − ϕϵ∥p ⩽ ϵ. Folglich,

∥f − ϕϵ∥p ⩽ ∥f − fn∥p + ∥fn − ϕϵ∥p ⩽ 2ϵ.

(c) Zerlege f = f+ − f−. Da f+, f− ∈ Lp(µ) finden wir mit Teil (b) Funktionen ϕ,ψ ∈
CLip(E) ∩Lp(µ) mit ∥f+ − ϕ∥p ⩽ ϵ und ∥f− − ψ∥p ⩽ ϵ. Damit

∥f − (ϕ − ψ)∥p ⩽ ∥f+ − ϕ∥p + ∥f− − ψ∥p ⩽ 2ϵ.

∎∎

Aufgabe 24.5. Lösung:

(a) Es sei (xn)n∈N eine abzälbare dichte Teilmenge in E. Für jedes xn existiert nach

Voraussetzung eine relativ-kompakte offene Umgebung Vn von xn. Wegen B1/k(xn) ⊂
Vn für k ⩾ k0(xn) hinreichend groß, ist B1/k(xn) für k ⩾ k0(xn) auch relativ kompakt.

Somit definiert

{B1/k(xn);n ∈ N, k ⩾ k0(xn)} =∶ {Un;n ∈ N}

eine Folge von offenen relativ-kompakten Mengen. Für eine beliebige offene Menge

U ⊂ E gilt nun

U = ⋃
n∈N
Un⊂U

Un.

(Die Relation »⊃« ist klar. Für »⊂« argumentiert man so: Für jedes x ∈ U existiert

r > 0 mit Br(x) ⊂ U . Da (xn)n∈N dicht ist, können wir n ∈ N und k ⩾ k0(xn) wählen

mit B1/k(xn) ⊂ Br(x) ⊂ U .)

(b) Es sei U ⊂ E offen mit µ(U) < ∞ und (Un)n∈N die Folge aus (a). Gemäß Teil (a)

existiert dann eine Teilfolge (Un(k))k∈N ⊂ (Un)n∈N mit U = ⋃k Un(k). Für Wn ∶=
⋃n

k=1Un(k) gilt dann Wn ∈D. Da Wn ↑ U folgt aus dem Satz von Beppo Levi zudem

∥1Wn − 1U∥Lp
n→∞ÐÐÐ→ 0.

Folglich ist 1U ∈D.
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(c) Wir zeigen zunächst, dass µ von außen regulär ist. Dazu definieren wir

Gn ∶=
n

⋃
k=1

Uk.

Offenbar ist Gn offen, Gn ↑ E und µ(Gn) < ∞ (da Uk relativ-kompakt ist und µ auf

kompakten Mengen endlich ist). Damit sind die Voraussetzungen von Satz A.12b)

erfüllt und es folgt, dass µ von außen regulär ist.

Es sei nun B ∈ B(E) mit µ(B) < ∞ und ϵ > 0. Da µ von außen regulär ist, existiert

dann eine Folge von offenen Menge (Un)n∈N mit Un ⊃ B und µ(Un) < ∞. Aua dem

Satz von der monotonen Konvergenz folgt ∥1Un − 1B∥p → 0 für n →∞. Wähle n ∈ N
mit ∥1Un − 1B∥p ⩽ ϵ. Wegen (b) existiert D ∈D mit ∥1Un − 1D∥p ⩽ ϵ. Folglich

∥1B − 1D∥p ⩽ ∥IB − 1Un∥p + ∥1Un − 1D∥p ⩽ 2ϵ.

(d) Per Definition gilt D ⊂ Lp(µ), d.h. es genügt zu zeigen, dass wir für alle f ∈ Lp(µ)
und ϵ > 0 ein D ∈ D finden können mit ∥f − 1D∥p ⩽ ϵ. Aus dem Sombrero-Lemma

(Korollar 7.12) und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt, dass eine Folge

(fn)n∈N ⊂ Lp(µ) von einfachen Funktionen existiert mit ∥f − fn∥p → 0. Wähle n

hinreichend groß, so dass ∥f − fn∥p ⩽ ϵ. Da fn eine Darstellung der Form

fn(x) =
N

∑
j=1

cj1Bj(x)

mit cj ∈ R, Bj ∈ B(E), j = 1, . . . ,N , existiert nach Teilaufgabe (c) D ∈ D mit

∥fn − 1D∥p ⩽ ϵ. Aus der Dreiecksungleichung erhalten wir ∥f − 1D∥p ⩽ 2ϵ. Die

Separabilität von Lp(µ) folgt schließlich aus der Tatsache, dass D abzählbar ist.

∎∎

Aufgabe 24.6. Lösung:

(a) Wir betrachten zunächst den Fall, dass A offen ist. Ohne Beschränkung der Allge-

meinheit sei A ≠ ∅. Es sei ϵ > 0. Wegen

{x ∈ A;d(x,Ac) < 1

n
} ↓ ∅ für n→∞

können wir auf Grund der Stetigkeit des Maßes von oben N ∈ N wählen, so dass

µ(d(⋅,Ac) < 1

n
) < ϵ für alle n ⩾ N.

Wir definieren ϕn(x) ∶=min{nd(x,Ac),1}. Offensichtlich ist ϕn ∈ Cb(E) und ∥ϕϵ∥∞ ⩽
1 = ∥1A∥∞. Wegen 0 ⩽ ϕn ⩽ 1A ∈ Lp ist zudem ϕn ∈ Lp(µ). Weiterhin gilt

{1A ≠ ϕn} ⊂ {d(⋅,Ac) < 1

n
} ;

folglich µ(1A ≠ ϕn) ⩽ ϵ für alle n ⩾ N . Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

sehen wir außerdem, dass ∥1A − ϕn∥Lp
n→∞ÐÐÐ→ 0. Wählen wir n ⩾ N hinreichend

186



Lösungen. Version vom May 3, 2025

groß, gilt also ∥1A − ϕn∥Lp ⩽ ϵ. Für dieses n erfüllt dann ϕn sämtliche gewünschte

Eigenschaften.

Um die Behauptung auf beliebige Borelmengen A ∈ B(E) zu verallgemeinern, geht

man wie in Lemma 24.2 vor: Es sei U ⊂ E mit µ(U) < ∞. Definiere

D ∶= {A ∈ B(U);∀ϵ > 0∃ϕϵ ∈ Cb(E) ∩Lp(µ) ∶ (??) gilt}.

Genau wie im Beweis von Lemma 24.2 folgt, dass D ein Dynkin-System ist. Gemäß

unseren Überlegungen sind zudem die offenen Mengen in D enthalten und damit

erhalten wir B(U) ⊂D.

Ist nun A ∈ B(E) eine beliebige Menge mit 1A ∈ Lp(µ), so gilt µ(A) < ∞. Da

µ von außen regulär ist, existiert U ⊂ E offen mit A ⊂ U und µ(U) < ∞. Wegen

A ∈ B(U) ⊂D folgt dann die Behauptung.

(b) Es sei f ∈ Lp(µ) mit 0 ⩽ f ⩽ 1 und ϵ > 0. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit

können wir annehmen, dass ∥f∥L∞ = 1 (sonst: betrachte f/∥f∥L∞). Aus dem (Beweis

vom) Sombrero-Lemma, Satz 7.11, wissen wir, dass

fn ∶=
n2n−1

∑
k=0

k

2n
1
{ k
2n
⩽f< k+1

2n
}
+ n1{f>n}

0⩽f⩽1=
2n−1

∑
k=0

k

2n
1
{ k
2n
⩽f< k+1

2n
}
, n ∈ N,

monoton gegen f konvergiert. Setzen wir f0 ∶= 0, so folgt

f = lim
n→∞
(fn − f0) = lim

n→∞

n

∑
j=1

(fj − fj−1) = ∑
j⩾1

(fj − fj−1) = ∑
j⩾1

1

2j
ϕj

für ϕj ∶= 2j(fj − fj−1). Wir behaupten nun, dass

ϕj(x) ∈ {0,1} für alle x ∈ {fj−1 =
k

2j−1
} . (⋆⋆)

Tatsächlich: Per Definition kann fj auf der Menge {fj−1 = k
2j−1
} = { k

2j−1
⩽ f < k+1

2j−1
}

nur die Werte 2k
2j

und 2k+1
2j

annehmen. Im ersten Fall ist ϕj = 0, im zweiten dagegen

ϕj = 1. ϕj(x) = 1 tritt also genau dann auf, wenn

x ∈ {fj =
2k + 1
2j
} = {2k + 1

2j
⩽ f < 2k + 2

2j
} .

Wir können Aj ∶= {ϕj = 1} daher schreiben als

Aj =
2n−1−1

⋃
k=0

{2k + 1
2j

⩽ f < 2k + 2
2j
} .

Wegen ϕj = 1Aj erhalten wir somit die Darstellung

f = ∑
j⩾1

1

2j
1Aj .

Bemerke, dass 1Aj ⩽ 2jf ∈ Lp(µ). Gemäß Teil (a) existiert somit für jedes j ⩾ 1 eine

Funktion ϕj,ϵ ∈ Cb(E) ∩Lp(µ), so dass

∥ϕj,ϵ − ϕj∥Lp ⩽ ϵ

2j
, µ(ϕj,ϵ ≠ ϕj) ⩽

ϵ

2j
und ∥ϕj,ϵ∥∞ ⩽ ∥ϕj∥L∞ ⩽ 1.

Die Funktion ϕϵ ∶= ∑j⩾1
ϕj,ϵ

2j
hat alle geforderten Eigenschaften:
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• ϕϵ ist stetig, denn die Funktion ist ein gleichmäßiger Grenzwert von stetigen

Funktionen:
XXXXXXXXXXX
ϕϵ −

n

∑
j=1

ϕj,ϵ

2j

XXXXXXXXXXX∞
⩽

∞

∑
j=n+1

1

2j
∥ϕj,ϵ∥∞ ⩽

∞

∑
j=n+1

1

2j
n→∞ÐÐÐ→ 0.

• ∥ϕϵ∥∞ ⩽ ∑j⩾1
∥ϕj,ϵ∥∞

2j
⩽ ∑j⩾1

1
2j
= 1 = ∥f∥L∞ .

• ∥ϕϵ − f∥Lp ⩽ ∑j⩾1
1
2j
∥ϕj,ϵ − ϕj∥Lp ⩽ ϵ∑j⩾1

1
2j
⩽ ϵ. Insbesondere: ϕϵ ∈ Lp(µ).

• µ(ϕϵ ≠ f) ⩽ ∑j⩾1 µ(ϕj,ϵ ≠ ϕj) ⩽ ∑j⩾1 ϵ2
−j = ϵ.

(c) Wir bemerken zunächst, dass (??) für alle g ∈ Lp(µ) mit 0 ⩽ g ⩽ ∥g∥L∞(dx) < ∞
gilt; wende dazu Teil (b) auf g/∥g∥L∞(dx) an. Weiterhin beobachten wir, dass wir für

solche g ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen können, dass ϕϵ ⩾ 0 gilt;

anderenfalls betrachten wir ϕ̃ϵ ∶= ϕϵ ∨ 0.

Es sei nun f ∈ Lp(µ) mit ∥f∥L∞(dx) < ∞. Wir schreiben f = f+ − f− und indem wir

die eben gemachte Bemerkung verwenden, finden wir ϕϵ, ψϵ ∈ Cb(E) ∩Lp(µ), ϕϵ ⩾ 0,
ψϵ ⩾ 0, so dass

∥ϕϵ∥∞ ⩽ ∥f+∥L∞ µ{f+ ≠ ϕϵ} ⩽ ϵ und ∥f+ − ϕϵ∥Lp ⩽ ϵ

und

∥ψϵ∥∞ ⩽ ∥f−∥L∞ µ{f− ≠ ψϵ} ⩽ ϵ und ∥f− − ψϵ∥Lp ⩽ ϵ.

Für Φϵ ∶= ϕϵ − ψϵ ∈ Cb(E) ∩Lp(µ) gilt dann

µ(Φϵ ≠ f) ⩽ µ(ϕϵ ≠ f+) + µ(ψϵ ≠ f−) ⩽ 2ϵ

sowie

∥Φϵ∥L∞ ⩽max{∥f+∥L∞ , ∥f−∥L∞} = ∥f∥L∞

(hier benötigen wir, dass ϕϵ ⩾ 0 und ψϵ ⩾ 0). Aus der Dreiecksungleichung folgt

außerdem

∥f −Φϵ∥Lp ⩽ ∥f+ − ϕϵ∥Lp + ∥f− − ψϵ∥Lp ⩽ 2ϵ.

Folglich erfüllt Φϵ die Bedingungen (??) für f .

(d) Es sei f ∈ Lp(µ) und ϵ > 0. Aus der Markov-Ungleichung (vgl. Aufgabe 10.4) folgt

µ(∣f ∣ ⩾ R) ⩽ 1

Rp ∫ ∣f ∣
p dµ.

Insbesondere können wir R > 0 hinreichend groß wählen so, dass µ(∣f ∣ ⩾ R) ⩽ ϵ. Aus

dem Satz von der monotonen Konvergenz sehen wir zudem, dass

∫
{∣f ∣>R}

∣f ∣p dµ < ϵ

für R > 0 hinreichend groß. Für fR ∶= (−R) ∨ f ∧R existiert nach (c) eine Funktion

ϕϵ ∈ Cb(E) ∩Lp(µ) mit

∥ϕϵ∥∞ ⩽ ∥fR∥L∞ µ{fR ≠ ϕϵ} ⩽
ϵ

Rp
und ∥fR − ϕϵ∥Lp ⩽ ϵ.
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Offensichtlich gilt dann auch ∥ϕϵ∥∞ ⩽ ∥f∥L∞ . Weiterhin ist

∥ϕϵ − f∥pLp

= ∫
{∣f ∣⩽R}

∣ϕϵ − f ∣p dµ + ∫
{∣f ∣>R}∩{ϕϵ=fR}

∣ϕϵ − f ∣p dµ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=∶I1

+∫
{∣f ∣>R}∩{ϕϵ≠fR}

∣ϕϵ − f ∣p dµ
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

=∶I2

⩽ ∥ϕϵ − fR∥pLp + I1 + I2.

Wir schätzen I1 und I2 getrennt ab. Wegen fR∣{∣f ∣>R} = R gilt

I1 = ∫
{f>R}∩{ϕϵ=fR}

(f −R)p dµ + ∫
{f<−R}∩{ϕϵ=fR}

(−R − f)p dµ

⩽ ∫
{f>R}∩{ϕϵ=fR}

fp

¯
∣f ∣p

dµ + ∫
{f<−R}∩{ϕϵ=fR}

(−f)p
²
∣f ∣p

dµ

⩽ ∫
{∣f ∣>R}

∣f ∣p dµ < ϵ.

Aus der Ungleichung

∣a + b∣p ⩽ C(p)(ap + bp) für alle a, b ⩾ 0, p ⩾ 1 (♯)

(die Konstante C(p) hängt nicht von a, b ab) erhalten wir zudem

I2 ⩽ C(p)∫
{∣f ∣>R}∩{ϕϵ≠fR}

∣ϕϵ∣p dµ +C(p)∫
{∣f ∣>R}∩{ϕϵ≠fR}

∣f ∣p dµ

⩽ C(p)∥ϕϵ∥p∞µ(ϕϵ ≠ fR) +C(p)∫
{∣f ∣>R}

∣f ∣p dµ

⩽ C(p)Rp ϵ

Rp
+C(p)ϵ.

Folglich ist

∥ϕϵ − f∥pLp ⩽ ϵp + ϵ + 2C(p)ϵ.

Da ϵ > 0 beliebig ist, können wir also ∥ϕϵ − f∥Lp beliebig klein machen. Schließlich

bemerken wir noch, dass

µ(f ≠ ϕϵ) ⩽ µ(fR ≠ ϕϵ) + µ(∣f ∣ ⩾ R) ⩽ 2ϵ.

Das zeigt, dass ϕϵ alle gewünschten Eigenschaften besitzt.

Bemerkung: (♯) folgt aus der Hölder-Ungleichung:

RRRRRRRRRRR

d

∑
j=1

xj ⋅ yj
RRRRRRRRRRR
⩽
⎛
⎝

d

∑
j=1

∣xj ∣p
⎞
⎠

1
p

⋅
⎛
⎝

d

∑
j=1

∣yj ∣q
⎞
⎠

1
q

für alle x, y ∈ Rd wobei p + q = 1 konjugierte Indizes bezeichnen. Wählen wir speziell

d = 2, x = (a, b), y = (1,1), dann

∣a ⋅ 1 + b ⋅ 1∣ ⩽ (∣a∣p + ∣b∣p)
1
p ⋅ 2

1
q .

Bilden wir von beiden Seiten die p-te Potenz, erhalten wir die gewünschte Unglei-

chung.

∎∎
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25 Der Fortsetzungssatz von Daniell

Aufgabe 25.1. Lösung:

(a) Vereinigungsstabilität ist trivial.

Schnittstabilität: Betrachte S1, . . . , Sn,R1, . . . ,Rm ∈ S. Dann gilt

(R1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪Rm) ∩ (S1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ Sn) =
m

⋃
i=1

n

⋃
k=1

Ri ∩ Sk ∈ S∪.

Differenz-Stabilität: Wir benötigen eine Vorbereitung: S,S1, . . . , Sn,R1,R2, . . . ,Rm ∈
S. Dann gilt nach Definition eines Halbrings, dass S ∖R eine disjunkte Vereinigung

von Mengen aus S ist. Insbesondere also

S ∖R ∈ S∪,

und es folgt

(S1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ Sn) ∖R =
n

⋃
i=1

(Si ∖R)
∈S∪

∈ S∪.

Schließlich sieht man durch wiederholte Anwendung der obigen Regeln, dass

(S1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ Sn) ∖ (R1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪Rm) = (S1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ Sn) ∖R1 ∖R2 ∖ ⋅ ⋅ ⋅ ∖Rm

in S∪ ist.

(b) Die Inklusion S∪⋅ ⊂ S∪ ist klar. Sei nun S = S1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ Sn ∈ S∪. Dann gilt

S =
n

⋃⋅
i=1

(Si ∩ ⋂
k≠i

Sc
k) .

Weiter gilt

Si ∩ ⋂
k≠i

Sc
k = Si ∖S1 ∖ S2 ∖ ⋅ ⋅ ⋅ ∖ Sn´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Si kommt nicht vor

.

Nun ist Si ∖ S1 ∈ S∪⋅ (nach Def. Halbring), daher ist (Si ∖ S1) ∖ S2 ∈ S∪⋅ usw., d.h.

Si ∩ ⋂
k≠i

Sc
k ∈ S∪⋅ Ô⇒ S =

n

⋃⋅
i=1

(Si ∩ ⋂
k≠i

Sc
k) ∈ S∪⋅ .

Es folgt also S∪ ⊂ S∪⋅ .

(c) Trivialerweise gilt V(S) = V(S∪⋅ ), beachte hierbei, dass 1S∪⋅R = 1R + 1S . Weil aber

S∪ = S∪⋅ , folgt V(S∪) = V(S∪⋅ ) und wir erhalten V(S) = V(S∪).
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∎∎

Aufgabe 25.2. Lösung:

(a) Wenn (hn)n∈N ⊂ V eine gegen h ∈ V aufsteigende Folge ist, dann gilt I(h) = supn I(hn).
Das folgt aus der Daniell-Stetigkeit, denn

h − hn ↓ 0 Ô⇒ I(h) − I(hn) = I(h − hn) ↓ 0 Ô⇒ sup
n
I(hn) = I(h).

(b) Wenn wir hn = ϕm ∧ ψn und h = ϕm betrachten, dann gilt hn ↑ ϕm (hier verwenden

wir supn ϕn ⩽ supnψn) und

I(ϕm) = sup
n
I(ϕm ∧ ψn) ⩽ sup

n
I(ψn).

Die Behauptung folgt, indem wir auf der linken Seite supm bilden.

∎∎

Aufgabe 25.3. Lösung: Definitionsgemäß haben wir

B ∈ B∗ ⇐⇒ 1B ∈ LV (Def. im Beweis von Korollar 25.8)

⇐⇒ ∀ϵ > 0, ∃uϵ ∈ −U, vϵ ∈ U ∶ uϵ ⩽ 1B ⩽ vϵ, I(vϵ) − I(uϵ) ⩽ ϵ (Def. von LV)

⇐⇒ ∀ϵ > 0, ∃ϕϵ ∈ V, ψϵ ∈ V ∶ ϕϵ ⩽ 1B ⩽ ψϵ, I(ψϵ) − I(ϕϵ) ⩽ ϵ (Def. von ±U)

(In der letzten Äquivalenz verwenden wir, dass U aus aufsteigenden Limiten von Treppen-

funktionen von V besteht und dass I(vϵ) < ∞ ist.)

Nun sind ϕϵ, ψϵ Treppenfunktionen mit Stufen in A. Wir haben also
m

∑
i=1

ai1Ai(x) ⩽ 1B(x) ⩽
n

∑
i=1

ci1Ci(x), Ai,Ci ∈ A.

Weil A eine Algebra ist können wir o.B.d.A. annehmen, dass die Mengen A1, . . . ,Am bzw.

C1, . . . ,Cn disjunkt sind (sonst machen wir sie disjunkt!). Weiter können wir auch an-

nehmen, dass B∩Ci ≠ ∅, sonst könnten wir die entsprechenden Ci’s auf der r.S. weglassen,

ohne die Ungleichung zu ändern. Daher gilt auch

A ∶= A1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪Am ⊂ B ⊂ C1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪Cn =∶ C, ai ⩽ 1, ci ⩾ 1

und folglich

I(ψϵ) − I(ϕϵ) =
n

∑
i=1

ciµ(Ci) −
m

∑
i=1

aiµ(Ai) ⩽ ϵ.

Offensichtlich ist aber auch

µ(C) − µ(A) =
n

∑
i=1

µ(Ci) −
m

∑
i=1

µ(Ai) ⩽
n

∑
i=1

ciµ(Ci) −
m

∑
i=1

aiµ(Ai) ⩽ ϵ.

Somit haben wir schließlich

B ∈ B∗ ⇐⇒ ∀ϵ > 0 ∃A,C ∈ A ∶ A ⊂ B ⊂ C, µ(C) − µ(A) ⩽ ϵ,
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und das bedeutet gerade (vgl. Aufgabe 3.7), dass B in der Vervollständigung von σ(A)
ist.

∎∎

Aufgabe 25.4. Lösung: Die Eindeutigkeit der Fortsetzung folgt aus dem Eindeutigkeitssatz für

Maße, vgl. Satz 4.5.

Nun zur Existenz. Zunächst müssen wir µ – genauso wie in 25.2.c), siehe auch die Schritte

2o und 3o im Beweis von Satz 5.2, vgl. Lehrbuch S. 24 f. – vom Halbring S ⊂ P(E) zu einer

Mengenfunktion µ∶S∪ → [0,∞] auf die Familie S∪ endlicher (disjunkter) Vereinigungen von

Mengen aus S fortsetzen (vgl. auch Übung 25.1 um S∪ = S∪⋅ zu sehen). Diese Fortsetzung

ist konstruktiv und, auch im Hinblick auf die oben gezeigte Eindeutigkeit, auch eindeutig.

Die Additivität von µ ist klar, die Prämaß-Eigenschaft folgt so: Seien S′i ∈ S∪ und S =
⋃⋅ i∈N S′i ∈ S∪. Wir müssen ∑i∈N µ(S′) = µ(S) zeigen. Nun gilt

S′i =
n(i)

⋃⋅
k=1

Si,k, Si,k ∈ S (Def. von S∪)

S = ⋃⋅
i∈N

n(i)

⋃⋅
k=1

Si,k

=
N

⋃⋅
l=1

Rl, Rl ∈ S, (Nach Vor. S ∈ S∪)

=
N

⋃⋅
l=1

⋃⋅
(i,k)∶Si,k⊂Rl

Si,k.

Somit haben wir

µ̄(S) =
N

∑
l=1

µ(Rl) =
N

∑
l=1

∑
(i,k)∶Si,k⊂Rl

µ(Si,k) (µ ist Prämaß auf S)

= ∑
i∈N

n(i)

∑
k=1

µ(Si,k) (Umordnen, nur positive Glieder)

= ∑
i∈N
µ(Si).

Also ist µ̄ ein Prämaß auf S∪.

Nun können wir die Erweiterung konstruieren. Dazu folgen wir der Beweisskizze:

B∗ ∶= {B ⊂ E ∣ ∀k ∈ N ∶ 1B ∧ 1Sk
∈ LV} und µ̃(B) ∶= sup

k
Iµ (1B ∧ 1Sk

) .

Weil LV ein Vektorverband ist, der unter aufsteigenden Limiten stabil ist, sehen wir sofort,

dass B∗ eine σ-Algebra ist:

(Σ1) Offensichtlich ist ∅ ∈ B∗.

(Σ2) WennB ∈ B∗, dann gilt 1B∧1Sk
∈ LV für alle k ∈ N, also 1Bc∧1Sk

= 1Sk
−1B∧1Sk

∈ LV

für alle k ∈ N. Hier verwenden wir Sk ∈ S, µ(Sk) < ∞ und 1Sk
∈ V ⊂ LV. Daher folgt

Bc ∈ B∗.
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(Σ3) Wenn (Bn)n∈N ⊂ B∗, dann gilt Cn ∶= B1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪Bn ↑ B ∶= ⋃∞i=1Bi und daher haben wir

für festes k ∈ N

1Cn ∧ 1Sk
= (1B1 + ⋅ ⋅ ⋅ + 1Bn) ∧ 1Sk

= (1B1 ∧ 1Sk

∈LV

+ ⋅ ⋅ ⋅ + 1Bn ∧ 1Sk

∈LV

) ∧ 1Sk
∈ LV.

Wegen supn Iµ(1Cn ∧1Sk
) ⩽ Iµ(1Sk

) = µ(Sk) < ∞ und (25.3) folgt 1B ∧1Sk
∈ LV und

I(1B ∧ 1Sk
) = supn I(1Cn ∧ 1Sk

), also B ∈ B∗.

Weil A ⊂ B∗ gilt auch σ(A) ⊂ B∗ und es ist klar, dass µ̃ das Prämaß µ fortsetzt.

Für die Additivität von µ̃ beachten wir, dass das Supremum ein aufsteigender Limes (und

damit linear) ist: A,B ∈ B∗ disjunkt, dann gilt für beliebiges k ∈ N:

1A∪⋅B ∧ 1Sk
= 1A ∧ 1Sk

+ 1B ∧ 1Sk

und daher

µ̃(A ∪⋅ B) = lim
k
Iµ(1A ∧ 1Sk

+ 1B ∧ 1Sk
)

= lim
k
(Iµ(1A ∧ 1Sk

) + Iµ(1B ∧ 1Sk
)) = µ̃(A) + µ̃(B).

Für die Stetigkeit von unten verwenden wir, dass zwei beliebige Suprema stets vertauscht

werden können: Es sei Al ↑ A. Dann ist

sup
l
µ̃(Al) = sup

l
sup
k
Iµ(1Al

∧ 1Sk
) = sup

k
sup
l
Iµ(1Al

∧ 1Sk
) = sup

k
Iµ(1A ∧ 1Sk

) = µ̃(A).

In der vorletzten Gleichheit verwenden wir das Argument, das wir bereits in (Σ3) verwendet

hatten.

∎∎

Aufgabe 25.5. Lösung: Wir wissen aus Beispiel 25.3, dass (Rd,Cc(Rd), I = Riemann-Integral)
ein Daniell-Raum ist. Offensichtlich sind die Voraussetzungen von Satz 25.10 erfüllt, wir

können ganz einfach ein ψn ∈ Cc(Rd) mit 1Qn ⩽ ψn ⩽ 1 konstruieren, wobei Qn = [−n,n]d

ist.

Daher gilt nach Satz 25.10 für ϕ ∈ Cc(Rd), dass (R) ∫Rd ϕ(x)dx = ∫ ϕdµ für ein eindeutig

bestimmtes Maß µ gilt. Wir schreiben nun

Q =
d

⨉
i=1

[ai, bi] und Qϵ =
d

⨉
i=1

[ai − ϵ, bi + ϵ]

und wir konstruieren ein ψϵ ∈ Cc(Rd) mit 1Q ⩽ ψϵ ⩽ 1Qϵ , z.B. mit dem Urysohn-Trick aus

Lemma 22.3. Dann gilt offensichtlich (verwende monotone Konvergenz):

lim
ϵ→0

ψϵ = 1Q und lim
ϵ→0
∫ ψϵ dµ = µ(Q).
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Andererseits haben wir (wenn wir ∣Q∣ für das Volumen eines Quaders schreiben) dass 1Qϵ

eine Riemannsche Oberfunktion und 1Q eine Unterfunktion für ψϵ ist:

(R)∫
Rd
ψϵ(x)dx − ∣Q∣ ⩽ ∣Qϵ∣ − ∣Q∣ =

d

∏
i=1

(bi − ai + 2ϵ) −
d

∏
i=1

(bi − ai) ⩽ cϵd ÐÐ→
ϵ→0

0,

d.h. µ(Q) = ∣Q∣, da (R) ∫−Rd ψϵ(x)dx = I(ψϵ) = ∫ ψϵ dµ gilt. Mithin ist µ das Lebesgue-

Maß.

∎∎

Aufgabe 25.6. Lösung: Wenn f /≡ 0, dann betrachte fn − f ⩾ 0, fn − f stetig und fn − f ↓ 0.
Also o. E. f ≡ 0 und fn ↓ 0 punktweise. Wähle ϵ > 0 fest und definiere Kn = {fn ⩾ ϵ}. Weil

Kn abgeschlossen ist (hier geht die Stetigkeit von fn und f ein) und in der kompakten

Menge K liegt, ist Kn selbst kompakt. Weil fn(x) ↓ 0 für jedes x ∈K gilt, kann x ∈ ⋂nKn

für kein x ∈ K gelten, d.h. ⋂nKn = ∅. Wegen der »finite intersection property« gilt dann

KN = ⋂n⩽N Kn = ∅ für ein festes N . Also ist {fN ⩾ ϵ} = ∅, d.h. supx fN(x) < ϵ für alle

N ≫ 1 und alle x ∈K. Das ist aber genau die gesuchte gleichmäßige Konvergenz.

∎∎
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26 Die Rieszschen Darstellungssätze

Aufgabe 26.1. Lösung:

(a) Es sei f ∈ Lp(µ) und g ∈ Lq(µ) mit ∥g∥Lq ⩽ 1. Aus der Hölder-Ungleichung, Satz 14.3,

folgt

∥f ⋅ g∥L1 ⩽ ∥f∥Lp∥g∥Lq ⩽ ∥f∥Lp .

Folglich gilt

∥f∥p ⩾ sup{∫ fg dµ ∶ g ∈ Lq(µ), ∥g∥Lq ⩽ 1} .

Um »⩽« zu sehen, definieren wir g ∶= sgn(f) ⋅ ∣f ∣p−1. Dann ist wegen q = p
p−1 ,

∣g∣q = ∣f ∣(p−1)q = ∣f ∣p ∈ L1(µ),

d.h. g ∈ Lq(µ) und ∥g∥q = ∥f∥p/qLp . Für g̃ ∶= g/∥g∥Lq ∈ Lq(µ) gilt daher ∥g̃∥Lq ⩽ 1 und

∫ fg̃ dµ = 1

∥g∥Lq
∫ ∣f ∣p dµ =

1

∥f∥p/qLp

∥f∥pLp = ∥f∥(p(1−1/q)Lp = ∥f∥Lp

wobei wir im letzten Schritt wieder benutzt haben, dass 1
p +

1
q = 1. Das zeigt »⩽«.

(b) Es sei D ⊂ Lq(µ) eine dichte Teilmenge. Wegen D ⊂ Lq(µ) gilt offensichtlich

∥f∥p ⩾ sup{∫ fg dµ ∶ g ∈ Lq(µ), ∥g∥Lq ⩽ 1} .

Andererseits: Sei ϵ > 0. Nach (a) existiert g ∈ Lq(µ), ∥g∥Lq ⩽ 1, so dass

∫ fg dµ ⩾ ∥f∥Lp − ϵ.

Da D dicht ist, können wir h ∈ D wählen, so dass ∥g − h∥Lq ⩽ ϵ. Aus der Hölder-

Ungleichung erhalten wir daher

∫ fhdµ = ∫ f(h − g)dµ + ∫ g dµ

⩾ −∥f∥Lp∥h − g∥Lq + ∫ g dµ

⩾ −∥f∥Lpϵ + ∫ g dµ

⩾ −∥f∥Lpϵ + ∥f∥Lp − ϵ

= ∥f∥Lp(1 − ϵ) − ϵ.

Da ϵ > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung.
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(c) Ist fg ∈ L1(µ) für alle g ∈ Lq(µ), so definiert If(g) ∶= ∫ ∣f ∣g dµ ein positives lineares

Funktional auf Lq(µ). Aus Satz 26.4 existiert ein eindeutig bestimmtes f̃ ∈ Lq(µ)
mit

If(g) = ∫ f̃g dµ für alle g ∈ Lq(µ).

Folglich ist f = f̃ ∈ Lq(µ).

∎∎

Aufgabe 26.2. Lösung:

(a) Die Behauptung folgt aus einem typischen Diagonalfolgen-Argument (vgl. auch den

Beweis von Satz 27.11). Es sei (gn)n∈N eine Abzählung von Dq. Aus der Hölder-

Ungleichung, Satz 14.3, folgt

∣∫ ungj dµ∣ ⩽ ∥un∥Lp∥gj∥Lq ⩽ (sup
n∈N
∥un∥Lp)∥gj∥Lq

für alle j, n ∈ N. Für j = 1 sehen wir, dass die Folge (∫ ung1 dµ)n∈N beschränkt ist.

Nach dem Satz von Bolzano–Weiterstraß existiert daher eine Teilfolge (u1n)n∈N, so

dass

lim
n→∞
∫ u1ng1 dµ

existiert. Wir wählen nun iterativ Teilfolgen (uj+1n )n∈N ⊂ (ujn)n∈N, so dass

lim
n→∞
∫ uj+1n gj+1 dµ

existiert. Da wir die Teilfolgen immer weiter ausgedünnt haben, existiert

lim
n→∞
∫ ujngk dµ

für alle k ⩽ j. Für die Diagonalfolge vn ∶= unn existiert daher limn→∞ ∫ vngj dµ für alle

j ∈ N.

(b) Es sei g ∈ Lq(µ) und (un(i))i∈N die Diagonalfolge aus (a). Da R vollständig ist,

genügt es zu zeigen, dass (∫ un(i)g dµ)i∈N eine Cauchy-Folge ist. Dazu sei ϵ > 0. Nach

Voraussetzung ist Dq dicht in Lq(µ), d.h. es existiert h ∈ Dq mit ∥g − h∥Lq ⩽ ϵ. Aus

Teil (a) wissen wir, dass wir N ∈ N wählen können, so dass

∣∫ un(i)hdµ − ∫ un(j) dµ∣ ⩽ ϵ für alle i, j ⩾ N . (⋆)

Mit Hilfe der Hölder-Ungleichung und der Dreiecksungleichung folgt

∣∫ un(i)g dµ − ∫ un(j)g dµ∣ = ∣∫ (un(i) − un(j))(g − h)dµ + ∫ (un(i) − un(j))dµ∣

⩽ ∣∫ (un(i) − un(j))(g − h)dµ∣ + ∣∫ (un(i) − un(j))dµ∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

(⋆)
⩽ ϵ

⩽ ∥un(i) − un(j)∥Lp∥g − h∥Lq + ϵ
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⩽ (∥un(i)∥Lp + ∥un(j)∥Lp)∥g − h∥Lq + ϵ

⩽ 2 sup
n∈N
∥un∥Lp∥g − h∥Lq + ϵ

⩽ (2 sup
n∈N
∥un∥Lp + 1) ϵ

für alle i, j ⩾ N . Dies beweist, dass (∫ un(i)g dµ)i∈N eine Cauchy-Folge ist.

(c) Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass die Grenzwerte

I(g) ∶= lim
i→∞

u+n(i)g dµ J(g) ∶= lim
i→∞
∫ u−n(i)g dµ, g ∈ Lq(µ),

existieren. Tatsächlich: Mit (a),(b) können wir zunächst eine Teilfolge wählen, so dass

I(g) für alle g ∈ Lq(µ) existiert. Von dieser Teilfolge wählen wir mit (a),(b) nochmals

eine Teifolge, so dass J(g) für alle g ∈ Lq(µ) existiert. Da I und g positive lineare

Funktionale auf Lq(µ) definieren, existieren nach Satz 26.4 eindeutige Funktionen

v,w ∈ Lq(µ), v,w ⩾ 0 so, dass

I(g) = ∫ vg dµ J(g) = ∫ wg dµ.

Folglich,

lim
i→∞
∫ un(i)g dµ = lim

i→∞
∫ u+n(i)g dµ − lim

i→∞
∫ u−n(i)g dµ

= ∫ (v −w)g dµ.

Setzen wir u ∶= v −w ∈ Lq(µ), folgt die Behauptung.

∎∎

Aufgabe 26.3. Lösung:

(a) Gemäß Aufgabe 26.4(a) ist µ̂k positiv semidefinit, d.h. für beliebige λ1, . . . , λn ∈ C
und ξ1, . . . , ξn ∈ Rd gilt

n

∑
i,j=1

µ̂k(ξi − ξj)λiλj ⩾ 0.

Wegen limk→∞ µ̂k = ϕ erhält man somit
n

∑
i,j=1

ϕ(ξi − ξj)λiλj ⩾ 0.

Weiterhin ergibt sich aus µ̂k(−ξ) = µ̂k(ξ) auf analoge Weise, dass

ϕ(−ξ) = lim
k→∞

µ̂k(−ξ) = lim
k→∞

µ̂k(ξ) = ϕ(ξ) für alle ξ ∈ Rd.

Folglich ist ϕ positiv semidefinit. Für n = 1 bzw. n = 2 sieht man, dass die beiden

Matrizen

(ϕ(0)) und
⎛
⎝
ϕ(0) ϕ(−ξ)
ϕ(ξ) ϕ(0)

⎞
⎠

für alle ξ ∈ Rd positiv hermitesch sind. Da die Determinanten positiv hermitescher

Matrizen nicht-negativ sind, folgt daraus offenbar ϕ(0) ⩾ 0 sowie

0 ⩽ ϕ(0)2 − ϕ(ξ)ϕ(−ξ) = ϕ(0)2 − ϕ(ξ)ϕ(ξ) = ϕ(0)2 − ∣ϕ(ξ)∣2.
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(b) Wir zeigen zunächst, dass der Grenzwert existiert. Dazu sei u ∈ C∞c (Rd). Nach

Satz 23.24 ist dann auch F−1u ∈ S(Rd) und man erhält aus dem Satz von Plancherel,

Satz 23.12,

∫ udµn = ∫ F(F−1u)dµn = ∫ F−1u(ξ)µ̂n(ξ)dξ.

Da ∣µ̂n(ξ)∣ ⩽ µ̂n(0) → ϕ(0) gleichmäßig beschränkt ist, zeigt der Satz von der do-

minierten Konvergenz, dass

Λ(u) ∶= lim
n→∞
∫ udµn = ∫ F−1u(ξ)ϕ(ξ)dξ

wohldefiniert ist. Die Linearität von Λ folgt direkt aus Linearität des Integrals. Weit-

erhin gilt für u ⩾ 0 offenbar

Λu = lim
n→∞
∫ udµn ⩾ 0.

(c) Die Stetigkeit von Λ sieht man so:

∣Λu∣ ⩽ lim sup
n→∞

∫ ∣u∣dµn ⩽ ∥u∥∞ lim sup
n→∞

µn(Rd)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
(2π)dµ̂n(0)

= (2π)dϕ(0)∥u∥∞.

Da C∞c (Rd) dicht in Cc(Rd) ist (bzgl. der gleichmäßigen Konvergenz), vgl. Lemma 24.9,

können wir daher Λ zu einem positiven Funktional auf Cc(Rd) fortsetzen: Für u ∈
Cc(Rd) sei (un)n∈N ⊂ C∞c (Rd), so dass ∥un − u∥∞ → 0. Aus

∣Λ(un) −Λ(um)∣ = ∣Λ(un − um)∣ ⩽ (2π)dϕ(0)∥un − um∥∞

folgt, dass (Λun)n∈N eine Cauchy-Folge in R ist. Daher existiert Λu ∶= limn→∞Λun.

Offensichtlich ist das so definierte Funktional auf Cc(Rd) positiv und linear. Nach

dem Satz von Riesz, Satz 26.8, existiert somit ein eindeutig bestimmtes reguläres Maß

mit

Λu = ∫ udµ für alle u ∈ Cc(Rd).

(d) Sei ϵ > 0. Da ϕ stetig in ξ = 0 ist, existiert δ > 0, so dass

∣ϕ(ξ) − ϕ(0)∣ < ϵ für alle ∣ξ∣ ⩽ δ.

Weiterhin gilt nach Lévy’s truncation inequality, Aufgabe 23.3,

µn(Rd ∖ [−R,R]d) ⩽ 2(Rπ)d∫
[−1/R,1/R]d

(µ̂n(0) −Re µ̂n(ξ))dξ

(beachte hierzu, dass µ̌n(ξ) = (2π)dµ̂n(−ξ)). Mit dominierter Konvergenz folgt

lim sup
n→∞

µn(Rd ∖ [−R,R]d) ⩽ 2(Rπ)d∫
[−1/R,1/R]d

(ϕ(0) −Reϕ(ξ))dξ

⩽ 2(2π)dϵ

für R ⩾ 1
δ . Insbesondere gilt also für n ⩾ n0(ϵ), µn(Rd ∖ [−R,R]d) ⩽ 3(2π)dϵ. Um

µn(Rd ∖ [−R,R]d) ⩽ 3(2π)dϵ für n ⩽ n0 zu erhalten, vergrößern wir R gegebenenfalls.
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(e) Es sei (χk)k∈N ⊂ Cc(Rd) mit 0 ⩽ χk ⩽ 1 und χk ↑ 1Rd (direkte Konstruktion oder mit

Urysohn’s Lemma, Lemma 26.6). Nach Teil (c) haben wir

∫ χk dµ = Λ(χk) ⩽ (2π)dϕ(0).

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz sieht man deshalb sofort, dass µ ein

endliches Maß ist:

µ(Rd) = sup
k∈N
∫ χk dµ ⩽ (2π)dϕ(0).

Weiterhin ist M ∶= supn∈N µn(Rd) < ∞ wegen µn(Rd) = (2π)dµ̂n(0) → ϕ(0). Es bleibt

zu zeigen, dass µn schwach gegen µ konvergiert. Dazu zeigen wir zunächst

∫ udµn
n→∞ÐÐÐ→ ∫ udµ für alle u ∈ Cc(Rd). (⋆)

Es sei also u ∈ Cc(Rd). Da C∞c (Rd) dicht in Cc(Rd) ist, vgl. Lemma 24.9, existiert

(fk)k∈N ⊂ C∞c (Rd) mit ∥fk − u∥∞ → 0. Damit

∣∫ udµn − ∫ udµ∣

⩽ ∣∫ (u − fk)dµn∣ + ∣∫ fk dµn − ∫ fk dµ∣ + ∣∫ (fk − u)dµ∣

⩽ ∥u − fk∥∞µn(Rd) + ∣∫ fk dµn − ∫ fk dµ∣ + ϵµ(Rd)

⩽ ∥u − fk∥∞(M + µ(Rd)) + ∣∫ fk dµn − ∫ fk dµ∣
n→∞ÐÐÐ→
(b)

∥u − fk∥∞(M + µ(Rd)) k→∞ÐÐÐ→ 0.

Nun sei f ∈ Cb(Rd) beliebig. Für ϵ > 0 existiert gemäß Teil (d) ein R > 0, so dass für

K ∶= [−R,R]d

µn(Rd ∖K) ⩽ ϵ.

Ohne Beschräkung der Allgemeinheit gelte auch µ(Rd ∖K) ⩽ ϵ. Wähle χ ∈ Cc(Rd),
0 ⩽ χ ⩽ 1, mit χ∣K = 1. Dann folgt

∣∫ f dµn − ∫ f dµ∣ ⩽ ∣∫ fχdµn − ∫ fχdµ∣ + ∣∫ (1 − χ)f dµn + ∫ (1 − χ)f dµ∣

⩽ ∣∫ fχdµn − ∫ fχdµ∣ + ∥f∥∞ (∫ 1Kc dµn + ∫ 1Kc dµ)

⩽ ∣∫ fχdµn − ∫ fχdµ∣ + 2∥f∥∞ϵ.

Da f ⋅ χ ∈ Cc(Rd) konvergiert der erste Term auf der rechten Seite für n → ∞ gegen

0 (siehe (c)). Folglich

lim sup
n→∞

∣∫ f dµn − ∫ f dµ∣ ⩽ 2∥f∥∞ϵ
ϵ→0ÐÐ→ 0.

(f) Es sei (µn)n∈N eine schwach konvergente Folge endlicher Maße. Setzt man f(x) ∶=
e−i x⋅ξ, ξ ∈ Rd, erhält man insbesondere

µ̂n(ξ) =
1

(2π)d ∫ e−i x⋅ξ dµn(x)
n→∞ÐÐÐ→ 1

(2π)d ∫ e−i x⋅ξ dµ(x) = µ̂(ξ),
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d.h. die Fouriertransformationen konvergieren punktweise. Aus Aufgabenteil (d)

folgt, dass die Folge (µn)n∈N straff ist. Für ϵ > 0 existiert also R > 0, so dass µn(Rd ∖
K) ⩽ ϵ für K ∶= [−R,R]d. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei R so groß, dass

µ(Rd ∖K) ⩽ ϵ. Auf Grund der (gleichmäßigen) Stetigkeit der Funktion R ∋ r ↦ eir

auf kompakten Mengen, existiert δ > 0 mit

∣ei (ξ−η)⋅x − 1∣ ⩽ ϵ für alle ∣ξ − η∣ < δ, x ∈K.

Für n ∈ N, ξ, η ∈ Rd mit ∣ξ − η∣ < δ gilt folglich

∣µ̂n(ξ) − µ̂n(η)∣ ⩽
1

(2π)d ∫ ∣e
i ξ⋅x − ei η⋅x∣µn(dx) =

1

(2π)d ∫ ∣e
i (ξ−η)x − 1∣µn(dx)

= 1

(2π)d ∫K ∣e
i (ξ−η)x − 1∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⩽ϵ

µn(dx) +
1

(2π)d ∫Kc
∣ei (ξ−η)x − 1∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⩽2

µn(dx)

⩽ µn(R
d)

(2π)d ϵ + 2

(2π)dµn(K
c)

⩽ 1

(2π)d (M + 2)ϵ

mit M ∶= supn∈N µn(Rd) < ∞. Dies zeigt die gleichgradige gleichmäßige Stetigkeit der

Folge (µ̂n)n∈N.

(g) Es seien ξ ∈ Rd und ϵ > 0. Wähle δ > 0 entsprechend der gleichgradigen gleichmäßigen

Stetigkeit von (µ̂n)n∈N. Da µ̂ stetig ist, kann δ so gewählt werden, dass

∣µ̂(ξ) − µ̂(η)∣ ⩽ ϵ für alle ∣ξ − η∣ ⩽ δ.

Damit folgt für alle η ∈ Rd mit ∣η − ξ∣ ⩽ δ:

∣µ̂n(η) − µ̂(η)∣ ⩽ ∣µ̂n(η) − µ̂n(ξ)∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⩽ϵ

+∣µ̂n(ξ) − µ̂(ξ)∣ + ∣µ̂(ξ) − µ̂(η)∣
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

⩽ϵ

⇒ sup
η∈Bδ(ξ)

∣µ̂n(η) − µ̂(η)∣ ⩽ 2ϵ + ∣µ̂n(ξ) − µ̂(ξ)∣
n→∞ÐÐÐ→ 2ϵ

ϵ→0ÐÐ→ 0.

Hier wurde benutzt, dass µ̂ punktweise gegen µ̂ konvergiert (vgl. Teil (f)). Die

Rechnung zeigt, dass µ̂n lokal gleichmäßig gegen µ̂ konvergiert. Da bekanntermaßen

lokal gleichmäßige Konvergenz äquivalent zu gleichmäßiger Konvergenz auf Kompakta

ist, folgt die Behauptung.

∎∎

Aufgabe 26.4. Lösung:

(a) Da µ ein endliches Maß ist, folgt die Stetigkeit von µ̂ direkt aus dem Stetigkeitslemma,

Satz 12.1 (vgl. Proposition 23.3). Die positive Definitheit sieht man so: Für beliebige

ξ1, . . . , ξn ∈ Rd und λ1, . . . , λn ∈ C gilt

n

∑
i,k=1

ϕ(ξi − ξk)λiλk =
1

(2π)d
n

∑
i,k=1

λiλk ∫ e−i x(ξi−ξk) dµ(x)
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= 1

(2π)d
n

∑
i,k=1

λiλk ∫ e−i xξie−i xξk dµ(x)

= 1

(2π)d ∫ (
n

∑
i=1

λie
−i xξi)(

n

∑
k=1

λke−i xξk)dµ(x)

= 1

(2π)d ∫ ∣
n

∑
i=1

λie
−i xξi∣

2

dµ(x) ⩾ 0.

(b) Für n = 1 und ξ = 0 folgt aus der Definition von positiver Definitheit, dass die

Matrix (ϕ(0)) positiv semidefinit ist. Es ist also notwendigerweise ϕ(0) ⩾ 0. Wegen

ϕ(0) = ϕ(−0) gilt zudem ϕ(0) ∈ R. Für n = 2, ξ1 = ξ, ξ2 = 0 sehen wir dagegen, dass

die Matrix
⎛
⎝
ϕ(0) ϕ(−ξ)
ϕ(ξ) ϕ(0)

⎞
⎠

positiv semidefinit ist; insbesondere muss also die Determinante nicht-negativ sein:

0 ⩽ ϕ(0)2 − ϕ(−ξ)ϕ(ξ).

Die gewünschte Ungleichung folgt nun aus der Tatsache, dass ϕ(−ξ) = ϕ(ξ).

(c) Wegen ∣ϕ(ξ)∣ ⩽ ϕ(0) ist

∬ ϕ(ξ − η) ∣(ei⟨x,ξ⟩e−2ϵ∣ξ∣2) (ei⟨x,η⟩e−2ϵ∣η∣2)∣ dξ dη ⩽ ∣ϕ(0)∣∬ (e−2ϵ∣ξ∣2e−2ϵ∣η∣2) dξ dη

< ∞,

d.h. νϵ ist wohldefiniert. Als nächstes zeigen wir νϵ ⩾ 0. Dazu überdecken wir Rd

mit abzählbar vielen disjunkten Würfeln (Ikn)n∈N der Kantenlänge 1/k und wählen

ξkn ∈ Ikn beliebig. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz und der positiven

Definitheit von ϕ folgt

νϵ(x) = lim
k→∞

∑
n,m∈N

∫
Ikm
∫
Ikn
ϕ(ξkn − ξkm) (ei⟨x,ξ

k
n⟩e−2ϵ∣ξ

k
n∣

2) (ei⟨x,ξkm⟩e−2ϵ∣ξkm∣2)dξ dη

= lim
k→∞

∑
n,m∈N

ϕ(ξkn − ξkm) (k−dei⟨x,ξ
k
n⟩e−2ϵ∣ξ

k
n∣

2) (k−dei⟨x,ξkm⟩e−2ϵ∣ξkm∣2)

⩾ 0.

Unter Ausnutzung der Parallelogramm-Identität

2∣ξ∣2 + 2∣η∣2 = ∣ξ − η∣2 + ∣ξ + η∣2

erhalten wir

νϵ(x) = ∬ (ei⟨x,ξ⟩(ei⟨x,η⟩e−2ϵ∣η∣2−2ϵ∣ξ∣2)) dξ dη

=∬ (ei⟨x,ξ−η⟩e−∣ξ−η∣2−∣ξ+η∣2) dξ dη.

Die Substitution
⎛
⎝
t

s

⎞
⎠
∶=
⎛
⎝
ξ − η
ξ + η

⎞
⎠
=
⎛
⎝
Ed −Ed

Ed Ed

⎞
⎠
⎛
⎝
ξ

η

⎞
⎠
=∶ A
⎛
⎝
ξ

η

⎞
⎠
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führt zu

νϵ(x) =
1

∣detA∣ ∬ ϕ(t)ei⟨x,t⟩e−ϵ(∣t∣2+∣s∣2) dt ds

= 1

c
∫ ϕ(t)e−ϵ∣t∣2ei ⟨x,t⟩ dt

= 1

c
∫ ϕϵ(t)ei ⟨x,t⟩ dt. (⋆)

(d) Wir definieren

pt(x) ∶=
1

(2πt)d/2
exp(−∣x∣

2

2t
) .

Aus Satz 23.12 (angewendet auf das endliche Maß µ(dx) ∶= e−t∣x∣2 dx) folgt

∫ νϵ(x)e−
t
2
∣x∣2 dx

(⋆)= 1

c
∫ F−1(ϕϵ)(x)e−

t
2
∣x∣2 dx = 1

c
∫ ϕϵ(ξ)F−1(e−

t
2
∣⋅∣2)(ξ)dξ

für alle t > 0 (beachte: ϕϵ ∈ L1(Rd)!). Aus Beispiel 23.2c) wissen wir F(pt)(x) =
(2π)−d exp(−t∣x∣2/2). Folglich ist F−1(e− t

2
∣⋅∣2)(ξ) = (2π)dpt(ξ). Da ∣ϕ(ξ)∣ ⩽ ϕ(0) und

∫ pt(x)dx = 1 erhalten wir somit

∫ νϵ(x)e−
t
2
∣x∣2 dx = (2π)

d

c
∫ ϕϵ(ξ)pt(ξ)dξ ⩽

(2π)d
c

ϕ(0).

Aus Fatous Lemma, Satz 8.11, folgt schließlich

∫ νϵ(x)dx = ∫ lim
k→∞

νϵ(x)e−
1
2k
∣x∣2 dx

⩽ lim inf
n→∞

∫ νϵ(x)e−
1
2k
∣x∣2 dx

⩽ (2π)
d

c
ϕ(0).

Wegen νϵ ⩾ 0, siehe Teil (c), zeigt dies νϵ ∈ L1(Rd).

(e) Teilaufgabe (c) und (d) zeigen, dass für das endliche Maß dµϵ(x) ∶= cνϵ(x)dx gilt

µ̂ϵ = ϕϵ. Wegen ϕϵ → ϕ folgt aus Lévy’s Stetigkeitssatz (Aufgabe 26.3), dass ein Maß

µ existiert mit µϵ → µ schwach und µ̂ = ϕ.

∎∎
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Aufgabe 27.1. Lösung:

(a) Zunächst sei u ∈ C∞c (Rd). Nach Satz 23.24 ist dann F−1u ∈ S(Rd) und man erhält

aus dem Satz von Plancherel, Satz 23.12,

∫ udµn = ∫ F(F−1u)dµn = ∫ F−1u(ξ)µ̂n(ξ)dξ.

Da ∣µ̂n(ξ)∣ ⩽ µ̂n(0) → ϕ(0) gleichmäßig beschränkt ist, zeigt der Satz von der do-

minierten Konvergenz, dass

Λ(u) ∶= lim
n→∞
∫ udµn = ∫ F−1u(ξ)ϕ(ξ)dξ

wohldefiniert ist. Weiterhin gilt

µn(Rd) = (2π)dµ̂n(0)
n→∞ÐÐÐ→ (2π)dϕ(0),

d.h. M ∶= supn µn(Rd) < ∞. Es sei nun u ∈ Cc(E). Da C∞c (Rd) dicht in Cc(Rd)
ist (bzgl. der gleichmäßigen Konvergenz, siehe Lemma 24.9), existiert eine Folge

(uk)k∈N ⊂ C∞c (Rd) mit ∥uk − u∥∞ → 0. Dann gilt

∣ ∫ udµn − ∫ udµm∣

⩽ ∣∫ (u − uk)dµn∣ + ∣∫ (u − uk)dµm∣ + ∣∫ uk dµn − ∫ uk dµm∣

⩽ ∥u − uk∥∞(µn(Rd) + µm(Rd)) + ∣∫ uk dµn − ∫ uk dµm∣

⩽ 2∥u − uk∥∞M + ∣∫ uk dµn − ∫ uk dµm∣
n,m→∞ÐÐÐÐ→ 2∥u − uk∥∞M

k→∞ÐÐÐ→ 0.

Dies zeigt, dass (∫ udµn)n∈N eine Cauchy-Folge in R ist. Folglich existiert Λ(u) ∶=
limn→∞ ∫ udµn. Da konvergente Folgen insbesondere beschränkt sind, erhalten wir

sup
n∈N
∣∫ udµn∣ < ∞.

Wegen u ∈ Cc(Rd) Ô⇒ ∣u∣ ∈ Cc(Rd) gilt also

sup
n∈N
∫ ∣u∣dµn < ∞ für alle u ∈ Cc(Rd),

d.h. die Folge (µn)n∈N ist vag beschränkt. Nach Satz 27.11 besitzt (µn)n∈N daher

eine vag konvergente Teilfolge µn(i) → µ.
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(b) Wir können Teil (a) auf jede beliebige Teilfolge von (µn)n∈N anwenden. Wir zeigen,

dass der Grenzwert nicht von der Teilfolge abhängt. Dazu seien (µn(i))i∈N und

(µn(j))j∈N Teilfolgen von (µn)n∈N und es gelte µn(i)
vÐ→ µ, µn(j)

vÐ→ ν. Nach Def-

inition gilt dann für u ∈ Cc(Rd)

lim
i→∞
∫ udµn(i) = ∫ udµ,

lim
j→∞
∫ udµn(j) = ∫ udν.

Andererseits haben wir in (a) gezeigt, dass Λ(u) = limn→∞ ∫ udµn. Somit ist

∫ udµ = Λ(u) = ∫ udν.

Da dies für alle u ∈ Cc(Rd) gilt, folgt aus der Regularität der Maße µ und ν, dass

µ = ν. Da der Grenzwert nicht von der Teilfolge abhängt, beweist das bereits die vage

Konvergenz der Folge (µn)n∈N. (Vergleiche das mit der folgenden Aussage: Eine Folge

(an)n∈N ⊂ R konvergiert genau dann, wenn jede Teilfolge von (an)n∈N eine konvergente

Teilfolge besitzt und der Grenzwert nicht von der Teilfolge abhängt.)

(c) Es genügt zu zeigen, dass die Folge (µn)n∈N straff ist; die Behauptung folgt dann

nämlich aus Satz 27.9.

Sei ϵ > 0. Da ϕ stetig in ξ = 0 ist, existiert δ > 0, so dass

∣ϕ(ξ) − ϕ(0)∣ < ϵ für alle ∣ξ∣ ⩽ δ.

Weiterhin gilt nach Lévy’s truncation inequality, Aufgabe 23.3,

µn(Rd ∖ [−R,R]d) ⩽ 2(Rπ)d∫
[−1/R,1/R]d

(µ̂n(0) −Re µ̂n(ξ))dξ

(beachte hierzu, dass µ̌n(ξ) = (2π)dµ̂n(−ξ)). Mit dominierter Konvergenz folgt

lim sup
n→∞

µn(Rd ∖ [−R,R]d) ⩽ 2(Rπ)d∫
[−1/R,1/R]d

(ϕ(0) −Reϕ(ξ))dξ

⩽ 2(2π)dϵ

für R ⩾ 1
δ . Insbesondere gilt also für n ⩾ n0(ϵ), µn(Rd ∖ [−R,R]d) ⩽ 3(2π)dϵ. Um

µn(Rd ∖ [−R,R]d) ⩽ 3(2π)dϵ für n ⩽ n0 zu erhalten, vergrößern wir R gegebenenfalls.

∎∎

Aufgabe 27.2. Lösung: Da

∫
B
udµn = ∫

B∩suppu
udµn

können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass B in einer kompakten

Menge enthalten ist. Es bezeichne K ∶= B den Abschluss von B und U ∶= B○ das Innere

von B. Weiterhin können wir annehmen, dass u nicht-negativ ist - anderenfalls betrachten

wir u± getrennt.

206



Lösungen. Version vom May 3, 2025

Gemäß Lemma 26.6 existieren (wk)k∈N ⊂ Cc(E), (vk)k∈N ⊂ Cc(E), 0 ⩽ vk ⩽ 1, 0 ⩽ wk ⩽ 1,
so dass wk ↑ 1U und vk ↓ 1K . Nach Voraussetzung gilt µn

vÐ→ µ und somit

∫
B
udµn ⩽ ∫

K
udµn ⩽ ∫ u ⋅ vk dµn

n→∞ÐÐÐ→ ∫ u ⋅ vk dµ.

Mit Beppo Levi folgt daher

lim sup
n→∞

∫
B
udµn ⩽ inf

k∈N∫ u ⋅ vk dµ = ∫
K
udµ.

Ganz ähnlich sehen wir, dass aus

∫
B
udµn ⩾ ∫

U
udµn ⩾ ∫ u ⋅wk dµn

n→∞ÐÐÐ→ ∫ u ⋅wk dµ.

und dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt, dass

lim inf
n→∞

∫
B
udµn ⩾ sup

k∈N
∫ u ⋅wk dµ = ∫

U
udµ.

Wegen µ(K ∖U) = µ(∂B) = 0 erhalten wir schließlich

lim sup
n→∞

∫
B
udµn ⩽ ∫

K
udµ = ∫

U
udµ ⩽ lim inf

n→∞
∫
B
udµn.

∎∎

Aufgabe 27.3. Lösung: Wähle ϕ ∈ Cc(E) und K ∶= suppϕ. Weil die Folge (fnk
)k lokal gleich-

mäßig beschränkt ist, folgt mit dominierter Konvergenz

lim
k→∞
∫ ϕ(x)fnk

(x)µ(dx) = ∫ ϕ(x)f(x)µ(dx).

Es folgt, dass fnk
µ

vÐÐÐ→
k→∞

fµ. Andererseits gilt nach Voraussetzung µn = fnµ
vÐÐÐ→

n→∞
ν und

daher auch µnk
= fnk

µ
vÐÐÐ→

k→∞
ν. Weil vage Limiten eindeutig sind, folgt nun f(x)µ(dx) =

ν(dx).

∎∎
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