
Vorwort

Die vorliegende Einführung in die Maß- und Integrationstheorie richtet sich an Studie-
rende der Mathematik und Physik ab dem zweiten Studienjahr. Mein Ziel ist es, in kom-
pakter und eingänglicher Form die wesentlichen Ergebnisse der Lebesgueschen Maß-
und Integrationstheorie darzustellen, die eine wichtige Grundlage für die höhere Ana-
lysis, Wahrscheinlichkeitstheorie und (mathematische) Physik ist. Der Text folgt meinen
Vorlesungen an der TU Dresden, er kann als Begleittext für eine Vorlesung aber auch
zum Selbststudium verwendet werden.

Die Maßtheorie ist kein Selbstzweck, sondern ein Hilfsmittel für weiterführende
Vorlesungen. Daher verzichte ich auf einen allzu systematischen Aufbau, der oft den
Charakter des »Lernens auf Vorrat« mit sich bringt, und konzentriere mich auf die zen-
tralen Begriffe. Um schnell relevante Beispiele zu haben, wird das Lebesgue-Maß schon
in den ersten Kapiteln eingeführt und untersucht, die Existenz und Eindeutigkeit in ℝ
undℝd wird dann schrittweise im Laufe der Vorlesung nachgewiesen. Bei der Auswahl
des Stoffs habe ich mich von der Frage leiten lassen: »Was wird später im Studium und
in den Anwendungenwirklich gebraucht?« Die Auswahl ist natürlich subjektiv, aber ich
hoffe, eine vernünftige Balance zwischen einer knappen Einführung und einer gründ-
lichen Darstellung gefunden zu haben.

Für das tiefere Verständnis ist es wichtig, dass der Leser sich mit der Materie selb-
ständig auseinandersetzt. Zum einen sind dafür die Übungsaufgaben gedacht (vollstän-
dige Lösungen gibt es unter www.motapa.de/mint), andererseits weise ich im laufenden
Text mit dem Symbol [�] auf (bisweilen nicht ganz so offensichtliche) Lücken hin, die
der Leser selbst ausfüllen sollte. Auf

󳶳 wichtige Schreibweisen,󳶳 Gegenbeispiele, typische Fallen und versteckte Schwierigkeiten

wird durch derart markierte Absätze aufmerksam gemacht.
Vom Umfang entsprechen die Kapitel 1–19 einer dreistündigen Vorlesung, etwa 4–5

Textseiten können in 90 min Vorlesung durchgenommen werden. Die mit dem ⧫ ge-
kennzeichneten Abschnitte sind als Ergänzung gedacht und können je nach Zeit und
Zielsetzung ausgewählt werden. Sie sind auch als Themen für ein Proseminar geeignet.
Eine Übersicht über die Abhängigkeit der einzelnen Kapitel findet sich auf Seite VII.

Ich danke dem Verlag deGruyter für die Möglichkeit, eine zweite Auflage dieses
Buchs zu veröffentlichen. Der Aufbau orientiert sich im wesentlichen an der ersten
Auflage, doch habe ich an vielen Stellen die Darstellung präzisiert, weitere Übungsauf-
gaben aufgenommen, einige Passagen hinzugefügt – die Vervollständigung von Maßen
(in Kap. 10), absolutstetige Funktionen (in Kap. 20), den Satz von Kolmogorov (Kap. 18),
die Daniell-Erweiterung (Kap. 25) – oder umgeschrieben, z. B. unendliche Produktmaße
(Kap. 17) oder die Regularität von Maßen (Anhang A.5) .
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An diesem Manuskript haben direkt und indirekt viele Studenten, Kollegen und
Freunde mitgewirkt. Mein Dank gilt vor allem Dr. Julian Hollender und Dr. Franziska
Kühn für die erste Auflage. Den Text der zweiten Auflage haben Dr. Robert Baumgarth
und Dr. David Berger durchgesehen. Die Zusammenarbeit mit den Lektoren des Verlags
de Gruyter war sehr angenehm und hat wesentlich zur Entstehung dieses Buchs bei-
getragen. Meiner Frau danke ich für das große Verständnis, das sie immer wieder für
meine Arbeit aufbringt.

Dresden, Sommer 2024 René L. Schilling

Mathematische Grundlagen

Voraussetzung für das Studium der Maß- und Integrationstheorie sind Kenntnisse
in Analysis und linearer Algebra, wie sie üblicherweise im ersten Studienjahr des
Mathematik- oder Physikstudiums vermittelt werden. Zur Orientierung gebe ich hier
eine Auswahl von Standard-Lehrbüchern an.

Analysis

Forster, O.: Analysis 1, 2. Springer Spektrum, Wiesbaden 122016, 112017.
Heuser, H.: Lehrbuch der Analysis. Teil 1. Vieweg + Teubner, Wiesbaden 172009.
Hildebrandt, S.: Analysis 1, 2. Springer, Berlin 22006, 2003.
Königsberger, K.: Analysis 1, 2. Springer, Berlin 62006, 52006.
Rudin, W.: Analysis. De Gruyter Oldenbourg, Berlin 52022.

Lineare Algebra

Beutelspacher, A.: Lineare Algebra: Eine Einführung in die Wissenschaft der Vektoren,
Abbildungen und Matrizen. Springer Spektrum, Wiesbaden 82014.

Fischer, G.: Lineare Algebra: Eine Einführung für Studienanfänger. Springer Spektrum,
Wiesbaden 182014.

Jänich, K.: Lineare Algebra. Springer, Berlin 112008.
Knabner, P., Barth, W.: Lineare Algebra: Grundlagen und Anwendungen. Springer Spek-

trum, Berlin 22018.
Kowalsky, H.-J., Michler, G. O.: Lineare Algebra. de Gruyter, Berlin 122003.
Lorenz, F.: Lineare Algebra 1, 2. Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg 42003,

31996.



Abhängigkeit der einzelnen Kapitel2

Maße und Mengensysteme
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meßbare Abbildungen
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Integrationstheorie
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24

⧫Riesz & vage Konvergenz
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Bezeichnungen
Bezeichnungen, die nur lokal oder in einemKapitel auftreten, sind nicht aufgeführt; alle Zahlenangaben
beziehen sich auf Seitennummern. Binäre Operationen f ± g, f ⋅ g, f ∧ g, f ∨ g, Vergleiche f ⩽ g, f < g
und Grenzwerte fn 󳨀󳨀󳨀󳨀→n→∞

f , limn fn , lim infn fn , lim supn fn , supn fn oder infn fn von Funktionen sind stets
punktweise gemeint, d. h. für jedes x.

Allgemeines & Konventionen
positiv stets im Sinne ⩾ 0
negativ stets im Sinne ⩽ 0ℕ 1, 2, 3, . . .
inf 0 inf 0 = +∞
a ∨ b Maximum von a und b
a ∧ b Minimum von a und b|x| Euklidische Norm inℝd ,|x|2 = x21 + ⋅ ⋅ ⋅ + x2d⟨x, y⟩ Skalarprodukt∑di=1 xiyi
GL(d,ℝ) invertierbare Matrizen ∈ ℝd×d
O(d) (SO(d)) (spezielle) orthogonale Matrizen∈ ℝd×d
Mengen
# Kardinalität⊂ Teilmenge (inkl. »=«)⋃⋅ Vereinigung paarweise

disjunkter Mengen
Ac Komplement der Menge A
A Abschluss der Menge A
Br(x) offene Kugel um x, Radius r
An ↑ A An ⊂ An+1 ⊂ . . . & A = ⋃n An
Bn ↓ B Bn ⊃ Bn+1 ⊃ . . . & B = ⋂n Bn
A generische σ-Algebra
A ×B {A × B | A ∈ A , B ∈B}

»Rechtecke«
A ⊗B Produkt-σ-Algebra, 91
B(E) Borelmengen in E, 6
B(ℝ) Borelmengen inℝ, 37
C ,C (E) abgeschlossene Mengen
I ,I o ,Irat »Rechtecke« imℝd , 6
K ,K (E) kompakte Mengen
O ,O(E) offene Mengen
P(E) Potenzmenge von E
Maße & Funktionen
μ, ν generische Maße
δx Dirac-Maß in x, 12
λ, λd Lebesgue-Maß (inℝd), 13

μ ⊗ ν Produkt von Maßen, 94, 105𝟙A 𝟙A(x) = {1, x ∈ A
0, x ∉ A

u+ Positivteil: u ∨ 0, 39
u− Negativteil: −(u ∧ 0), 39{u ∈ B}, {x | u(x) ∈ B},{u ⩾ a} {x | u(x) ⩾ a} usw.
supp u Träger {u ̸= 0}
C(E) stetige Funktionen auf E
Cb(E) beschränkte ——
C∞(E) ——mit lim

|x|→∞
u(x) = 0

Cc(E) ——mit kompaktem Träger
E, E(A ) einfache Funktionen, 39
L 0 ,L 0(A ) messbare Funktionen, 38
L 0

ℝ
,L 0

ℝ
(A ) ——,ℝ-wertig, 38

L 1 ,L 1(μ) integrierbare Funktionen, 52
L 1

ℝ
,L 1

ℝ
(μ) ——,ℝ-wertig, 52

L p ,L ∞ 80
Lp , L∞ 82‖u‖Lp (∫ |u|p dμ)1/p , 1 ⩽ p < ∞‖u‖L∞ inf {c > 0 | μ{|u| ⩾ c} = 0}‖u‖∞ supx |u(x)|
Definitionen
(Σ1)–(Σ3) σ-Algebra, 4
(O1)–(O3) Topologie, 6
(M0)–(M2) Maß, 10
(D1)–(D3) Dynkin-System, 16
(S1)–(S3) Halbring, 22
(OM1)–(OM3) äußeres Maß, 23
Abkürzungen
BL Beppo Levi
f. ü. fast überall
mb. messbar
o. E. ohne Einschränkung(en)∩ /∪ -stabil Familie enthält endliche

Schnitte/Vereinigungen
[�] selbst rechnen!
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